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Résumé court 

Au fil des années, l'utilisation de la précontrainte externe est devenue très populaire comme 
moyen permettant d'éviter le remplacement d'un ouvrage existant, pour des raisons de capa- 
cité portante insuffisante ou encore pour la conception de nouveaux ouvrages. Cependant, la 
grande complexité des dispositifs d'ancrage nécessaires à la mise en tension des câbles, rend 
d'une extrême délicatesse la détermination de son comportement déformatiomel. La nature 
tridimensionnelle du problème, jumelée au suivi de l'évolution des conditions de contact et de 
kottement aux diverses interfaces ainsi qu'à l'apparition de déformations permanentes dans 
le bloc d'ancrage au cours de la mise en tension des câbles en font un problème de grande 
taille fortement non linéaire. Cette thèse présente la mise au point d'un modèle permettant 
la bonne reprêsentation du problème de contact tridimensionnel avec frottement en grandes 
transformations et l'application de ce dernier dans le cadre d'une étude du comportement dé- 
formationnel des dispositifs d'ancrage multi torons. Une spécialisation du modèle a également 
été considérée afin de permettre une représentation adéquate du comportement à l'interface 
toron-mors d'ancrage. Inhérent à l'ensemble des difficultéç relatives ii la résolution d'un tel 
problème, on propose, en particulier, la résolution du système linéarisé à l'aide de méthodes 
itératives ainsi qu'une reconstruction systématique de la matrice tangente globale basée sur 
la modification de la définition d'un élément de contact. L'ensemble des développements ont 
été effectués dans le cadre d'une mise en œuvre informatique orientée objet, permettant ainsi 
l'encapsulation de la gestion du problème de contact avec frottement. Plusieurs exemples de 
validation ont été présentés afin d'illustrer les performances du modéle. Finalement ce dernier 
a ét 15 utilisé dans le cadre d'une étude comparative de trois dispositifs d'ancrage multitorons 
ainsi que pour la détermination des paramètres associés à la loi de comportement spécialisée 
à l'interface toron-mors d'ancrage & l'aide d'une technique de calage par réseaux neuromimé- 
tiques en utilisant des résultats expériment aux obtenus sur un dispositif mono toron. 



Résumé 

Depuis plusieurs années, la précontrainte externe jouit d'une grande popularité, quant 
à son utilisation comme moyen permettant d'éviter le remplacement d'un ouvrage existant, 
pour des raisons de capacité portante insuffisante ou encore pour la conception de nouveaux 
ouvrages. Cette situation a inévitablement poussé les sociétés œuvrant dans le domaine de 
la précontrainte à offrir toute une gamme de dispositifs d'ancrage, chacun se  distinguant 
par ses propriétés géométriques, mécaniques ainsi que par son procédé de mise en tension. 
Malgré des critères de conception severes, certains dispositifs d'ancrage ont n6anmoins subi 
des déformations excessives en quelques occasions, et certains se sont même nipturés sous 
l'effet des charges de service. De plus, la venue de nouveaux matériaux tels les fibres de verre, 
d'aramide et de carbone dans le domaine de la précontrainte, a incité ces mêmes sociétés à 
concevoir de nouveaux dispositifs d'ancrage plus résistants ainsi qu'à réévaluer les dispositifs 
existants afin de v6rifier leur utilisation potentielle avec ces torons à très haute performance. 

Dans de tels dispositifs, la difficulté d'une modélisation adéquate se traduit principalement 
par la bonne représentation du transfert des efforts entre les diverses composantes. La nature 
tridimensionnelle du probkme, jumelée au suivi de l'évolution des conditions de contact et 
de frottement aux diverses interfaces ainsi qu'à l'apparition de déformations permanentes 
(élastoplastiques) dans le bloc d'ancrage au cours de la mise en tension des câbles en font 
un probl6me de grande taille fortement non linéaire. L'objectif de ce projet de thèse porte 
donc sur la modélisation du problème de contact tridimensionnel avec frottement en grandes 
transformations et l'application de ce dernier dans le cadre d'une etude du comportement 
déformatiomel des dispositifs d'ancrage rnultitorons utilises pour la mise en tension des câbles 
de précontrainte. 

Inspirée des travaux de Simo et Laursen, la modélisation des interfaces de contact, établie 
sur le milieu continu, a permis d'obtenir une écriture indépendante de l'aspect discrétisation 
spatiale et par le fait même, une perspective d'implémentation informatique beaucoup plus 
générale qu'une formulation établie sur le milieu discret. On y présente l'ensemble des détails 
relatifs à l'écriture d'une cinématique exprimée dans la base convective, permettant ainsi, 
une représentation objective de la loi de frottement en présence de grandes transformations. 
Compte tenu de la nature générique du modéle anticipé, on présente l'ensemble des variations 
et linéarisations nécessaires à l'établissement du rbidu et de la matrice de rigidité tangente 
consistance associée au problème de contact avec frottement. De ce mod6le général, on pro- 
pose également une spécialisation, dans le but de permettre une modélisation adéquate du 



comportement à l'interface toron-mors d'ancrage. Basêe sur des observations expérimentales, 
la loi de comportement développée a permis, entre autres, de reproduire la pénétration des 
encoches présentes sur les clavettes daos le toron A l'aide d'une loi hyperbolique. Les d a t i o n s  
et lin4arisations inhérentes à cette spécialisation ont également été présentées en détail. 

Après avoir effectue une revue exhaustive de l'ensemble des dicul tés  relatives B la rêsolu- 
tion d'un tel problème, des suggestions ont été faites afin d'en améliorer les divers aspects soit 
la convergence, l'espace mémoire ainsi que les temps de calcul. Pour les problemes de grande 
taille, on suggère, entre autres, une résolution du systdme linéansé à l'aide de méthodes itéra- 
t ives ainsi qu'une reconstruction systématique de la matrice tangente globale lorsqu'apparaît 
une modification des éléments maîtres associés à l'ensemble des projections d'un élément 
esclave. On s'est ensuite attardé A la présentation des opérations jugées les plus critiques 
inhérentes à l'évaluation des contributions associées à un élément de contact ainsi que la dé- 
termination du point de projection d'une particule esclave sur la surface maître- Entre autres, 
le passage d'une particule esclave sur un nouvel élément maître, la mise en contut ainsi que 
l'indbtermination du point de contact ont été trait& en détails. Dans le cadre de la mise en 
œuvre informatique, on présente le développement d'un module indépendant permet tant une 
gestion intégrale du problème de contact et de frottement. 

Plusieurs exemples ont été présentés afin de permettre la validation du modèle développé, 
mais aussi, afin de démontrer l'aptitude, les pedormances ainsi que les limites du modde 
proposé. Entre autres, on a pu faire ressortir l'influence du type de non-linéarité sur le com- 
portement de divers préconditionneurs lors de la résolution du système linéarisé. Également, 
la factorisation sélective en phase d'augmentation (utilisation d'une méthode de lagrangien 
augmenté) permet une diminution importante du temps de calcul. 

Le modéle développé a par la suite été utilisé dans le cadre d'une étude du comportement 
déformationnel de trois dispositifs d'ancrage multitorons. Les dispositifs ont été soumis à des 
conditions de mise en charge correspondant aux limites d'utilisation à l'ultime et les résultats 
obtenus ont été comparés afin de vérifier leurs tenues en service. Entre autres, cette étude 
a permis de constater que le dispositif CS 6-31 du procaé CS de la société VSL était celui 
possédant le meilleur comportement en service. En contrepartie, aucun des dispositifs l'étude 
n'est apte à être utilisé au delà de cette limite. Finalement, on a procédé à la détermination 
des paramètres associés à la loi de comportement spécialisé à l'interface toron-mors d'ancrage, 
en jumelant une séquence d'analyses par éléments finis sur un dispositif d'ancrage monotoron 
B une technique de calage par réseaux neurornimétiques. Les résultats de ce calage ont permis 
de déterminer complètement l'effet du système toron-mors d'ancrage sur le bloc d'ancrage et 
de permettre, par le fait même son utilisation dans le cadre d'une analyse sur un dispositif 
d'ancrage multitorons complet. 



Abstract 

For several years, externd prestressing has enjoyed a great popularity both in new and existing 
works, for it increases significantly their bearing capacity. In some instances, it has even 
avoided the replacement of superseded works. As a result, companies working in this field offer 
a whole range of anchorage mechanisms, each with their unique geometrical and mechanicd 
characteristics. In spite of severe design criteria, a few mechanisms nevertheless underwent 
excessive deforrnations, some of them even collapsing under service loads. Moreover, new 
materials such as  fiber glass, aramide and carbon fibers made these companies revisit their 
devices to evaluate their potential use with these very high performance strands. 

The modeling of such rnechanisms is complicated by the difficulty of representing ade- 
quately the load transfer between their various components. The three-dimensional nature 
of the problem, the change in frictional contact conditions on the interfaces, as well as the 
development of permanent (plastic) deformations in the anchor block during the tendons ten- 
sioning lead to a strongly nonlinear problem. This project thus involves the modeling of the 
three-dimensional frictional contact problem in the framework of 6nite strain and finite slid- 
ing, then its application to the deformational behavior study of the multi-strands anchorage 
mechanism used for pres t ressing. 

Inspired by the work of both Simo and Laursen, the modeling of the contact interfaces is 
estabiished on the continuum. Hence, a formulation independent of the spatial discretization 
is obtained, leading to a much more general numerical implementation than a formulation 
estabiished on the discrete medium. The related kinematics as expressed in the convected 
basis are presented in details, allowing an objective representation of the frictiond law in a 
large transformation context. Also, the variational aspects and the required linearizations for 
the computation of the residual vector and the consistent tangent matrix associated with the 
frictional contact problem are discussed in details. This general mode1 is then specialized to 
the strand-wedge interface by using an hyperbolic representation ; this law allowed, inter alia, 
to reproduce the penetration of the notches present on the wedge observed experimentally. 
The variational aspects and linearizations inherent to this specialization are also explaineci in 
details. 

After an exhaustive review of the difficulties relating to the resolution of the three- 
dimensional frictional contact probiern, suggestions are made in order to improve convergence, 
memory usage and cornputation time. For large scale problems, the resolution of the linearized 



system using iterative methods and the systematic rebuilding of the global tangent mat* 
whenever any of the iist of master elements, associated with the projections of the slave ele- 
ments, is modified is proposed. The most critical operations inherent to  the evaluation of a 
contact element contributions and to the determination of a slave particle projection point on 
a master surface are then discussed. In particular, the transition of a particle slave onto a new 
master element, the initial contact establishment as well as the indetermination of projection 
point are treated in details. The development of an independent software module managing 
completeiy the numerical frictional contact problem is also presented. 

Several examples are used to validate the model, but also to show its strengths and its 
capabilities, to evaiuate its performance as well as  to expose its limits, In par t ida r ,  the 
iduence of the type of non-iinearity on the behavior of various preconditionners and on the 
computation time needed for the resolution of the Linearized system is emphasized. How- 
ever, selective factorization during the augmentation phase (use of an augmented Lagrangian 
technique) provides a significant reduction of computation tirne. 

Finally, the developed model was used to  analyze the deformational behavior of three 
multi-strands anchorage mechanisms. The devices were subjected to  loading cases corre- 
sponding to their operationai and ultimate limits and the obtained results were compared. 
Among the studied devices, VSL International's CS 6-31 shows the best behavior in service. 
Yet, none of them would be safe beyond the operationai lirnit. The parameters associated 
with the specidzed law a t  the strand-wedge interface were calibrated using artificial neural 
networks learning from finite elements analysis results of mono-strand anchorage mechanism 
simulations. The effect of the part icular st  rand-wedge system on the anchorage mechanism 
was then fuily determined, therefore allowing the analysis of a complete multi-strands anchor- 
age device. 
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Chapitre 1 

Introduction 

1.1 Généralités 

L'étude du comportement des systemes mécaniques comportant des zones candidates au 
contact, constitue, encore aujourd'hui, un champ de recherche d'un grand intérêt. Cet in- 
térêt est entre autres dicté par les dé& inhérents à la complexité ainsi qu'à l'interaction 
potentielle des phénomènes en cause, mais aussi, par la diversité sans cesse grandissante des 
applications, telles que montrées à la Figure 1.1 et pour lesquelles le problème de contact joue 
un rale prédominant. Qu'il s'agisse de procédb d'emboutissage, de formage ou de pliage des 
tôles, d'extrusion massive, de problèmes d'impact, d'étude de trains d'engrenages, de systémes 
poutredalle, de la simulation d'extraction d'ancrage dans un massif de béton, de l'étude du 
comportement de divers mécanismes tels les assemblages boulonnés, Ies structures minces en 
mode post-flambement ou encore de plaques tectoniques, le problème de contact se reporte, 
d'un point de vue simpliste, à l'évolution des mécanismes de transfert d'efforts à l'interface 
des composantes d'un système mécanique. La nature de ces mécanismes de transfert est, par 
définition, non linéaire, car dépendante de la position des solides qui est a priori inconnue, 
nécessitant, par le fait même, une évaluation des conditions de contact et de frottement a 
posteriori. Jumelée à la présence po tent ielie de non-linéarités géométriques et matérielles, la 
solution d'un tel problème est rarement directe et nécessite, dans la majorité des cas, la mise 
sur pied d'un programme expérimental et/ou encore, l'utilisation de méthodes numériques. 

De nos jours, les sociétés œuvrant à la conception de tels systèmes, font de plus en plus 
souvent appel à la modélisation numérique. Ce choix émane principalement de la réduction 
substantielle du temps nécessaire aux études par la diminution du nombre d'essais expérimen- 
taux qui, généralement , sont extrêmement coûteux en raison de l'appareillage nécessaire et 
difficilement représentatifs des conditions d'utilisation en service. Cependant, les applications, 
telles que décrites précédemment, et qui présentent de fortes non-linéarités, sont souvent mal 
cernées du point de vue théorique. Le formalisme mathématique semble encore passablement 
déficient pour ce qui est de la description rigoureuse de ce type de problème, et le choix de 
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(a) Train d'engrenage (6) Emboutissage des tôles 

(c) Comportement post-flambage (d) Mouvement des pIaques tectoniques 

Figure 1.1 - Problèmes présentant des zones de contact 



modèles physiques représentatifs ainsi que des techniques de résolution suflkamment précises 
et performantes n'est pas toujours évident. De plus, la mise en œuvre informatique des outils 
de modélisation permettant la prise en compte des zones candidates au contact pose souvent 
un problème quant au choix de l'organisation de l'information. Dans cette optique, la modé- 
lisation ainsi que la résolution des problèmes de contact impliquent donc des considérations 
de nature physique, mathématique et informatique permettant la prise en compte des divers 
phénomènes associés à ces problémes. 

Ce chapitre a donc comme principal objectif la présentation des divers aspects ayant 
menés à l'élaboration de ce projet de recherche. En particulier, on introduit la notion de 
dispositif d'ancrage multitorons pour lequel le problème de contact constitue une difficulté 
de premier plan dans la détermination de son comportement déformatiomel. L'ensemble des 
caractéristiques géométriques, mécaniques et matérielles de ce type de dispositif, ainsi que 
son contexte d'utilisation permettent d'établir la problématique ainsi que les objectifs de 
la thèse. Par la suite, on présente une revue exhaustive de l'état actuel des connaissances 
permettant, par le fait même, de justifier l'ensemble des développements qui vont s'en suivre. 
Finalement, on présente les objectifs, une bréve description du contenu ainsi que les divers 
aspects originaux de la thèse. 

Problématique 

Depuis plusieurs années, la précontrainte externe jouit d'une grande popularité, quant 
à son utilisation comme moyen permettant d'éviter le remplacement d'un ouvrage existant, 
pour des raisons de capacité portante insuffisante ou encore pour la conception de nouveaux 
ouvrages, tel que montré $ la Figure 1.2(a). Dans le cadre d'une réhabilitation, cette technique 
permet d'augmenter la capacité ultime de l'ouvrage en place et ainsi, d'augmenter sa durée 
de vie tout en permettant le passage de charges beaucoup plus élevées. Dans ce contexte, la 
précontrainte constitue donc un traitement mécanique consistant en l'introduction, dans une 
composante de l'ouvrage, d'un champ de contrainte agissant inversement à celui induit par les 
charges qui la sollicitent. Il s'agit là, bien évidemment, d'une définition de la précontrainte au 
sens large. Plus particulièrement, pour ce qui est des ouvrages d'art (ponts, viaducs, bretelles 
d'accès, etc.), le matériau précontraint est généralement le béton tandis que la précontrainte 
est exercée par l'entremise de câbles d'acier composés de torons à haute résistance. Telle que 
montree B la Figure l.S(b), la mise en œuvre de ce procédé de mise en post-tension, nécessite 
l'utilisation de systèmes mécaniques appelés dispositifs d'ancrage, assurant ainsi la retenue 
du câble de précontrainte en chacune des extrémités de la pièce à renforcer suite à sa mise en 
tension. 

Dans un contexte générique, le terme «ancrage» désigne tout dispositif, mécanisme ou ou- 
til servant à assurer la retenue par butée (blocage) d'une pièce ou d'un élément de construction 
soumis à un effort de traction. Dans le cadre de ce projet de recherche, on s'intéresse plus 
particulic2rement aux dispositifk d'ancrage multitorons tels que présentés à la Figure 1.3. Dans 
ce cas bien précis, le dispositif assure la retenue du câble, constitué de plusieurs torons, par 
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(O) Montage des voussoirs 

Figure 

( b )  Vue de l'intérieur 

nstruction d'un pont à l'aide de la précont 
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(a) Vue de la partie supérieure ( b )  Vue de la partie inférieure 

Figure 1.3 - Présentation d'un dispositif d'ancrage rnultitorons 

l'intermédiaire d'une pièce massive communément appelée «bloc d'ancrage)). Cette compo- 
sante, possédant plusieurs ouvertures appelées «alvéoles coniques)) et au travers lesquelles les 
torons s'enfilent, repose sur une plaque d'ancrage qui elle-même, s'appuie sur la pièce de bé- 
ton à renforcer. Le blocage proprement dit d'un toron est obtenu par l'intermédiaire du mors 
d'ancrage composé d'un certain nombre de clavettes indépendantes qui agrippent les torons 
et les coincent a l'intérieur des alvéoles coniques. Dans ce contexte, on anticipe aisément que 
le transfert des efforts au massif de béton constitue une operation fort complexe. En effet, 
la tension induite dans les torons est transférée au mors d'ancrage par contact à l'interface 
toron-clavette. Cet effort, est par la suite transféré au bloc d'ancrage par contact A l'inter- 
face clavette-alvéole conique pour finalement descendre au niveau de la plaque d'ancrage par 
contact à l'interface bloc d'ancrage-plaque d'ancrage et ainsi, jusqu'à la piece de beton '. 

Les possibilités d'utilisation d'un tel systeme mécanique, jumelées à l'utilisation gran- 
dissante de la précontrainte extérieure ont poussé les sociétés œuvrant dans le domaine de 
la précontrainte (VSL, 2000; Dywidag, 1989; Freyssinet, 1988; GTM, 1987: Spie-Batignolles, 
1986) à offrir toute une gamme de dispositifs d'ancrage, chacun se distinguant par ses pro- 
priétés géométriques et mécaniques ainsi que par son procédé de mise en tension. Malgré des 
critères de conception sévères, certains dispositifs d'ancrage ont néanmoins subis des défor- 
mations excessives en quelques occasions, et certains se sont même ruptures de façon brutale 
sous l'effet des charges de service, tel que montré à la Figure 1.4. Ces défaillances peuvent 
entre autres s'expliquer soit par un défaut intrinsèque du matériau ou encore, par une mau- 
vaise conception du dispositif. Dans ce dernier cas, il devient impératif de déterminer l'origine 
de ces dysfonctionnements et de procéder, le cas échéant, à l'application des correctifs né- 
cessaires. De plus, la venue de nouveaux matériaux tels les fibres de verre, d'aramide et de 

1. Il importe de noter que l'influence de la pièce de béton sur le comportement du dispositif d'ancrage n'est 
pas prise en compte dans la présente étude. il s'agit 18 d'un projet à part entiére dépassant largement le cadre 
de cette thèse. 
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Figure 1.4 - Rupture d'un dispositif d'ancrage multitorons 

carbone dans le domaine de la précontrainte (Mufti et al., 1991; Taerwe et  a K ~ Y  
et Erki. 1993; Kerstens et al., 1998; Sayed-Ahmed et Shrive? 1998), possédant des limites de 
rupture pouvant atteindre 3500 MPa, a incité ces mêmes sociktks à concevoir de nouveaux 
dispositifs d'ancrage plus résistants ainsi qu'à réévaluer les dispositifs existants afin de vkrifier 
leur utilisation potentielle avec ces torons à très haute performance. 

Selon l'ensemble des points mentionnés précedemment, et avant même d'entreprendre le 
développement de nouveau dispositifs plus efficaces et performants, il apparaît de toute pre- 
mière importance de bien saisir le comportement en service ainsi qu'à l'ultime des dispositifs 
conventionnels. De plus, le souci actuel d'uniformisation des standards et normes en ce qui 
concerne la conception des dispositifs d'ancrage méne directement à une réévaluation exhaus- 
tive des diRérents dispositifs d'ancrage disponibles sur le marchk. 

Jusqu7à très récemment, le développement des nouveaux dispositifs ainsi que l'évaluation 
de ceux existant n'étaient basés que sur l'expérimentation en !aboratoire. Cependant, les coûts 
importants associés à une telle mise en œuvre, jumelks à l'impossibilité d'obtenir certaines 
informations t eIles que I'intensité ainsi que l'étendu de la plastification dans le dispositif d'an- 
crage ont mené les sociétés concernées à se pencher vers l'utilisation des méthodes numériques. 
Dés lors, on a rapidement constaté que l'utilisation des rares codes de calcul commerciaux 
permettant la prise en compte du probl6rne de contact tridimensionnel avec frottement entre 
solides défonnables dans un contexte de grandes transformations, constituait une tâche ex- 
trêmement délicate et ne permet tant l'obtention de solutions adéquates qu'en certaines cir- 
constances particuliéres. Face à une telle situation, les ingénieurs de conception se devaient 
d'effectuer de nombreuses simplifications dans leurs modèles rendant ces derniers totalement 
inaptes à fournir une solution représentative du comportement réel. Entre autres simplifica- 
tions, on note l'élimination du système toron-mors d'ancrage en remplaçant ce dernier par 
l'application d'une charge équivalente au niveau de l'alvéole. Cette stratégie, quoique que très 
audacieuse, implique l'indeforrnabilité du systeme toron-mors d'ancrage et ne permet pas de 
représenter correctement l'effet de la pénétration du mors d'ancrage dans l'alvéole conique. De 
ce fait, on a rapidement constaté que l'influence particulière du système toron-mors d'ancrage 
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(enfoncement des encoches dans le toron), jumelée à la plastification potentielle de certaines 
composantes ainsi qu'a la nature tridimensionnelle du problèrne rendent d'une extrême d b  
licatesse la détermination de son comportement global. Encore aujourd'hui, certaines de ces 
sociétés ne se basent que sur l'expérimentation et ce, en raison de l'absence de  rnod&les nu- 
mériques permettant une représentation adéquate de l'ensemble des phénomènes physiques 
rencontrés dans un dispositif d'ancrage multitorons. 

1.3 ~ t a t  actuel des connaissances 

Compte tenu de la problématique préalablement établie à la section précédente, on en 
conclut que la principale W c u l t é  associée à la modélisation numérique du comportement des 
dispositifs d'ancrage multitorons réside dans la prise en compte du transfert des efforts aux 
diverses interfaces candidates au contact. De ce fait, la réalisation de ce projet de recherche 
implique donc une revue exhaustive de l'état actuel des connaissances en ce qui a trait, dans 
un premier temps, à la modélisation proprement dite de tels dispositifs et finalement, à la 
modélisation du probkme de contact avec frottement. 

1.3.1 Dispositifs d'ancrage multitorons 

Dans le domaine de la précontrainte, la grande majorité des publications se limitent pres- 
qu'exclusivement $ l'étude du comportement au voisinage des zones d'ancrage (Stone et Breen, 
1984; Fenwick et Lee, 1986). On retrouve également quelques publications traitant des proprié- 
tés mécaniques des torons (Chabert, 1983; Preston, 1985; RILEM, 1990; DoIan, 1990; Reda 
et al., 1997). Cependant, très peu de publications abordent l'étude théorique du comporte- 
ment des dispositifs d'ancrage associés à la précontrainte. Ce fait, est entre autres imputable 
à la grande complexité des phénoménes en cause, ainsi qu'A la nature coddentielle des Ca- 
ractéristiques associées à chacun de ces dispositifs ayant fait l'objet de brevet. Citons tout 
particulièrement les travaux de Leonhardt (1964) sur l'étude du transfert des efforts de pré- 
contrainte d'un vérin à un dispositif d'ancrage tel que ceux étudiés dans le présent ouvrage. 

Pour ce qui est de la modélisation numérique, l'un des premiers ouvrages retrouvés est 
celui de Pecknold et Presswalla (1983) présentant les résultats d'une analyse axisym&rique 
d'un dispositif d'ancrage à £Ys. Pour ce faire, les auteurs ont littéralement éliminé l'ouverture 
(alvéole conique) du bloc d'ancrage par l'entremise de certaines propriétés équivalentes. Les 
résultats numériques obtenus ne sont cependant pas corroborés par des données expérimen- 
tales. 

Ce n'est qu'une dizaine d'années plus tard, avec les travaux de Bastien (1992) basés sur une 
étude à la fois expérimentale et numérique du comportement des dispositifs d'ancrage mono- 
et multitorons, qu'il devient possible de se prononcer sur l'intensité ainsi que sur l'étendue 
de la plasticité dans un tel dispositif. Entre autres, on y présente de nombreuses données 
expérimentales (fleches, déformations, enfoncement du ou des mors d'ancrage, etc.) établies 
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sur les dispositifs LHlT15 et LH19T15 du procédé LH de la société Spie-Batignolles (Spie- 
Batignolles, 1986). Pour ce qui est du volet numérique, toute une série d'analyses est présentée 
sur les dispositifs déjà mentionnés et permet de corroborer certaines obsemtions expérimen- 
tales. Cependant, la nature même du modéle permettant la prise en compte du problème de 
contact tridimensionnel avec frottement n'a permis, en aucun moment, l'utilisation de coeffi- 
cients de frottement autres que p = O (glissement parfait) et p = oo (frottement parfait) pour 
le dispositif LH19TL5. Dans cet te optique, il devenait impossible de verifier le comportement 
de ce dispositif sous des conditions de frottement intermédiaires. Dans l'ensemble, cette étude, 
considérée comme étant une première dans le domaine, a permis de faire ressortir les points 
suivants sur le dispositif multitorons: 

On remarque un évasement important des alvéoles coniques situées en périphérie du 
bloc d'ancrage; 
Il y a présence de grandes déformations élastoplastiques dans le bloc d'ancrage. Ce- 
pendant, cette donnee expérimentale n'a pu être vérifiée numériquement en raison de 
l'utilisation d'une formuiation en petites déformations; 
Grande infiuence des coefficients de frottement et en particulier, celui à l'interface 
clavet te-alvéole conique; 
Il survient un décollement entre le bloc d'ancrage et la plaque près de la zone périphé- 
rique du bloc d'ancrage; 
Présence de déplacements relatifs allant de modérés à grands se produisant aux interfaces 
clavet t e-alvéole conique. 

Également basée sur les résultats de Bastien (1992)' une formulation bidimensionnelle et 
axisyrnétrique du problème de contact avec frottement en grands déplacements relatifs est pré- 
sentée par Marceau (1993)' permettant ainsi une meilleure représentation du comportement 
des dispositifs d'ancrage monotoron. En particulier, on y présente une caiibration des coeffi- 
cients de frottement aux interfaces clavette-alvéole conique et bloc d'ancrage-plaque d'ancrage 
basée sur les résultats expérimentaux obtenus par Bastien (1992), ainsi qu'une étude de l'in- 
fluence de l'angle du mors d'ancrage sur le comportement global du dispositif LHlT15 du 
procédé LH (Marceau et al., 1996). 

Quelques années plus tard, une nouvelle étude, subséquente à celle menée par Bastien 
(1992) sur les dispositifs d'ancrage multitorons est présentée par Bastien et al. (1996). Le but 
principal de cette étude fut de vérifier le comportement d'un tel dispositif pour des coefficients 
de frottement autres que p = O et p = m. Pour ce faire, les auteurs utilisent une formulation 
du probleme de contact en petits déplacements relatifs (de type nœud à nœud) avec une 
linéarisation consistante du résidu d'équilibre. 

Plus récemment, une première étude comparative, basée sur la méthode des élément finis, 
du dispositif d'ancrage ~ ~ 1 9 ~ 1 5 S ~  du prockdé LH et A19K15S du procédé K fut menée par 
Odobasic (1998). Nonobstant l'aspect comparatif de cette étude, celle-ci présente une étude 

2. La lettre US» signifie SUPER, faisant ainsi ceference à un toron de diamètre nominal de 15.7 mm contrai- 
rement à un toron standard de 25.2 mm. 



Figure 1.5 - Distinction entre sys tème  toron-mors d'ancrage et plot tronconique 

de convergence de la solution en fonction de la densité de maillage et ce, selon la présence ou 
non de non-linéari tés matérielles. 

A ce stade-ci. il importe de noter que l'ensemble des études présentées ont soit exclus l'effet 
du transfert d'efforts aux interfaces candidates au contact, ou encore, modélisé le phénomène 
en question par l'entremise d'une formulation du problème de contact avec frottement de 
type nœud a nœud. Cette méthode, dans un contexte où les grands déplacements relatifs 
entre les composantes deviennent non négligeables, mène à divers problémes de convergence 
et de précision. 

On constate également qu'aucune publication ne fait mention de la prise en compte du 
système toron-mors d'ancrage dans les analyses. En effet, ces études furent menées en consi- 
dérant ce dernier système comme étant un solide monolithique, élastique isotrope. Dans cette 
optique, le systGme toron-mors d'ancrage est lit terdement substitué par une pièce massive, 
appelée «plot tronconique» tel que montré à la Figure 1.5. Cette façon de faire permet de sim- 
plifier grandement la modélisation du comportement global du dispositif d'ancrage et ainsi, le 
calage du modèle, lorsque de tels plots sont utilisés en laboratoire. Cependant, un tel contexte 
ne permet pas d'obtenir une représentation fidèle des conditions réelles d'utilisation. 

Depuis longtemps, de nombreux chercheurs se sont intéresses à l'étude du comportement 
des câbles et torons (Hruska, 1964; Costello, 1990; Jolicoeur, 1993; Sekouri, 1996). En contre- 
partie, il n'existe, encore aujourd'hui, aucune publication traitant de l'étude du comportement 
du système toron-mors d'ancrage, exception faite de Renault (2000). Ce dernier aborde le 
probkme en considérant l'utilisation de propriétés orthotropes équivalentes pour les clavettes 
composant le mors d'ancrage ainsi qu'une loi de comportement pour le toron, telle que pro- 
posée par Jolicoeur (1993). De plus, Renault (2000) fait l'hypothèse qu'aucun déplacement 
relatif circonférentiel et radial ne peut se produire à l'interface toron-mors d'ancrage. Cette 
procédure implique donc le calage, par essais et erreurs, au moyen des résultats expérimen- 
taux fournis par Bastien (1992): d'un grand nombre de paramétres associés aux diverses lois 
utilisées. 
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1.3.2 Problème de contact avec fiottement 

Dans toute sa complexité, la modélisation du  problème de contact avec frottement implique 
la prise en compte de divers aspects nécessaires à lyélaboration d'un modèle permettant la 
bonne représentation des phénomènes en cause. 

Aspect  mathemat  ique 

Associé de près aux phénomènes d'interaction B l'interface des solides, le problème de 
contact est, d'un point de vue purement mathématique, un exemple typique de  système phy- 
sique gouverné par une inegalite variationnelle (Duvaut et Lions, 1972). De plus, la prise en 
compte des effets de frottement dans l'écriture du modèle théorique ajoute une difficulté ma- 
thématique due, principalement, au caractère dissipatif du phénomène (Campos et al., 1982; 
Oden et Pires, 1983a,b; Kikuchi et Oden, 1988). Dans ces dernières références, on considère, 
le cas particulier du problGrne de contact avec frottement d'un solide élastique linéaire contre 
une paroi rigide (Le. probkme de Signorini). Ce cas est d'ailleurs traité en détails et semble 
bien caractérise. Une extension au cas d'un matériau inélastique et tout particulièrement, dans 
un contexte de grandes déformations, constitue une opération complexe et demeure, encore 
aujourd'hui, non résolu mathématiquement (Ciarlet, 1988). Finalement, le fait de remplacer 
la paroi rigide par un second solide déformable implique une autre difficulté majeure, dont 
l'influence sur la validité du modèle mathématique (description fondamentale du probliime de 
contact ) , n'est pas encore entièrement élucidée. 

Malgré ces faits, on peut conclure sur l'adrnissibiiité des lois de frottement dans l'écriture 
des formes variatiomelles associées au problème de mécanique. En effet, il est bien connu 
(Duvaut et Lions, 1972; Duvaut, 1980) que l'utilisation d'une loi de frottement de Coulomb, 
appliquée au problème de Signorini mène à une definition erronée de la contrainte développée 
dans la direction normale à la surface de contact. À l'exception de quelques cas particuliers 
(Necas et al., l98O), la question fondamentale Liée B l'existence ainsi qu'à l'unicité de la solution 
du problème de contact avec frottement demeure, encore aujourd'hui, un défi mathématique 
de taille. Dans le but de lever ces indéterminations, certains auteurs ont proposé des variantes 
non locales de la loi de Coulomb tout en préservant sa structure de base (Oden et Pires, 
1983a,b). Cependant, il n'en demeure pas moins que les lois de type Coulomb, jouent un rôle 
déterminant dans la modélisation du phénomène de frottement en mécanique des solides. 

Formulation à l'interface 

Les premiers travaux ayant pour objectif la modélisation numérique des problèmes de 
contact excluent systématiquement les effets liés au fiottement ainsi que les diverses non- 
linéaritb materielles (Francavilla et Zienkiewicz, 1975; Hughes e t  al., 1976). Ces travaux ont 
permis de conclure quant & la possibilité de pouvoir considerer de tels aspects dans le trai- 
tement des probkmes de mécanique classique. Quant à la prise en compte des phhomènes 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 11 

liés au frottement, les premières modélisations numériques (Frednksson, 1975) furent aussi 
l i m i t k  aux cas des solides élastiques linéaires en petites déformations. C'est en raison des 
besoins grandissants du milieu industriel quant à la modélisation numérique des p rob lbes  
de contact avec frottement dans un contexte de grandes transfomations, que plusieurs mo- 
dèles furent proposés (Bathe et Chaudhary, 1985; Cheng et Kikuchi, 1985; J u  et Taylor, 1988; 
Rebelo, 1988; Bathe et Mijailovich, 1988; Benson et Hallquist, 1990; Wriggers et al., 1990; 
Rebelo et al., 1990; Alart et Curnier, 1991; Heegaard et Curnier, 1993; Zong, 1993) e t  cela, 
sur une période d'environ huit ans. Malgré le fait que ces travaux constituaient, à l'époque, la 
fine pointe de la technologie en matière de modélisation des problèmes de contact avec frotte- 
ment, ceux-ci furent développés dans un contexte spkifique de modélisation (Le. discrétisation 
particulière, évolution incrémentale admissible, contact sur frontière rigide). 

Ce manque de généralité, émane principalement de l'absence de lien entre chacune de  ces 
modélisations et le milieu continu. En effet, l'êcriture des équations gouvernant le problème de 
contact avec frottement sur le milieu continu permet de faire abstraction de l'aspect géomé- 
trique des surfaces candidates au contact, de maintenir le principe d'objectivité aux interfaces, 
de vérifier la validité et la robustesse des modèles développés ainsi que la possibilité de  for- 
muler divers estimateurs d'erreur, fonction des conditions aux interfaces. Dans cet te op tique, 
d'importants travaux furent réalises (Laursen et Simo, 1993; Laursen, 1994) dans lesquels 
on propose une formulation très générale du probléme de contact avec frottement dans un 
contexte de grandes déformations tridimensionnelles- Ces travaux prônent l'utilisation d'une 
base convective dans la définition de la cinématique au point de contact. En plus de permettre 
une écriture aisée des quantités objectives, cette formulation mène à une définition naturelle 
du problème de contact sur le milieu continu. En complément, Laursen et Simo (1993) pré- 
sentent les aspects justificatifs liés à l'utilisation d'une telle base dans l'écriture d'une loi de 
frottement de type Coulomb. Entre autres, on traite de Ia définition de la base convective, 
de sa signification physique ainsi que des composantes cinématique et cinétique associées, tels 
que les taux de glissement et de frottement. 

On notera cependant que dans Laursen et Simo (HE!), certaines simplifications, au niveau 
de la contribution au principe du travail virtuel (PTV) des efforts de contact et de frottement 
proviennent de l'hypothèse selon laquelle un transfert d'effort à Ilinterface devient possible 
seulement sous la condition physique exacte de contact (aucune pénétration permise). Cette 
hypothése implique donc une perte d'objectivité lorsque les particules candidates au contact 
ne respectent pas cette condition. En effet, l'expression du PTV se doit d'être valide non seule- 
ment sous les conditions exactes, mais aussi, dans les conditions où les particules candidates 
au contact sont soient séparées ou encore interpénétrées. Selon ces dernières considérations, 
Klarbring (1995) propose une formulation générale de la cinématique de contact permettant 
le respect de l'objectivité peu importe les conditions à l'interface. 

Régularisation des lois de contact et de frottement 

Un des aspects importants de la modélisation du problème de contact est la conversion de 
l'inégalit 6 variationnelle en une égalité variat ionnelle nécessaire à l'ét ablissement des formes 



diçcr6tes. Dam l'ensemble, on peut subdiviser ces méthodes en deux grandes classes, soit les 
méthodes de pénalisation et les méthodes utilisant des multiplicateurs de Lagrange. 

La méthode de pénalité est généralement obtenue par la régularisation des lois de contact 
et de frottement à l'aide d'un paramètre de pénalité a6n de rendre celles-ci différentiables. 
Cette régularisation implique donc une approximation des efforts à l'interface qui deviennent 
exacts dans le cas où le paramètre de pénalite tend vers l'infini. Dans cette optique, on admet 
donc une erreur de modélisation correspondant à une interpénbtration résiduelle dans la di- 
rection normale ainsi qu'un glissement réversible dans le cas d'une loi de frottement de type 
Coulomb. De nombreux exemples d'applications numériques de cet te mét hode sont présentés 
dans la littérature: Oden et Pires (1984); Cheng et Kikuchi (1985); Hallquist et al. (1985); 
Wriggers et al. (1985); Simons et Bergan (1986); Bohm (1987); Ju et Taylor (1988); Wkiggers 
et al. (1990). Les principaux avantages de la méthode sont sa grande simplicité d'implantation, 
le maintien du nombre d'équations initialement établi ainsi que la facilité d'interprétation de 
son utilisation. Un autre avantage non négligeable de la méthode est qu'elle permet d'obtenir 
une expression incrémentale de la loi de frottement, permettant l'utilisation de schémas d'in- 
tégration en temps similaires à ceux utilisés en plasticité (Giannakopoulos, 1989). Les travaux 
de Michalowski et Mroz (1978) montrent effectivement l'analogie physique et mat hématique 
entre le frottement et la plasticité. Cependant, il est bien connu que la stabilité de la méthode 
est grandement iduencée par le choix du paramètre de pénalité. En  effet, la  proportionna- 
lité, dans la direction normale, entre la pression de contact et la pénétration implique donc 
que le champ de pression sur le domaine discrétisé doit être du même ordre que le champ 
de déplacement. Ce constat implique donc, pour certains paramètres de pénalité, une viola- 
tion de la condition essentielle de stabilité locale de Babuska-Brezzi (Carey et Oden, 1983) 
impliquant, par le fait même, des phénomènes oscillatoires lors de l a  rbolution globde des 
équations d'équilibre. La méthode de pénalite est, aujourd'hui, largement utilisée dans les 
codes commerciaux et dans la Littérature pour l'analyse transitoire avec intégration explicite 
des équations d'équilibre. Dans ce contexte, l'apport des termes d'inertie a pour effet de sta- 
biliser la méthode et permettre ainsi une meilleure représentation des conditions de contact 
au niveau local par l'utilisation de paramètres de pénalitk plus sévères. 

Pour ce qui est de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, les conditions d'admis- 
sibilité sont directement satisfaites par introduction des multiplicateurs dans la formulation 
variationnelle. Dans cette approche, les efforts de contact et de frottement représentés par les 
multiplicateurs, ainsi que les composantes du champ de déplacement sont considérés comme 
ét ant des variables indépendantes. Les premières utilisations de cette technique à la résolution 
du probléme de contact furent présentée par Hughes et al. (1978) ainsi que par Sackman et al. 
(1982). Une extension de la méthode à l'analyse du probléme de contact entre plaques minces 
fut proposée par Stein et Wriggers (1982). On retrouve également une procédure permettant 
la résolution du problème de contact bi- et tridimensionnel proposée par Bathe et Chaudhary 
(1985) dans laquelle le potentiel total des efforts à l'interface fut inclus dans les expressions 
variat ionnelles et ce, afin de renforcer d'avantage le respect des conditions d'adrnissibilit é- 
Dans l'article proposé par Chen et Tsai (1986)' on traite le problème de contact avec frotte- 
ment dans un contexte élastodynarnique par l'utilisation de multiplicateurç de Lagrange- Plus 
récemment, Taylor et al. (1991) propose une toute nouvelle approche permettant la bonne 
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représentation des contraintes de contact et de frottement aux interfaces en dynamique non 
linéaire. Un des principaux désavantages de cette dernière méthode est l'augmentation de la 
dimension du système à résoudre due à l'ajout des multiplicateurs de Lagrange au nombre 
des inconnus. Finalement, il importe de noter que la matrice tangente résultant d'une telle 
méthode est généralement singuliére et nécessite, par le fait même, I'utilisation de certaines 
techniques particulières permettant ainsi la r6solution du système iinéarisé. 

Dans le but de contrer l'effet néfaste d'une pénalisation excessive sur le conditionnement 
du systeme à résoudre ainsi que les désavantages associés à la méthode des multiplicateurs 
de Lagrange, plusieurs auteurs proposent l'utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté 
constituant ainsi un compromis entre la méthode des multiplicateurs de Lagrange et la mé- 
thode de pénalité. En fait, la mkthode du lagrangien augmenté, fut initialement proposée par 
Hestenes (1969) et Powell (1969) dans un contexte de programmation mathématique associé 
à un probléme avec contraintes d'égalité. Une extension aux problémes avec contraintes d'in- 
égalité fut introduite par Rockefeller (1974). Plus recemment, la méthode fut utilisée pour 
la résolution par la methode des éléments finis, des problèmes en grandes déformations élas- 
tiques incompressibles (Simo et Taylor, 1991)' des problèmes de viscoplasticité (Glowinski et 
Le Tallec, 1984), des problémes de contact sans frottement (Wriggers et al., 1985) et avec 
frottement (Simo et Laursen, 1992). Le grand avantage de cette méthode est sans contredit la 
possibilité d'obtenir une excellente représentation des conditions de contact et de frottement 
et ce, à faible pénalité. Puisque l'évaluation des multiplicateurs est effectuée dans un contexte 
non linéaire, résolu par un schéma implicite de type Newt on-Raphson, l'augmentation peut 
donc être effectuee soit à l'intérieur même de la boucle sur les itérations d'équilibre global, ou 
encore, un fois l'équilibre atteint à multiplicateurs constants. La première option fut utilisée 
initialement par Fortin et Fortin (1985) pour la rksolution des équations de Navier-Stokes 
incompressibles et puis par Wriggers et al. (1985) pour la résolution du problème de contact 
sans frottement. Quant à; la deuxième option, elle fut employé par Simo et Laursen (1992) 
pour la résolution du problème de contact avec frottement en petites déformations. Bien que 
les deux options présentent des avantages, il importe de noter que la deuxième permet de 
préserver le taux de convergence associé à la méthode de rbolution utilisée. 

Détermination des points de contact 

Concernant la détermination des points de contact, la grande majorité des algorithmes 
existants sont, en fait, des variantes de la stratégie de recherche «global-local» initialement 
proposée par Hallquist et al. (1985) et modifiée par la suite par Benson et Hdquist  (1990) et 
Simo et Laursen (1992). Cet te méthode consiste, suite à l'établissement d'une discrétisation 
de type esclave-maître, à effectuer une première recherche, au niveau global, permettant la 
détection du nœud maître le plus près d'une particule esclave donnée. Par la suite, on procède 
à la recherche du segment attaché au nœud maître sélectionné permettant fa projection ortho- 
gonale de la particule esclave. Cette méthode, développée dans un contexte bidimensionnel, 
demande un effort de calcul considérable. Par la suite, de nombreuses modifications de cette 
méthode Eurent proposées, afin d'en améliorer l'efficacité informatique. On note, entre autres, 
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l'algorithme communement appelé upinbail algorit hm» proposé par Belytschko et Neai (1991) 
avec une attention toute particuli&re de l'aspect vectorisation permettant ainsi une accéléra- 
tion optimaie du code de recherche sur les «super ordinateurs*. 

On retrouve également certains algorithmes de recherche ne nécessitant pas a priori, une 
distinction entre les surfaces candidates au contact. Dans cette optique, les notions d'unit& 
de contact ainsi que de super-élément furent introduites par Schreppers et ai. (1992). Pour 
chaque nœud reposant sur une surface candidate au contact, une unité de contact est définie 
en considérant ce même nœud ainsi que tous ceux susceptibles d'entrer en contact avec le 
nœud de départ. Considérant qu'un nœud participe, en général, dans plus d'une unité, on en 
vient rapidement à la création d'un systeme global de très grande taille et ce, en raison de la 
présence des couplages potentiels entre les nœuds présents à l'interface de contact. 

Finalement, un nouvel algorithme de recherche global a été développé et implanté dans 
le programme DYNASD par Oldenburg et Nilsson (1994) et connu sous le nom de «position 
code». Cette méthode simplifie le problème de recherche tridimensionnel à une stratégie de re- 
cherche dans un vecteur unidimensionnel. Dans ce contexte, le coût informatique associé à une 
telle recherche est de l'ordre de N loga N où N est le nombre de nœuds dans Ie syst&me. Tou- 
jours selon les auteurs, il s'agit là d'un algorithme d'une grande simplicité dont l'implantation 
dans un code d'analyse par éléments fmis s'effectue de fqon tout à fait naturelie. 

1.4 Objectifs et contenu de la thèse 

A la lumière de la problématique et de l'état actuel des connaîssances, on se propose 
donc, dans le cadre de cette thèse, de développer un modéle numérique permettant de simuler 
adequatement le comportement défonnationnel d'un dispositif d'ancrage multitorons en consi- 
dérant simultanément l'ensemble des interactions possibles entre les diverses composantes du 
dispositif et ce, sous différents contextes d'utilisation- Dans le but d'atteindre ces objectifs, 
on se propose donc de prendre en compte les points suivants: 

Considérer une cinématique permettant une représentation objective des quantités ten- 
sorielles dans un contexte de grandes transformations; 
Considérer un comportement élastoplastique des composantes afin d'avoir une bonne 
reprbentation de l'état de contrainte ainsi que du niveau de plastification du dispositif; 
Développer un modèle général permettant la prise en compte d u  probleme de contact 
tridimensionnel avec frottement dans un contexte de grandes transformations pennet- 
tant ainsi un représentation réaLisi;e du transfert d'efforts aux diverses interfaces du 
dispositif d'ancrage; 
Développer un modèle permettant une représentation réaliste du  comportement à I'in- 
terface toron-mors d'ancrage; 

0 Proposer un contexte de résolution adapté au traitement des problèmes tridimensionnels 
de grande taille. 



CHAPITRE 1. iNTR0DUCTION 15 

Pour ce faire, et avec le souci de ne pas confondre les aspects mathématiques et  numériques, 
nous avons choisi de présenter le contenu de cette thèse en huit chapitres. 

Le Chapitre 2 présente les détails relatifs A la formulation tridimensionnelle des équations 
de la mécanique dans un contexte de grandes transformations. C'est notamment dans ce cha- 
pitre que se retrouve la description des diverses quantités tensorieiles relatives à la  description 
de la cinématique en grandes transformations ainsi qu'à l'équilibre du milieu déformable. On 
présente ensuite une description de la loi de comportement élastoplastique utilisée et h a -  
lement, la formulation variationneile associée au principe du travail virtuel exprimée sur la 
configuration déformée. 

Le Chapitre 3, quant à lui, expose le cœur même de l'ouvrage et est subdivisé en deux 
parties. La première partie présente la formulation mathématique du problème de contact 
tridimensionne1 avec frottement en grandes transformations. On y retrouve, entre autres, 
l'ensemble des détails relatifs à l'écriture d'une cinématique exprimée dans la base convective, 
permettant ainsi, une représentation objective de la loi de frottement considérée. Par la suite, 
on présente l'ensemble des conditions d'admissibilité, la régularisation des lois de contact et 
de frottement et finalement, la formulation variationnelle associée au terme de contour obtenu 
au Chapitre 2, permettant ainsi la prise en compte du problème de contact dans l'expression 
du travail virtuel. Quant à la deuxième partie, celle-ci présente une spkialisation du modéle 
de contact préalablement défini au cas de l'interface toron-mors d'ancrage. En particulier, on 
y montre la possibilitt? de simuler la rentrée des encoches d'une clavette dans le toron par 
l'entremise d'une loi hyperbolique. 

Pour ce qui est du Chapitre 4, celui-ci a comme principal objectif la présentation des 
formes discrètes des expressions variationnelles obtenues aux Chapitres 2 et 3. En particulier, 
on procède à la discrétisation en temps des lois de comportement élastoplastique et de frotte- 
ment par un schéma d'intégration de type Euler implicite. Quant à la discrétisation spatiale, 
ceile-ci est effectuée à l'aide de la mkthode des éléments finis en considérant une description 
isoparamét rique générique. C'est dans cet te section que l'on introduit la notion d'élément 
de contact. On conclut ce chapitre par la présentation, sous forme compacte, de l'expression 
nécessaire à la résolution non linéaire. 

C'est au Chapitre 5 que sont présentés les divers aspects associés à la stratégie de réso- 
lution du problème de contact tridimensionnel avec frottement dans un contexte de grandes 
transformations. Plus spécifiquement, on met l'accent sur la présentation de diverses tech- 
niques permet tant d7am61iorer le taux de convergence de la méthode de Newton-Raphson 
lorsqu'utilisée en présence de lois non différentiables, de diminuer la mémoire nécessaire à la 
création du système linéarisé ainsi que les temps de calcul associés à la rbolution de ce même 
système. C'est d'ailleurs dans cette partie que sont présentés les divers algorithmes associés à 
la prise en compte des zones candidates au contact. Finalement, on présente certains details 
concernant la mise en œuvre informatique ainsi que les divers logiciels utilisés dans le cadre 
de cette étude. 

Le Chapitre 6 met l'emphase sur la procédure de validation du modèle développé. Plusieurs 
exemples sont présentés afin de démontrer les performances ainsi que les possibilités du modèle 
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sous chacune de ces facettes. En parallèle à chacun de ces exemples, est menée une étude de 
sensibilité permettant de vérifier la stabiiité du modele sous différentes conditions- 

Quant au Chapitre 7, celui-ci est d a 6  intégralement à l'étude du comportement déforma- 
tionnel des dispositifs d'ancrage multitorons. Dans un premier temps, on présente une étude 
comparative des dispositifs d'ancrage LH19T15S du procédés LH de la société Spie-Batignolles 
(Spie-Batignolles, 1986)' A1 9Kl5S du procédé K de la société F'reyssinet (Freyssinet, 1988) 
ainsi que le CS 6-31 du procédé CS de la sociét6 VSL (VSL, 2000). En particulier, on s'at- 
tarde à l'evaluation de la flèche du bloc d'ancrage ainsi qu'à l'étendue de la plastification 
dans ce dernier. Finalement, afin de permettre une éventuelle vérification de l'influence de la 
prise en compte d'un systeme toron-mors d'ancrage dans les alvéoles coniques du dispositif 
LH19T15 comparativement l'utilisation de simples plots tronconiques, on présente le calage, 
par réseau neuromimétique, des paramètres associés la loi de comportement développée à 
l'interface toron-mors d'ancrage permettant ainsi, une représentation réaiiste de l'enfoncement 
des encoches d'une clavette dans un toron. 

Les conclusions et recommandations ainsi que les perspectives de recherche sont finalement 
prbentées au Chapitre 8. 

A ces chapitres s'ajoutent quatre annexes, venant ainsi compléter l'ensemble des notions 
présentées. En particulier, l'annexe A présente une méthode de décomposition polaire tridi- 
mensionnelle sans évaluation explicite des vecteurs propres. L'annexe B, quant à elle, présente 
les détails associes à l'évaluation des termes nécessaires à l'écriture de la formulation varia- 
tionnelle associée au problème de contact avec frottement. Dans l'annexe C, on présente la 
prise en compte d'une méthode de lagrangien augmenté dans la formulation du probléme de 
contact avec frottement défini au Chapitre 3. Pour ce qui est de l'annexe D, celle-ci présente 
la mise en 6quation du problème de projection d'une particule matérielle sur une surface 
quelconque discrét isée. 

1.5 Aspects originaux 

L'atteinte des objectifs associés à ce projet de recherche a menée à la réalisation de di- 
vers travaux que l'on peut qualifier d'originaux. Pour ce qui est de l'aspect modélisation du 
problème de contact avec frottement en grandes transformations, cette thése constitue un 
ouvrage complet, regroupant l'ensemble des détails associés à la aodélisation mathématique, 
à la discrétisation par éléments finis, à la résolution numérique ainsi qu'à la mise en œuvre 
informatique du probléme. Plus spécifiquement, on peut noter les points originaux suivant: 

Généralisation et développement des formes discrètes proposées par Laursen et Simo 
(1993) permettant ainsi les discrétisations d'ordres supérieurs aux interfaces de contact; 
Modélisation du comportement à l'interface toron-mors d'ancrage à l'aide d'une spécia- 
lisation du modèle précédent; 
Développement d'un algorithme de recherche des points de contact basé sur la notion 
maîtreesclave, pour des problèmes incluant plusieurs frontières candidates au contact; 



a Apport de quelques éléments de réponses quant à la résolution des systèmes de grandes 
tailles non symétriques (tels que ceux généréç dans cette thèse) à l'aide de méthodes 
itératives; 
Développement d'un module orienté objet, permettant la prise en compte du problème 
de contact avec frottement en grandes transformations. 

Pour ce qui est de l'étude du comportement déformationne1 des dispositifs d'ancrage mul- 
titorons, cette thèse présente bon nombre d'éléments de réponses originaux tels que: 

Présentation d'une étude comparative de trois dispositifs d'ancrage multitorons per- 
mettant de vérifier leur comportement en service et & l'ultime. La comparaison est 
essentiellement basée sur la déflexion du bloc d'ancrage, l'intensitk et la distribution des 
efforts dans le dispositif ainsi que sur le volume plastifié; 
Calage des divers paramètres associés à Ia loi de comportement à l'interface toron- 
mors d'ancrage par une méthode de réseau neuromimétique appliquée A un dispositif 
d'ancrage monotoron. 



Chapitre 2 

Formulation tridimensionnelle des 
équations de la mécanique en grandes 
transformations 

2.1 Généralités 

L'objectif premier de ce chapitre est de présenter, et ce, de façon succincte, l'ensemble des 
muations régissant le comportement mécanique des solides massifs. Dans cette optique, nous 
présentons les quatre grands aspects liés à la mécanique des milieux continus, soit la ciné- 
matique, la cinétique, la formulation variationnelie ainsi que la loi de comportement. Chacun 
de ces th&mes est développe sans limitation permettant ainsi la représentation rigoureuse des 
grandes transformations. Il existe actuellement de nombreux ouvrages traitant des divers as- 
pects de la mkanique des milieux continus. Ceux utilisés lors de l'élaboration de ce chapitre 
sont: Fafard (1998); Crisfield (1997, 1991); Batoz et Dhatt (1990); El Mouatasim (1989); 
Chung (1988); Charlier (1987); Malvern (1969). 

2.2 Description des grandes transformations 

Lorsqu1apparaissent1 dans un solide quelconque, de grands déplacements (translations et 
rotations) et possiblement de grandes déformations, il n'est plus possible, comme dans le cas 
des petites transformations l ,  de confondre les coxdigurations non déformée et déformée. Un tel 
contexte est généralement présent dans l'ensemble des problèmes traités par l'industrie méca- 
nique (emboutissage, étirage, mage, pliage, etc.), ainsi qu'en mécanique des sols (enfoncement 
de pieux). Cependant, il existe des situations dam lesquelles la justification de l'hypothèse des 

1. On entend par transformation, l'ensemble des changements géom4triques d'un corps solide rhultant de 
l'application d'une sollicitation quelconque sur ce m@me corps. 
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grandes déformations semble difficilement justifiable en raison de l'amplitude modérée de la 
transformation (ex. dispositifs d'ancrage). Dans cette optique, il importe de se reporter à des 
observations expérimentales afin de porter un jugement pertinent quant à la prise en compte 
des grandes transformations dans la formulation. 

Dès lors, il importe de porter une attention particulière quant au méca,nisme de repérage 
des particules ainsi qu'au choix des diverses quantités tensorielles telles les déformations et 
les contraintes. Plus précisément, il importe d'utiliser des quantités permettant la bonne re- 
présentation quantitative des divers phénoménes agissant sur le solide et ce, independamment 
de l'ordre de grandeur de la transformation. 

Au cours des années, plusieurs définitions quant à l'écriture des grandes transformations 
furent proposées et celles-ci peuvent être subdivisées en deux classes distinctes: soit celle défmie 
en fonction de  la configuration non-d6formée appelée formulation l agrang ie~e  ou matérielle et 
celle, fonction de la configuration déformée appelée formulation eulérieme ou encore spatiale. 

Dans cet te section, on met l'emphase sur le choix ainsi que l'aspect justificatif de  l'écriture 
des diverses quantites tensorielles utilisées dans le cadre de cette thèse. 

2.2.1 Cinématique d'un point matériel 

La description géométrique des grandes transformations d'un solide quelconque implique 
le suivi de l'évolution de la position de chacune des particules le constituant et ce, tout au 
long de son mouvement noté fonction du temps. 

2-2.1.1 Description géometrique du champ de dbplacement 

Soit une configuration de référence notée Co obtenue au temps to  dont on connaît la 
position de chacune des particules constituant le solide. Au temps t, le solide, sous sollicitation, 
adopte une seconde configuration, différente de la précedente, notee Ct. La description de la 
coordonnée actuelle (au temps t )  de chacune des particules en fonction de sa coordonnée de 
référence X est donnee par: 

CY 

où f donne la position globale x à l'instant t d'une particule qui occupait la position X - 
B l'instant t o  dans la configuratgn correspondante. Tel que mentionne précaernrnent, les 
grandes transformations impliquent des configurations Co et Ct a prion' très différentes. Dés 
lors, la distinction entre les coordonnées matérielle X CI et spatiale x -., de chaque particule devient 
nécessaire. 

Dans cette optique, définissons, tel que montré à la Figure 2.1, une particule occupant la 
position P dans Co et la position p dans Ct. La fonction f définie par la relation (2.1) peut 
s'écrire sous la forme: 
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XJ 
Figure 2.1 - Définition des configumtions Co et Ct 

où u ( X , t )  U ,., représente le champ de déplacement associé à la dite particule sur 1'interva.lle [O,  t]. 

Pour décrire la transformation géométrique infinitésimale au  voisinage de P, on introduit 
le tenseur gradient de déformation noté F obtenu par différentiation de l'équation (2.2) €!vduée 
à l'instant t tel que montré à la Figure 2.2. Sous formes indicielle et matricielle, ce tenseur 
s'écrit: 

où I représente le tenseur lentité et  V u,  - le tenseur gradient de déplacement obtenu par 
rapport aux coordonnées matérielles. 

Selon (2.3),  les relations biunivoques de transport de Co vers Ct s'écrivent: 

avec J ( X , t )  CI = det F ( X , t ) .  LI 

pour un vecteur 

pour une surface 

pour un volume 

On remarque, selon l'expression (2 .3) ,  que Ie tenseur F recèle des informations b la fois 
sur les déformations et sur la rotation du solide au voisinage de la particule. Les lois de 



xJ 
Figure 2.2 - Dzflérentiation de la fonction au voisinage du point P 

comportement définies en fonction de F doivent donc l'être de maniére B ce qu'une rotation 
de corps rigide n'engendre aucune modification de l'état de contrainte du solide en cause. De ce 
fait, il importe de c o n s t ~ r e  des mesures de déformation permettant la bonne représentation 
d'un état à déformations nulles et ce, dami le cas d'une simple rotation de corps rigide. 

2.2.1.2 Mesures de déformation 

D'un point de vue pratique, on peut intuitivement définir une mesure de déformation par 
comparaison de la longueur du vecteur d X du point P à celle du vecteur d x % de son homologue 
au point p après déformation. Pour ce faire, effectuons, dans un premier temps, la projection 
du vecteur d x 'C, (Figure 2.2) sur lui-même; le carré de la longueur actuelle est ainsi d&ni par: 

où C représente le tenseur des dilatations ou encore tenseur de Cauchy-Green droit. On 
remarque aisément qu'il s'agit d'un tenseur lagrangien puisque celui-ci opgre sur des quantités 
vectorielles définies sur Co. En contrepartie, I'expression de la longueur du vecteur X en 
fonction de quantites vectorielles dans Ct permet d'obtenir l'expression du tenseur eulgrien 
B-L tel que: 

où B = FF* représente le tenseur de Cauchy-Green gauche. 



CHAPITRE 2. FORMLTLATTON TRlDIMENSIONNELLE DES ÉQUATIONS.. . 22 

L'expressions (2.5) permet ainsi I'évduation de la variation de longueur dans un contexte 
lagrangien par la relation: 

représente le tenseur de Green-Lagrange. L'homologue eulérien du tenseur E est obtenu de 
façon similaire par la relation: 

représente le tenseur d'Almansi. 11 importe de noter que le coefficient 2 apparaissant dans 
les expressions (2.7) et (2.9) est lié à l'obtention d'une définition standard des composantes 
du tenseur de déformation. De plus, dans un contexte de petits déplacements, on se doit de 
retrouver les formes usuelles associ6es aux hypothèses simplificatrices des termes de deuxième 
ordre. 

Une autre façon d'éliminer les rotations de corps rigide de la mesure de déformation est 
d'effectuer une décomposition polaire du tenseur F en une rotation de corps rigide orthogonale 
R et un tenseur de déformation pure symétrique et défini positif tel que montré à la Figure 
2.3. 

La décomposition polaire est très largement utilisée dans la modélisation des probkmes 
en grandes transformations car dans un tel contexte, les parties symétrique et anti-symétrique 
du tenseur gradient de déplacement ne permettent plus la décomposition additive de V u  en 
une rotation et une déformation pure due aux dimensions Gnies du gradient de déplacem&t. 
Dans cette optique, on peut démontrer (Crisfield, 1991) que si la rotation R permet la rotation 
des axes principaux du tenseur C dans Co vers le repére principal Lié à B-' dans Ct, il existe 
deux tenseurs notés U et V permettant de satisfaire la relation: 

où U et V représentent respectivement les tenseurs de déformation pure droit et gauche. 
Selon la relation (2.11), on s'aperçoit aisément que les tenseurs E et A représentent de bonnes 
mesures de déformation car ceux-ci sont strictement définis en fonction des tenseurs U et V. 

La méthode associee au calcul du tenseur U et éventuellement V demande l'évaluation des 
valeurs et vecteurs propres de C car celui-ci possède les mêmes directions principales que le 
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Figure 2.3 - Décomposition polaire du tenseur F 

tenseur U. Il peut donc s'avérer très coûteux et risqué * d'effectuer un tel calcul. Dans le cadre 
de cette thése, on utilise une méthode de calcul du tenseur U sans évaluation des directions 
principales de C. Celle-ci est présentée en détail à l'Annexe A. 

2.2.1.3 Expression du taux de variation de la déformation 

Jusqu'à présent, la définition des divers tenseurs de déformation fut présentée en termes 
des composantes du champ de déplacement u entre les configurations Co et Ct. Tel que montré 
sur la Figure 2.1, ce vecteur est constitu6 g u n e  droite joignant les points P et p et ce, peu 
importe l'expression exacte du champ u SU l'intervalle [O,t]. Il s'agit là d'une hypothèse tout 
à fait justifiée dans le cadre d'analyses Linéaires ou encore, lorsque l'intervalle de temps est 
suffisamment petit permet tant ainsi de respecter cet te linéarité de comportement. 

Dans un contexte de grandes transformations dans lequel le solide subit de grandes rota- 
tions et de grandes déformations, couplées à l'utilisation de lois de comportement de nature 
incrémentde, il importe de définir des quantités de type <<taux de variation» permettant leur 
intégration dans le temps. 

2. Le risque émane principaiement du calcul des vecteurs propres dans le contexte où les composantes du 
tenseur C sont très faibles. 
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Pour ce faire, considérons la vanation par rapport au temps de l'expression (2.9) ayant 
menée au tenseur A tel que: 

d d 
-(ds2 - d s 2 )  = - ( d s 2 )  = d x -  d x +  d x -  d i  
d t  d t  - - N CI 

où d 5 est obtenue par l 'éduation du taux de variation de l'équation (2.4a) tel que: 
-4 

oiî L représente le tenseur gradient de vitesse de déformation. En injectant la relation (2.13) 
dans (2.12)' on obtient l'expression: 

où D constitue le tenseur taux de déformation sur l'intervalle [O,t] et est d é h i  par: 

Comme on peut le voir, le tenseur D, de nature eulérieme, représente la partie symétrique 
du tenseur L. En contre partie, il est possible de definir un tenseur correspondant à la partie 
anti-symétrique de L tel que: 

où W constitue le tenseur taux de rotation. En utilisant les relations (2.11) et (2.13), l'ex- 
pression (2.15) devient : 

permettant de constater sa bonne représentation du taux de d6formation face à une rotation 
de corps rigide. Pour ce qui est de W, (2.16) devient: 

montrant ainsi sa  décomposition en une vitesse de rotation de  corps rigide BT et d'une partie 
due au cisaillement. Comme on le verra plus loin, W, tout comme la rotation de corps rigide 
R obtenue de (2.11) sont largement utilisés dans l'intégration des lois de comportement en 
grandes transformations pour la définition des repéra corotationnek nécessaires ii l'intégration 
des lois de comportement. 

3. On peut voir dans Malvern (1969) que D s'apparente à la déformation naturelle (ou logarithmique) car 
il définit sa vitesse d'élongation par unité de longueur dans Ct- 
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Intuitivement, il peut paraître intéressant de construire un tenseur taux de déformation 
en évaluant directement la variation des tenseurs E et A. L'utilisation du tenseur E permet 
effectivement d'obtenir le pendant Iagrangien du tenseur D lié par la relation: 

E = F ~ D F .  (2.19) 

Cependant, la nature lagrangienne de & rend moins intéressante son utilisation dans un 
contexte incluant de grandes transformations. Pour ce qui est du tenseur A, le calcul de son 
taux de variation mène à l'expression: 

A = D -  ( A L + L ~ A )  (2.20) 

fournissant, tout comme D, une mesure eulerienne du taux de déformation. Cependant, celui- 
ci ne constitue pas une bonne mesure car il ne s'annule pas dans le cas d'une rotation de corps 
rigide préc6dée d'une pré-déformation. 

Compte-tenu de son caractère eulérien (qui se prête bien à une modélisation des problèmes 
en grandes transformations), il paraît justifie d'arrêter notre choix sur le tenseur taux de 
déformation D. Dans cette optique, la déformation totale, notee E ,  est obtenue en intégrant 
sur l'intervalle [O, t] tel que: 

2.2.2 Cinétique au voisinage d'un point materiel 

Tout comme les déformations, les contraintes présentent dans un solide peuvent être ex- 
primées en fonctioc de diverses configurations. Il importe donc, compte tenu du contexte 
d'utilisation, d'effectuer un choix judicieux permettant leur bonne représentation. 

2.2.2.1 Description du tenseur des contraintes 

Considérons, tel que montré B la Figure 2.4, un vecteur force A f agissant sur un élément 
de surface A s  de normale n au point p dans Ct. Le vecteur contrainte agissant en ce même 
point est défini par le postulat de Cauchy tel que: 

A l  ~ ( p , ? )  = ~ ( n )  = lim -. 
Asdo As 

(2.22) 

11 existe donc une infinité de vecteurs contraintes agissant au point p. De ce fait, 6valuons 
les vecteurs contraintes s'exerçant sur les facettes de normale P., i, i et k, CY du repère cartésien 
usuel (Figure 2.4). Leurs composantes sont définies par: 



Figure 2.4 - Facette de normale n dans Ct 
N 

ou encore, sous forme tensorieIle telle que: 

oh o est le tenseur des contraintes de Cauchy4. Selon (2.23) et (2.24), il est maintenant possible 
de déhi r  tout vecteur contraintes s'appliquant sur une facette quelconque de normale n ppar 

h 

la relation: 

a(n) = an. - % - 

Écrire l'égalité des relations (2.22) et (2.25) permet d'obtenir la force agissant sur la facette 
telle que: 

Par un transport, à l'aide des relations (2.4) de l'élément de surface orienté n d s  sur la 
configuration Co, on définit le tenseur de Piola-Kirchhoff de premiére espèce tel que: 

4. Notons que ce tenseur est aussi appelé tenseur des contraintes vraies car on réfère à la surface actuelle. 
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représentant la force agissant sur d s par unité de surface exprimée dans Co. Findement, 
en transportant le vecteur d f dam Co, on obtient le tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde 
espèce d e h i  par: 

Les équations (2.26), (2.27) et (2.28) permettent de définir la relation entre les divers 
tenseurs présentés par: 

On constate aisément que dans un contexte de petites déformations 
l'ensemble des tenseurs définis en (2.29) permettent une bonne mesure de la contrainte agissant 
sur le solide car ceux-ci sont tous équivalents à une rotation près. Cependant, dans un contexte 
de grandes transformations, l'amplitude du gradient de déplacement nécessite l'utilisation de 
tenseurs eulériens permettant, la véritable définition de l'état de contraintes en tout point par 
l'entremise de la loi de comportement. 

2.2.2.2 Équilibre du milieu déformable 

Considérons, dans la configuration Ct,  un solide dans @, de domaine intérieur w et de 
surface extérieure y tel que montré à la Figure 2.5. Le solide, contraint à un champ de 
déplacement cinématiquement admissible, est soumis à diverses sollicitations extérieures teiles 
les forces volumiques f,, appliquées sur w ,  surfaciques f,,, appliquées sur nl, ainsi que les 
déplacements imposés 2 appliqués sur y,. Sous l'action de-ces efforts, apparaissent des efforts 
à l'interne du solide p&kettant à celui-ci de s'équilibrer. 

A partir du principe de la conservation de la quantité de mouvement appliqué à un 616- 
ment de volume d u  au voisinage du point p (Figure 2.1) et en faisant abstraction des forces 
d'accélération, on obtient, en coordonnées cartésiennes: 

( d i v ~ f ~ ) ~  +& = 0 ... dans W 

on = /O sur "Ya 

u = ü  
'C) IV 

sur .yu J 
où div représente l'opérateur de divergence. L'équilibre des moments autour des axes passant 
par le point p, en l'absence de couples répartis dans w conduit à la symétrie du tenseur de 
Cauchy tel que a,y = cru=, aYL = crLg, Q~ = uZ2. 
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Figure 2.5 - 

0 

Représentation schématique d'un solide à I'équilzbre 

2.3 Écriture de la loi de comportement 

Tel que décrit dans la section précédente, l'équilibre d'un solide soumis à des sollicitations 
extérieures, implique la détermination des efforts se développant à l'interne. Ces efforts, ob- 
tenus de l'intégration du tenseur des contraintes sur l'intervalle [O, t ] ,  dépendent des lois de 
comportement traduisant le comportement physique du solide. 

Pour être valides, ces lois doivent satisfaire diverses exigences découlant principalement 
de considkrations physiques et thermodynamiques. Entre autres, la loi de comportement doit 
relier des quantités tensorielles et satisfaire le principe de l'indifférence matérielle. 

Dans cette section, nous nous limitons à la présentation des lois de comportement associées 
aux milieux isothermes et pour lesquelles la cinématique est entièrement définie par le tenseur 
gradient de déformation F telle que (Malvern (1969)): 

où Ç représente la fonctionnelle de réponse du matériau. L'expression gknérale (2.31) couvre 
l'ensemble des matériaux usuels incluant les lois dépendantes de l'histoire du chargement. 

2.3.1 Objectivité des quantités tensorielles 

Considérons deux repères R et R' rattaches respectivement aux reférentiels R et R' et 
Q(t) ,  la rotation permettant le passage de R à R'. Les relations associées au changement de 
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position 

vecteur 

tenseur du 2e ordre 

tenseur bi-points 

Par les relations (2.32~) et (2.326)' il est aisé d'exprimer, d m  un rgkrentiel tournant, les 
diverses quantités tensorielles définies dans les sections précédentes. Les tenseurs respectant 
les relations (2.32) soct, par définition des tenseurs objectifs et peuvent donc être utilisdk di- 
rectement dans l'écriture d'une loi de comportement. Pour les tenseurs non objectifs, l'apport 
de termes correctifs, tenant compte de la rotation du solide devient nécessaire afin d'éviter 
qu'une rotation de corps rigide n'entraine une modification de l'etat de contraintes. 

Par définition, les tenseurs lagrangiens sont objectifs car ceux-ci sont exprimés sur la 
configuration de référence. Cependant, aucun de ces tenseurs n'entre dans l'écriture de la 
formulation proposée, qui est constituée exclusivement de tenseurs edériens nécessitant, par 
Ie fait même, quelques vérifications quant a leur objectivité. 

Tenseur taux de déformation D : 
Considérons le tenseur D exprimé dans R' à l'aide de (2.15) tel que: 

En remplaçant L' par F'P-', 8" par (2.32d) et considérant l'orthogonalité de Q tel 
que: 

Q Q ~  = I - Q Q ~  +gOT = O ,  

on obtient: 

démontrant ainsi l'objectivité du tenseur D. 
Tenseur des contraintes de Cauchy a : 

A l'aide de (2.29), le tenseur de Cauchy s'écrit dans 72': 

La nature lagrangienne de S implique: Sr = S. En remplaçant F' par (2.32d)' on 
obtient: 

demontrant ainsi l'objectivité du tenseur a. 

5. Ces relations sont simples A obtenir et sont pr-ntées en détail dans El Mouatassim (1989) 
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Tenseur taux de contraintes de Cauchy 8 : 
En effectuant la variation de (2.33) par rapport au temps, on obtient: 

~ = QUQT = Q C T Q ~  + Q&Q= + Q C T Q ~  = Q(* + Q ~ Q O  + O Q ~ Q ) Q ~  

On voit donc que ~ est diffkrent de Q&QT et par le fait meme, non objectif. 

Cette derni6re constatation implique donc l'application d'une stratégie permettant l'ob- 
tention d'un tenseur taux de contrainte objectif. Dans ce contexte, ces dérivh rotationnelies 
permettent la bonne représentation du taux de contraintes et s'expriment selon un repère or- 
thonormé tournant par rapport au repere d70bsemtion (avec la rnatiére) animé d'une vitesse 
de rotation R tel que: 

2.3.2 Principe de l'indifférence matérielle 

Selon le principe de l'indifférence matérielle, la fonctionnelle obtenue de la relation (2.31) 
doit être invariante et cela, pour tout changement de référentiel utilisé pour observer le mou- 
vement du solide. Dans cette optique, une simple rotation de (2.31) doit permettre d'écrire: 

En considérant Q = R ~ ,  R etant la rotation propre provenant de (2.11), la relation (2.35) 
devient : 

Le principe de l'indifférence matérielle exige donc que la définition d'une loi de compor- 
tement utilisant la contrainte de Cauchy s'écrive sous forme d'une fonctionnelle arbitrake 
fonction du tenseur U et d'une rotation propre comme le montre l'expression (2.36). Cette 
derniere constatation montre bien qu'une rotation de corps rigide «entraîne% avec elle les 
contraintes de Cauchy et que selon la relation (2.17), le tenseur a est bel et bien conjugué au 
tenseur taux de déformation D. 

2.3.3 Loi de comportement élastoplastique 

La grande majorité des matériaux considérb dans les problémes que nous nous propo- 
sons de traiter dans cet te t h&e, possèdent un comportement élastoplastique avec écrouissage 
isotrope. On dit qu'un matériau entre en phase plastique lorsqu'apparaissent des déforma- 
tions permanentes après avoir retiré toute sollicitation externe de la pièce. Ces déformations 
irréversibles sont en fait, des déformations plastiques. 

6. Bien qu'il existe une grande variété de dérivées objectives, nous nous en tenons aux dérivées de type 
rotationnel. 
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u 
Figure 2.6 - Définition de la configumtion relâchée 

2.3.3.1 Contexte d'utilisation de la loi 

Lors de la description d'une loi de comportement élastoplastique, la difEculté majeure ré- 
side dans la description conforme de la cinématique des grandes déformations elastoplastiques. 
En effet, la décomposition additive du tenseur taux de déformation D en une partie élastique 
De et plastique Dp n'est rigoureusement plus valable en grandes deformations. Cependant, 
l'utilisation d'une configuration localement relâchée, telle que montrée B la Figure 2.6, per- 
met, en partie, de lever cette restriction car celle-ci ne permet pas de découpler le taux de 
déformation piastique de la rotation élastique Re. 

On peut démontrer cette dernike constatation en décomposant le taux de dkformation F 
en une partie élastique Fe et plastique Fp (2.6)' permettant ainsi d'exprimer (2.13) tel que: 

Selon (2.37), le tenseur D s'écrit: 

On constate donc que, même dans un contexte de petites déformations élastiques7 (Fe z. 
a), la configuration relâchée ne permet toujours pas 19additivit8 des tenseurs taux de défor- 
mation. Dans cette optique, Sidoroff (1985) propose d'imposer une condition d'invariance par 

7. Il s'agit là d'une hypothése tout B fait acceptable compte tenu des matériaux utilisés dans le cadre de 
cette thèse. 
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changement de référentiel à la configuration relâchée. Cet te condit ion implique nécessairement 
l'invariance de la loi de comportement dans tout changement de la configuration rel$ch&. Dès 
lors, le gradient de déformation élastique devient égal au tenseur identité permettant ainsi 
d'écrire (2.38) sous la forme: 

2.3.3.2 Descript ion vectorielle de la loi 

L'expression usuelle d'une loi de comportement du type (2.35) est obtenue par une relation 
du 4eordre entre le tenseur taux de contrainte objectif et le tenseur taux de déformation 
élastique (expression incrémentale de la loi de Hooke g4néralïsée) tel que: 

où C est le tenseur constitutif d'élasticité d'ordre 4. Quoique très compacte, cette forme se 
prête mal à l'écriture des formes matricielles nécessaires à la résolution numérique. De ce fait, 
exprimons les tenseurs o et I) sous la forme vectorielle: 

permettant ainsi le réécriture de (2.40) sous Ia forme: 

où C est le tenseur constitutif d'élasticité d'ordre 2 usuel en mdcanique des solides *. 
Selon les dernières définitions, et exprimant le taux de déformation plastique en accord 

avec la loi d'écoulement de Prandtl-Reuss sur u n  matériau à potentiel associé selon laquelle: 

l'expression (2.42) permet d'écrire: 

8. Les d4finitions standards de C sont présentées en détail dans Batoz et Dhatt (1990). 
9. Un matériau est à potentiel associé lorsque son potentiel plastique correspond au critère d'écoulement f. 
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où X représente le multiplicateur plastique, f ,  la fonction scalaire définissant le critère d'écou- 
lement plastique fonction de l'état de contrainte et O,, la limite d'écoulement qui elle, est fonc- 
tion d'un param&tre quelconque k, représentant l'évolution de 17écrouissage. Dans un contexte 
sans écrouissage, u,(k) = cste. Finalement, la condition (2.44c), dite de persistance, est une 
conséquence de (2.44b) permettant de vérifier que l'état de contrainte demeure bel et bien sur 
la surface d'écoulement lorsqu7il y a plastifkation. 

Comme on peut le constater, aucune précaution, quant au respect de l'indifférence maté- 
rielle, n'a &té prise dans l'écriture des équations differentielles (2.44). En effet, l'écriture de la 
loi dans le repère tournant permet, entre autres, de faire abstraction de l'intensité ainsi que 
de la nature des transformations. 

2.3.3.3 Spécialisation au critére de von Mises 

La loi (2.44) permet la bonne représentation de tout matériau isotrope à potentiel asso- 
cié. Dans le contexte actuel d'utilisation d'une telle loi, considérons les matériaux de type 
«métaux» tels l'acier, l'aluminium, etc. Il a été démontré expérimentalement que les défor- 
mations plastiques liées aux métaux se produisent à volume constant. Cette incompressibilité 
plastique se traduit par l'utilisation de critéres d'koulement fonction du tenseur déviateur 
des contraintes. En  particulier, considérons le critère de von Mises 'O défini par: 

où Irod représente le second invariant du tenseur déviateur des contraintes de Cauchy od tel 
N 

que: 

et E~~~ la déformation plastique équivalente totale sur l'intervalle fO,t] telie que: 

où Èps représente le taux de déformation plastique équivalente et est obtenu, au sens de von 
Mises, par la relation: 

En se reportant sur les conditions d'un essai uniaxial et selon l'expression (2.43), on obtient 
&, = DDz = permettant ainsi de reecrire la condition de persistance (2.44~) selon laquelle: 

10. En résumC, le critere de von Mises stipule que la plastification d'un matériau survient lorsque l'énergie de 
distorsion devient égale B l'énergie de distorsion maximale obtenue d'un essai de traction sur une éprouvette 
constituée de ce matériau. 



Figure 2.7 - Courbe con tminte-déformation 

où H représente la pente d'écrouissage sur la courbe uniaxiale a - E~ tel que montré à la 
Figure 2.7. En éliminant R de (2.Ma) à l'aide de (2.49)' on obtient la version h a l e  de la 
forme incrémentde de la loi de comportement telle que: 

2.4 Principe des travaux virtuels (PTV) 

L'ensemble des mesures tensorielles définies dans les sections précédentes permettent l'éta- 
blissement de diverses formulations du principe variationnel associé aux problèmes de la mé- 
canique des solides. Cependant, certaines restrictions liéeç au contexte des grandes trans- 
formations ainsi qu'à la nature eulérienne des lois de comportement non linéaires que nous 
projetons d'utiliser, favorisent l'adoption d'une écriture impliquant le tenseur des contraintes 
de Cauchy. 
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avec 

et où fs et f, représente respectivement les efforts de surface l2 et de contact. 
h h 

Finalement, les formes vectorielles des tenseurs a et D définis par (2.41), permettent de 
réécrire (2.54) selon un formalisme bien adapté à la résolution numérique tel que: 

2.4.2 Taux de variation de la forme intégrale 

La forme générale des équations de la mécanique en grandes transformations se caractérise 
par deux types de non-linéarités. Les non-linéarités de type géométrique sont dues à la forte 
dépendance au champ de déplacement, de la forme variationnelle (2.53). Par exemple, on peut 
citer les problèmes de contact où les projections sont, à priori, inconnues. Finalement, il y a 
les non-linéa~tés de type matériel présentent lorsque la réponse du ou des matériaux en cause 
depend de l'histoire des déformations. Ces non-linéarités impliquent donc une linéarisation 
de la forme integrale (2.53) permettant ainsi la résolution cornpl6te du problème. D'un point 
de vue rigoureux, on se doit d7&ablir le taux de variation de la forme integrale W, note w 
et l'intégrer sur l 'intervde [t,t + At ]  afin d'établir l'equilibre au temps t + At.  Dans cette 
optique, effectuons un développement en serie de Taylor du premier ordre au voisinage de t 
tel que: 

représente la linéarisation de W sur l'intervalle [t,t + At ] .  

Dans ce qui suit, on s'attarde à l'écriture de w qui, appliqué à (2.53), peut être r é k i t  
sous la forme: 

Dans un premier temps, il importe de mentionner qu'en l'absence de sollicitations non 
conservatives, le terme Wat n'apporte aucune contribution à la forme héarisée et ce, en 

12. Dans ce qui suit, le terme effort de surface exclut la contribution provenant du contact. 
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raison de son invariance sur l'intervalle [t,t + A t ] .  Cependant, la présence d'efforts de contact 
dans (2.55), par l'entremise de (2.58b), implique une telle contribution due à l'évolution des 
conditions de contact à l'interface. La prise en compte de ce terme sera traitée de façon 
particulière au Chapitre 4. 

L'évaluation de W~ nécessite le transport, à l'aide de (2.4)' de (2.54) vers Co afin de faire 
apparaître toutes les composante. fonction du temps. L'expression (2.54) devient: 

La variation de (2.63) s'&rit donc: 

En appliquant les manipulations appropriées (voir Fafard (1998))' on obtient l'expression 
(2.64) exprimée sur Ct tel que: 

Considérant la forme vectorielle L du tenseur gradient de vitesse de déformation L, d é f i e  
Cy 

par: 

ainsi que celles des tenseurs a et D telles que définies par (2.41)' I'expression (2.65) devient: 

avec 

a =  
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Findement, en remplqant & par l'expression de la loi de comportement (2.50) dans (2.67)' 
on obtient l'expression h a l e  du taux de travail virtuel interne tel que: 

Comme on peut le constater, les non-linéarith présentent dans (2.69a) sont strictement 
Liées à l'intégration de la loi de comportement sur l'intervalle [t,t + A t]. La forte dépendance 
de cette loi aux quantités cinématiques rend son évaluation très délicate. Pour ce qui est 
de l'expression (2.69b)' celle-ci reflète les non-linearités dues & l'influence des contraintes 
initides ainsi qu'à la variation de volume du solide exprimée par le tenseur L. Une fois l'état 
de contraintes connu, on peut évaluer ce terme sans difficulté particulière. On note que la 
non-symetrie présente dans W ,  émane exclusivement de ce terme. 



Chapitre 3 

Formulation du problème de contact 
tridimensionnelle avec frottement en 
grandes transformations 

3.1 Généralités 

La modélisation du problème de mécanique des solides en grandes transformations im- 
plique la distinction entre les diverses codgurations que peuvent prendre chacune des par- 
ticules en fonction du temps. Dans le contexte où deux de ces particules entre en contact, il 
devient nécessaire de prendre en compte les grands déplacements relatifs que celles-ci peuvent 
subir l'une par rapport à l'autre. Finalement, la présence de grandes transformations, implique 
l'utilisation, dans l'écriture des lois de contact et de frottement, de quantités tensorielles ob- 
jectives afin d'éviter, pour un simple mouvement de corps rigide, des modifications dans les 
conditions de contact à l'interface. 

Dans cette optique, ce chapitre présente les divers aspects Liés à la modélisation tridimen- 
sionnelle du problème de contact avec frottement dans un contexte de grandes transformations. 
Plus spécifiquement, on s'attarde ii l'écriture d'une formulation permettant la bonne repré- 
sentation du comportement physique et mécanique à l'interface de deux particules candidates 
au contact et pouvant subir, l'une par rapport à l'autre, de grands déplacements relatifs. Il 
importe de noter que les développements présentés furent grandement inspirés des travaux 
de Laursen et Simo (1993); Klarbring (1995); Simo et Laursen (1992) e t  Laursen (1994). 
Ceux-ci proposent, entre autres, une écriture de la formulation du problème de contact avec 
frottement sur le milieu continu. Ce choix permet l'obtention d'une formulation indépen- 
dante de l'aspect discrétisation spatiale et ainsi, d'obtenir une perspective d'implémentation 
informatique beaucoup plus générale. De plus, le respect de l'objectivité est maintenu par 
une écriture de la cinématique like au frottement dans une base convective (transportée avec 
la transformation). En plus d'être directement applicable à la discrétisation, cette dernière 
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stratégie permet d'éviter la construction de taux de frottement compliqués. Finalement, on 
présente, une spécialisation de la formulation proposée, dans le cas d'un comportement en 
petits déplacements relatifs avec lois de contact et de frottement particuli&res, adaptée à la 
modélisation des interfaces toron-mors d'ancrage. 

3.2 Notation utilisée 

Considérons, dans la configuration Co, deux solides ' deformables dans 923, de domaine il1 
et Q2 et bornes par les surfaces extérieures r' et î2  telles que montrées à la Figure 3.1. On 
admet que les deux solides sont dans un état tel qu'aucun effort dû B la présence de contact ne 
prévaut sur I" et r2. Contraint à des champs de déplacements cinématiquement admissibles 
du type (2.1) et définis par: 

les deux solides se retrouvent éventuellement dans une configuration Ct avec t € Z = [O,T], 
telle qu'une portion de leur frontière respective entre en contact, générant par le fait même 
un champ de contraintes à l'interface des deux frontières concernées. Dans Co, l'ensemble 
des dites particules candidates au contact, forment respectivement les fiontiéres ri E ri et 
l?: E r2. Dans Ct, la position de chacune des frontiéres est donnée par: 

où (-1' refère au solide i. Dans ce qui suit, on limite notre attention à l'ensemble des particules 
matérielles Pl E ri et P2 E l?: definies respectivement par les vecteurs position X' et x2. - ry 

Danc Ct, la position de ces mêmes particules, notées pl E 2 et E 2, est donnée par les 
vecteurs: 

Plus spécifiquement, la formulation proposée implique un statut non symétrique des fron- 
tières rf. En effet, un des deux solides étant considéré comme l'obstacle, contraint, de façon 
unilatérale, le comportement déformationnel de l'autre solide par l'intermédiaire de sa sur- 
face candidate au contact. Un tel contexte mène directement à l'utilisation d'une gestion 
des interfaces de type maître-esclave dans laquelle la frontière définissant l'obstacle fait office 
de frontiere maître. Dans ce qui suit, désignons T: et l?: comme étant respectivement les 
frontières maltre et esclave. Le point de départ de la formulation implique donc un suivi du 
mouvement relatif de l'ensemble des particules esclaves Pl par rapport à la surface maître l'S. 

Cette particularité, dans la définition de ï 2 ,  implique la connaissance d'informations s u p  
plémentaires quant 8 sa définition géométrique ainsi qu18 son évolution dans le temps. Pour ce 

1. Bien que l'on ne s'attarde qu'au cas de deux solides distincts, les d6veloppements qui suivent permettent 
la prise en compte du contact multi-corps ainsi que de I'auto-contact. 
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Figure 3.1 - Notation utilisée pour le problème de contact avec frottement 
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faire, on introduit la notion de surface paramétrée telle que montrée à la Figure 3.2 et définie 
par: 

où A constitue un sous-ensemble de !R2. Toute particule exprimée dans A est définie par le 
vecteur position f = ((L,c2). Un transport convectif de la paramétrisation dans Cr permet 
d'exprimer la frontière 7: = p2(î:,t) par la fonction composite: 

En particulier, tous les vecteurs position x2 et x2 peuvent s'exprimer selon cette paramari- 
C1 C1 

sation sous la forme: 

Finalement, on admet que cette paramétrisation est suffisamment régulière permettant l'ob- 
tention de toutes les dérivées nécessaires a l'kriture de la formuiation. Au Chapitre 5, on 
discute de cet te hypot hèse, des conditions d'admissibilité ainsi que des conséquences relatives 
à sa violation. 

3.3 Cinématique d'une particule candidate au contact 

La description de la cinématique à l'interface de deux solides candidats au contact com- 
prend deux éléments distincts, nécessaires à l'obtention d'une écriture consistante des condi- 
tions d'admissibilité. 

Le premier élément fait appel à la notion d'impénétrabilité de la matière. D'un point de 
vue mathématique, l'impénétrabilité implique l'écriture d'une quantité permettant la bonne 
représentation de ta distance entre deux particules candidates au contact. Une certaine ana- 
logie peut être établie avec la mécanique classique des solides compressibles dans laquelle la 
fonction écart fait office de déformation équivalente. 

Le deuxième élément implique directement la loi de frottement. Une description des ph& 
nomènes liés à cet aspect implique une évaluation des vitesses tangentielles relatives entre les 
diverses particules déhissant l'interface de contact. A priori, une telle description peut pa- 
raître seulement nécessaire dans le contexte où les particules sont mécaniquement en contact. 
Cependant, certains modèles rendent nécessaire l'évaluation de ces vitesses tangentielles dans 
le contexte où les particules sont soit en contact imminent, soit en état de violation des condi- 
tions dlimpénétrabilit& En comparaison avec la fonction écart, Ia vitesse tangentielle relative 
peut être vue comme un taux de déformation. 

2. Le terme mécaniquement en contact reléve des conditions physiques et implique des conditions de contact 
et de frottement exactes. 
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Figure 3.2 - Pammétr-isation des surfaces ï: et 
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cti Figure 3.3 - Représentation schématique de la jon 

3.3.1 Définition de la fonction écart 

La definition de la fonction écart, notee g(X1 .., ,t), est obtenue en fonction des champs (.,t) 
et f2(-,t) pour tout Pl E tel que: 

Il est clair que la definition de g ( ~ L , t )  - constitue un problème de minimisation et représente, 
par (3.7b), la plus petite distance entre la position de la particule pl définie par f l ( ~ l , t )  -4 

et la surface maître 2, telle que montrée à la Figure 3.3. A ce stade-ci, on admet que pl 
est suffisamment près de pour permettre l'obtention d'une solution unique, notée I2 - = 
v2(~o($),t). On remarque aisement que I2 -d est une fonction du vecteur position $(X1,t), 
ainsi que de la représentation géométrique de la frontiere maitre v2(I'S). 
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Figure 3.4 - Représentation des vecteurs de base E, ZY et  - e, 

3.3.2 Définition de la base convective 

Comme on peut le constater, les deux éléments présents dans l'kriture de la cinématique 
à l'interface impliquent la distinction entre les composantes normales et tangentielles au point 
de contact. Pour ce faire, définissons une base convective permettant une telle distinction. 

L'expression, dans un contexte tridimensionnel, des vecteurs de base associés aux frontières 
rt et ,(,2 est obtenue par évaluation de la dérivée directionnelle des relations (3.6) par rapport - - 

aux coordonnées paramé t riques (3 -4) telle que: 

pour a = 1,2 et où F~ représente le tenseur gradient de déformation correspondant au champ 
f2 défini par la relation (3.1), et (-),,, la dérivée par rapport la coordonnée paramétrique3 
tu- 

De façon plus spdcifique, la solution du probléme de minimisation (3.7b) dans l'espace 
pararnktrique A, peut être obtenue en imposant la condition d'orthogonalité entre le vecteur 
defini par les positions F 1 ( ~ l , t )  - et f2(%o(f),t) et les vecteurs de base telle que: 

permettant ainsi la determination du  vecteur ç = (p ,k) associe à la condition d'orthogonalit6. 
Dans ce contexte, et selon la définition donnée à la  Figure 3.4, les vecteurs d e  base (3.8) 
deviennent : 

Ta CY = (3.10a) 

.a = 

.y 

(3.10b) 

3. Dans la suite de ce document, les lettres grecques (indices et exposants) réfèrent aux composantes de la 
base param6trique. 
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Il importe de noter que dans l'écriture des relations (XlO), on omet d'expliciter la dépen- 
dance des vecteurs Ta et ra envers X1 et t. Cependant, cette dernière existe en raison de - Z - 
l'ophation de minimisation (3.7b) permettant ainsi d'écrire: C(X' ." ,t). Par exemple, les vec- 
teurs Ta constituent une base qui est convectée en raison du déplacement relatif du point Pl 

C1 

par rapport à l?:. 

Utilisant la relation (3.10b)' on obtient l'expression spatiale de la normale en telle que 
définie par: 

Il importe de mentionner que l'orientation 

(3.11) 

du vecteur n est entierement conditionnée par - 
la nature de la paramétrisation Qo - et @. L1 Dans les développements à venir, on admet que la 
paramétrisation choisie permet d'obtenir une normale sortante à telle que montrée à la 
Figure 3.4. L'expression (3.11) permet donc d'exprimer la fonction écart (3.7a) en fonction 
du vecteur normal au point f tel que: 

En complément aux vecteurs de base (3.10), on définit les vecteurs de base 
que: 

où 6g représente 
relation: 

le symbole de Kronecker. Les vecteurs Ta - sont géneralement 

où représente la métrique associee à la base duale et définie comme etant 
métrique Mas définie par: 

duale T P  tels 
hl 

(3.13) 

obtenus de la 

(3.14) 

l'inverse de la 

Tout comme pour la définition des vecteurs de base (3.10b), les expressions (3.13), (3.14) 
et (3.15) peuvent titre réécrites sur la frontière 7z en considkant la même notation. 

Finalement, on réfère le lecteur aux ouvrages de Chung (1988) et Malvern (1969) pour de 
plus amples détails sur les diverses propriétés associées aux vecteurs de base. 
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3.3.3 Expression du champ de vitesses relatives 

Conséquent à la définition de la base convective, l'écriture des mesures de déformation B 
l'interface implique la prise en compte de la vitesse relative entre La particule esclave et 
La surface maître ?,?, au point 6 obtenu de l'expression (3.9). Pour ce faire, considérons la 
variation par rapport au temps de la relation (3.12) tel que: 

avec la convention de sommation usuelle. Dans (3.16)' 

représentent respectivement la vitesse, des pa r t ides  p1 et p2 au point c. Utilisant la définition 
des vecteurs de base (3.10), l'expression (3.16) peut être réécrite sous la forme: 

où T', - est défini par: 

et représente une nouvelle définition des vecteurs de base en associant à la dkfinition actuelle 
T ~ ,  CI la composante convective associ6e à l'€volution de la position de la normale. Il importe 
de noter que cette base possède les mêmes propriétés de transformation que les vecteurs T,, - 
permettant ainsi la même définition du vecteur normal n. U 

Pour une interprétation correcte du terme de gauche de (3.18), il importe de noter que 
a n  - 

le terme g L ( 2 , t )  représente la vitesse à I'extrémité libre d'une barre de longueur g alignk at 
selon la direction n($,t) - et attachée à la surface maître au point P2. Dans cette optique, le 
terme de gauche représente donc la vitesse relative entre la particule et lyextrchnité de cette 
barre où le terme entre parenthèse implique à la fois la vitesse de la particule $ et la vitesse 
de rotation de la barre, tel que montré à la Figure 3.5. 
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Figure 3.5 - Représentation du champ de vitesse à l'interface de contact 

3.3.4 Écriture des mesures de déformation 

Tel que mentionné précMemment, l'expression des conditions d'admissibilité requiert la dé- 
finition d'une quantité possédant les caractéristiques intrinsèques d'une déformation. Comme 
on peut le constater, la fonction écart g(X1,t) constitue une telle mesure et peut être obtenue 
directement par application du produit Galaire de l'expression (3.12) avec le vecteur normal 
n(c,t) - tel que: 

L'expression du taux de (3.20) est obtenue en prenant le produit scalaire de (3.18) avec 
an - 

n(&t). h Considerant l'orthogonalit~ des vecteurs T', CY et -&$,t) avec n(ç,t), - on obtient l'ex- 
pression: 

Finalement, la vitesse tangentieile relative est obtenue en considérant la partie tangentielle 
de (3.18). Cette évaluation est réalisée en deux opérations distinctes. La premiére consiste à 
projeter le vecteur vitesse (3.18) dans la base covariante permettant l'obtention de l'expression 



CHAPITRE 3. FORMULATION DU PROBL*ME DE CONTACT TRZDIMENSIOMVELLE.. . 49 

covariante de la vitesse tangentielle relative. Finalement, on ramène cette derniere dans le 
repere orthonormé par une derniere transformation à l'aide de la base duale. Après quelques 
simplifications, on obtient l'expression de la vitesse tangente relative à l'interface tel que: 

où @ représente le produit tensoriel. 

Une autre f q o n  d'obtenir (3.22) consiste à évaluer la variation par rapport au temps de la 
relation (3.9) sous l'hypothèse d'un contact mkaniquement établi, selon laquelle la fonction 
écart (3.20) est identiquement nulle: g ( X 1 l t )  = O. Cette hypoth&e, exploit& par Laursen et 
Sirno (1993), permet de poser une condiiion de persistance selon laquelle: 

Appliquée à la relation (3.20) s o u  la forme: 

cette hypothèse permet d'obtenir un champ de vitesse relative exempt de composantes nor- 
males correspondant, par le fait même, à la composante tangentielle recherchée et définie 
par: 

D'un point de vue mathématique, on constate aisément que cette stratégie comporte cer- 
taines lacunes au niveau du respect de l'objectivité. En effet, on remarque que l'application 

a n  - 
de la condition de persistance élimine le terme g-(f,t) de l'expression (3.22) ainsi que la at 

d n  
composante g 2  de (3.19). Par conséquent, l'objectivité n'est obtenue que pour la condition 

a Ca 
g( s l , t )  = O. On verra, B la section suivante, que cette hypothhe est tout à fait justifib 
compte tenu du contexte d'utilisation des lois de contact et de frottement. 

3.4 Conditions d'admissibilité 

La dkfinition des conditions d'admissibilité du problème de contact avec frottement est 
essentiellement basée sur l'obtention, en tout temps, d'une codiguration cinématiquement et 
cinétiquement admissible ii l'interface de contact. En effet, l'absence dtinterp4n&ration de la 
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matière ainsi que le respect de  la loi de frottement, nkessitent, en plus des considérations 
cinématiques de la section précédente, la prise en compte de quantités tensorielles permettant 
de déterminer complètement la cinétique à l'interface. 

En tout premier lieu, il importe de considérer le fait que les mesures de déformation définies 
en (3.20) et (3.25), quoiqu'associées à la particule matérielle Pl, sont exprimées en fonction de 
quantités écrites dans la configuration spatiale Ct. Dans ce contexte, il est d'usage d'associer, 
à la définition des conditions à l'interface, une mesure de contrainte de même nature. Pour ce 
faire, considérons, dans Ct, le vecteur des contraintes nominales, défini par la projection du 
tenseur de Piola-Kirchhoff de première espèce sur la normale sortante à I'f: au point Pl. Par 
la relation (2.27), on obtient: 

L'expression (3.26) démontre que le vecteur des contraintes nominales, malgré le fait qu'il 
résulte d'une projection en Col reposent au point defini par el(X1,t) tel que montré 
à la Figure 3.6. Utilisant les vecteurs associés à la base convective, l h r e s s i o n  (3.26) est 
décomposée selon les directions normale et tangentielle tel que: 

où t~ représente la contrainte normale de contact, et Pt1, - la projection de - t1 sur le plan 
tangent associé au point C(X' k ,t). 

3.4.1 Condition de contact unilatéral 

L'écriture de la condition de contact unilatéral découle directement de  l'impossibilité d'une 
interpénétration de la matiére. Au niveau de l'interface de contact, les conditions cinématiques 
doivent permettre le développement d'un champ de contrainte normale t ~ ,  tel qu'aucune 
particule matérielle P I  E l?: ne puisse pénétrer la surface maître I'S. Une telle restriction peut 
tout aussi bien être appliquée aux particules matérielles X2 E I'z par rapport à la frontière 
rk mais demeure superflue, en raison de sa déhit ion sur le milieu continu. Cependant, la 
biunivocité de cette restriction sur le milieu discret demande certains traitements particuliers, 
comme on le verra, au Chapitre 5.  

Selon la convention établie sur la direction de la normale (Figure 3.4), la contrainte t~ 
doit demeurer positive afin d'éviter le développement d'efforts dans le cas où il y a perte 
de contact entre les frontières. De plus, cette contrainte doit physiquement se développer 
uniquement lorsque l'écart entre la particule et la frontière Tz devient nul: g(X',t). Dans 
cette optique, on définit les conditions de Kuhn-nicker pour le contact unilat&al par les 
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Figure 3.6 - Représentah'on du vecteur des contraintes nominales .y t1 à 17tnterface 

relations: 

On remarque, dans la relation (3.28d) l'introduction de la condition de persistance stipulant 
un taux de variation nul de la fonction écart lorsqu'il y a apparition d'un champ de contrainte 
normal entre la particule et la frontiere Les conditions (3.28) sont représentées graphi- 
quement 8 la Figure 3.7(a). 

3.4.2 Introduction de la loi de frottement 

Dans le contexte actuel, l'écriture de la loi de frottement nécessite t'utilisation de quantités 
cinématique et cinétique exprimées dans la même base convective. Pour ce faire, et consid4rant 
le fait que ta contrainte nominale (3.26) constitue une représentation spatiale de l'état de 
contrainte ii l'interface, exprimons la composante tangentielle ptl - dans la base duale rQ h. tel 
que 
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où le signe (-) permet de représenter correctement une contrainte de frottement exercée par 
la particule esclave sur la surface maître $. Le choix d'utiliser la base duale dans la repré- 
sentation de la contrainte tangentielle relève du fait que la contrainte nominale est considérée 
comme étant un covecteur (Marsden et Hugues, 1983). 

Ce choix de la cinétique tangentieUe définie par La relation (3.29), implique une légère 
modification dans l'écriture de la vitesse tangentielle relative (3.25) afin d'obtenir une expres- 
sion relative à la base ra. Cela dit, effectuons un transport des vecteurs de base ra dans la 

CY 4i 

configuration matérielle tel que: 

représente la vitesse tangentielle relative dans la description convective. Exprimant (3.31) 
dans la base duale et en transportant le résultat dans la configuration spatiale, l'expression 
complément aire de (3.30) s'écrit: 

On remarque qu'en dépit du fait que les expressions materielle et spatiale du champ de 
vitesses tangentielles relatives soient non objectives, le vecteur & ( ~ ' , t )  constitue une repré- 
sentation objective de ce champ. Cette propriété provient du fait que $(X1,t) - est exprimé 
dans la base convective. De plus, il importe de mentionner qu'une autre écriture de la vitesse 
tangentielle relative peut être obtenue en exprimant simplement la relation (3.30) dans la base 
dude. Cette derniére stratégie fait cependant apparaître la métrique map en remplacement de 
Mao dans (3.32) constituant, par le fait même, une mesure différente de la vitesse tangentielle 
relative. En effet, la métrique Mao dépend uniquement de la déformation en raison de la mo- 
dification du point de projection f (xl , t ) .  - Pour ce qui est de la métrique m , ~ ,  celle-ci, en plus 
d'avoir la m@me dépendance que Mao, est fonction du gradient de déformation F2(%o(c),t) 
et par le fait même, de la distorsion relative des vecteurs ra. - Selon ce constat, il importe de 
mentionner que le choix quant à l'écriture de &(x1,t) relève exclusivement de considerations 
constitutives selon lesquelles la vitesse tangentielle relative utilisée dans la loi de frottement 
est quantifiée par le transport spatial du dud de UT - plutôt que celui de VT .y (Lausen et Simo, 
1993). 

Les vecteurs &(x ,t) et t!J(xl,t) permet tent donc de définir completement la description 
convective des équatFons de frottément A l'interface de contact. Considérant une loi de f3otte- 
ment de Coulomb4 telle que rnontree B la Figure 3.7(b), les conditions d'admissibilité liées à 

4. Le choix quant A l'utilisation d'une loi de Coulomb est essentiellement basé sur le type de problèmes 
traités dans le cadre de cette thth. 
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(a) Loi de contact (b) Loi de frottement de Coulomb 

Figure 3.7 - Représentation des 102s de contact et de bottement 

l'évolution du frottement s'écrivent: 

où p est le coefficient de frottement de Coulomb et C, le taux de glissement absolu. Malgr6 
la grande simplicité de la loi de frottement utilisée, la description présentée ne porte aucune 
hypothae restrictive quant à l'utilisation de lois de frottement plus complexes incluant les 
lois locales et non locdes, avec coefficient de frottement évolutifs, etc. 

3.4.3 Régularisation des conditions d'admissibilité 

Les discontinuités présentent dans les lois de contact (Figure 3.7(a)) et de frottement 
(Figure 3.7(b)) rendent celles-ci non différentiables et par le fait même, inaptes à l'écriture 
de la forme variationnelle associée au problème de contact avec frottement. Heureusement, 
cette limitation peut être Ievée par diverses méthodes proposW dans la littérature et telles 
que discutkes dans le Chapitre 1. Daas le contexte actuel, on propose une régularisation des 
conditions d'admissibilité (3.28) et (3.33) par la méthode classique de pénalisation. Cette 

5. Compte-tenu du contexte d'utilisation, on ne fait aucune distinction entre les coefficients de frottement 
statique et dynamique. 
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méthode est encore aujourd'hui, la  méthode la plus utilisée pour la régularisation des lois non 
diffkrentiables et permet, dans le contexte du problème de contact avec frottement, d'établir 
la notion de loi de comportement à l'interface. E h  effet, la p&disation permet de définir 
complètement les relations entre les composantes cinétiques et cinématiques. Dans la direction 
normale, une pénalisation des conditions (3.28) est obtenue par la relation: 

où EN est le paramètre de pénalisation et (.), les crochets de Macauley, définissent la partie 
positive de son opérande. Une comparaison des relations (3.34) et (3.28) permet de constater 
que la pénalisation permet une représentation exacte de la loi de contact seulement pour 
EN -) oo. Dans le cas contraire, la méthode implique une violation de la condition g <_ O. Une 
représentation graphique de la loi normale rtgularisée se retrouve à la Figure 3.8(a). 

Dans la  direction tangentielle, une régularisation des conditions (3.33) à l'aide du para- 
mètre ET, permet d'écrire: 

où f ,& représente le taux de wia t ion  convectif (denvke de Lie) de la contrainte tangentielle 
& et definie par: 

Les détails relatifs à l'évaluation de C& sont présentés dans Laursen (1994). On note que 
l'unique différence entre les relations (3.35) et (3.33) provient du remplaçement du O par une 
pénalisation de la dérivée de Lie. Comme dans le cas de la régularisation normale, celle-ci 
devient exacte seulement lorsque e~ -t co dans quel cas, le taux de glissement ~ ( & / l l t & I I )  
devient égal à la vitesse relative :!$. Dans le cas contraire, on admet, par la pénalisation, un 
glissement tangentiel réversible allant ainsi à l'encontre de la physique du problème pour lequel 
le frottement est un phénomène dissipatif et donc irréversible. On remarque également que 
l'introduction du taux L,$. dans (3.33) fournit un mécanisme permettant l'obtention d'une 
expression de la contrainte tangentielle t& en fonction de la vitesse tangentielle relative z& tout 
en préservant l'objectivité de la loi de frottement. Finalement, on remarque que cette stratégie 
permet un traitement de la loi de frottement similaire B celui utilisé dans le traitement de la 
plasticité. Une représentation graphique de la loi de frottement régularisée se retrouve à la 
Figure 3.8(b). 
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(a) Loi de contact (b) Loi de kottement de Coulomb 

Figure 3.8 - Représentation des lois de contact et de Btternent régularisées 

3.5 Formulation et linéarisation du travail virtuel associé 

La prise en compte, dans la formulation variationnelle, du travail virtuel associé aux ef- 
forts de contact et de frottement, est obtenue par l'entremise du terme (2.58b). Cependant, 
cette expression fut établie en considérant une définition des équations d'équilibre basée sur 
le tenseur des contraintes de Cauchy. Ce constat implique donc un transport du domaine 
d'intégration sur la configuration Co afin de retrouver une expression du travail virtuel WC 
basée sur le tenseur de Piola-Kiochhoff de premiére espèce II et défini par la relation: 

où t, représente le vecteur des contraintes nominales de contact obtenu du tenseur Il. On 
remarque qu'une telle modification de l'expression (2.58b) ne perturbe en rien la quantité 
de travail virtuel effectué par les efforts de contact. Cette quantité est simplement exprimée 
en fonction d'un champ tensoriel de nature différente. Selon (3.37)' on anticipe aisément que 
l'évaluation du travail virtuel effectue sur L'ensemble des frontières candidates au contact peut 
être obtenue par sommation du travail effectué sur chacune des dites frontiéres. Substituant 
t, par sa  représentation sur chacune des frontières, noté t i ,  l'expression (3.37) devient: 
-Z rV 
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(a) Forme faible ( b )  Forme forte 

Figure 3.9 - Représentation schématique des lois d'action et  réaction 

3.5.1 Expression de la forme intégrale 

Considérant l'interface définie par les surfaces ri et I?: teiles que montrées à la Figure 3.1, 
l'expression (3.38) devient: 

et représente donc la contribution, au travail virtuel, des efForts de contact s'exerçant le long 
des frontieres et I'z. Cette intégrale implique donc, pour toute particule Pl E r:, une 
réciprocité des efforts entre ce même point et celui correspondant à sa projection sur r: note 
?Pa(<). En mécanique classique, cette réciprocité des efforts, aussi appelée principe d'action- 
r%action, se présente sous deux formes distinctes (GoldStein, 1980). La première, appel& 
forme faible du principe d'action-réaction stipule que les forces qu'exercent deux particules 
sur chacune d'elle doivent être d'intensité égale et de directions opposées. Pour ce qui est 
de la forme forte, celle-ci stipule que les forces qu'exercent deux particules sur chacune d'elle 
doivent être d'intensité égale, et de directions opposées, parallèles à la droite joignant les deux 
particules. Ces deux versions de la loi d'action-&action sont telles que montrees à la Figure 
3.9. 

Selon les dernieres considérations, on obtient une expression de la forme faible du principe 
d'action-réaction en posant, sous la particule PL: 
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Pour ce qui est de la forme forte, celle-ci est obtenue en considérant la reIation (3.40) avec 

g(z1,t)t&(~i7t) = O - V P I  E r: (3.41) 

où % est d&hï par (3.29). La relation (3.41) stipule donc, qu'aucun travail ne peut &tre effectué 
par le champ de contrainte tangentiel pour un déplacement orienté selon la direction nomaie. 
Cette condition, physiquement nkessaire, est bien naturellement prise en compte dans notre 
modèle puisqu7aucune contribution au travail virtuel n'est admise dans des conditions de non 
contact. Dans cette optique, la relation (3.40) permet une réécriture de (3.39) en une seule 
intégrale sur re déh ie  par: 

En remplqant 1' par ses composantes normale et tangentielle definie respectivement par 
(3.27) et (3.29), l'expression (3 -42) devient: 

Finalement, en utilisant la definit ion des expressions virtuelles de g et notées respectivement 
69 et &Ca et définies à l'Annexe B, par les expressions (B.36) et (B.42) on obtient la version 
compacte du travail virtuel exercé par les efforts de contact et de frottement telle que: 

On note que l'expression (3.44) a été obtenue en considérant l'expression (B.42) plutôt 
que (B.40) dans la définition de 6 p. Ce choix est essentiellement cond i t i o~e  par le fait qu'a 
une régularisation près, la contribution au travail virtuel (3.44) devient non nulle seulement 
lorsque g = 0. 

3.5.2 Linéarisation de la forme intégrale 

Tel que spécifié précedemment, la résolution implicite de l'expression non linéaire (2.60) 
implique une linéarisation des équations d'équilibre. Plus spécifiquement, la linéarisation de 
WC est obtenue en appliquant l'operateur A à (3.44). Cette opération est grandement facilité 
due principalement au fait que l'intégrale est évaluée sur Ia configuration de référence Co. 
Dans ces conditions, seul l'intégrande varie avec le champ p. Dans cette optique, le hessien 
associé au problème de contact avec frottement est donné par: 
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où les termes A t ~ ,  A ( 6 g) et A ( 6 fa)  sont définis en Annexe B par les expressions (B.44)' 
(B.51) et (B.62) respectivement. Pour ce qui est du terme A t ~ , ,  celui-ci demeure non évalué en 
raison de sa dependance au schéma d'intégration de la loi de frottement. A ce stade-ci, aucune 
non-symétrie n'apparaît dans la 
du terme At% bp. 

3.6 Spécialisation au 

Linéarisation de WC. La non-symétrie émane exclusivement 

cas de l'interface toron-mors d'ancrage 

La formulation présentée dans les sections préckientes permet une représentation générale 
du problème de contact avec frottement de Coulomb, dans un contexte de grandes transfor- 
mations. Comme on a pu le constater, cette généralité est obtenue au prix d'une écriture 
fort complexe de la forme variationnelle associée, et ce, en raison de la grande variabilité des 
conditions cinétique et cinématique en fonction du temps. Cependant, le respect des conditions 
d'admissibilité telies que prescrites par les relations (3.28) et (3.33) ne permet pas la bonne 
représentation du comportement à l'interface du système toron-mors d'ancrage tel que montrk 
à la Figure 1.5. Cette section présente donc une spécialisation de la formulation générale du 
probkme de contact avec frottement, adaptée à une telle représentation. 

3.6.1 Comportement à l'interface toron-mors d'ancrage 

De façon générale, la mise sur pied d'un modèle permettant la bonne représentation d'un 
phénomène physique implique principalement la prise en compte d'observations obtenues d'es- 
sais expérimentaux. Ces observations permettent, entre autres, de poser les hypothbes de base 
du modèle menant ainsi à une spécialisation des équations générales de la mécanique des mi- 
lieux continus, d'établir les lois de comportement associées et finalement, de caler l'ensemble 
du modéle. 

Dans le contexte actuel, les considkrations ayant men6 B la modélisation du comportement 
à l'interface toron-mors d'ancrage proviennent exclusivement de résultats obtenus d'essais en 
laboratoire sur divers dispositifs d'ancrages monotoron et se retrouvent dans Bastien (1989, 
1992); Michaud et Bastien (1996). Ces résultats permettent de faire ressortir les faits suivants 
quant au comportement du système toron-mors d'ancrage: 

Intensité des dé format ions: Malgré la présence de  déformations plastiques importantes 
dans le bloc d'ancrage, aucune déformation permanente ne paraît subsister dans les 
composantes clavette et toron. Ce constat, concorde bien avec la haute limite élastique 
des torons utilisés ainsi qu'avec la grande dureté de surface des clavettes composant le 
mors d'ancrage. 

Deplacements relatifs à Pinterface: Dans le contexte d'une modélisation du comporte- 
ment de ce type d'interface, il importe de considérer l'intensité des déplacements absolus 
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et relatifs qui y agissent. De plus, on note que les hypothèses retenues émanent principa- 
lement d'observations post-essai sur les torons, ainsi que des courbes charge-enfoncement 
obtenues expérimentalement. 

Direction radiale: Le déplacement relatif radid semble conditiom6 directement par 
la rentrée progressive des encoches dans le toron, tel que montré à la Figure 3.10. 
En effet, on obsenre sur les courbes charge-enfoncement, une progression, en début 
de chargement, de la pén6tration des encoches. Cette pénétration, engendrée par 
la grande rigidité de surface des clavettes, provoque, une fois terminée, une aug- 
mentation importante de rigidité formant ainsi un système toron-mors d'ancrage 
quasi-monolithique tout à fait assimilable à un plot tronconique (voir Figure 1.5). 

Direction axiale: Aucun déplacement relatif significatif ne semble se produire dans 
cette direction. La  pénétration progressive des encoches dans le toron en est d'ailleur 
à l'origine du blocage. Ce constat pour effet d'éliminer toute possibilité de glis- 
sement dans cette direction. 

Direction circonférentielle: Contrairement à Ia situation rencontrée dans la direc- 
tion axiale, il semble justifiée de permettre un certain glissement dans cette direc- 
tion. En effet, la composition du mors d'ancrage par des clavettes séparées, permet, 
par effet de Poisson, une dilatation dans cette direction. Cependant, la pénétra- 
tion des encoches dans le toron tend inévitablement à réduire cette dilatation. Ce 
constat implique donc une certaine dépendance du glissement circonférentiel sur 
cette pénetration. Dans cette optique, on peut s'imaginer que la dilatation circon- 
férentielie à l'interface se produit presque totalement en début de chargement et 
cesse subitement avec la fin de la pénétration des encoches correspondant ainsi au 
comportement quasi-monolithique. 

En résumé, l'ensemble de ces considérations permet de faire ressortir les diverses parti- 
cularit6s associées au comportement à l'interface toron-mors d'ancrage. Celles-ci se situent 
principalement au niveau de la nature unidirectionnelle du glissement ainsi que dam l'aug- 
mentation progressive de la rigidité radiale produite par la pénétration des encoches dans le 
toron. Ces deux aspects, couplés à la présence de petits déplacements et petites déformations, 
permettent de préciser les modifications à apporter à la formulation génerale du problème de 
contact avec frottement. 

3.6.2 Presentation du modèle proposé 

Comme on peut le constater, la modélisation du comportement à l'interface toron-mors 
d'ancrage est tout à fait similaire à celle d'un problème de contact classique dans un contexte 
de petits déplacements et petites deformations, exception faite des particularités açsociées aux 
lois de contact et de frottement nécessitant une réécriture des conditions d'admissibilité ainsi 
que d'une légère modification de la définition de la fonction kart g. 
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(a) Présence des encoches s u  une cla- 
vette 

(b)  Effet des encoches sur le toron 

Figure 3.10 - Représentation schématique du comportement au voisinage d'une encoche 

3.6.2.1 Cinématique à l'interface toron-mors d'ancrage 

Considérant la convention déjà etablie, désignons par rb, la surfaces interne d'une clavette 
(zone avec les encoches), et I?z7 celle associée à la périphérie du toron tel que montré A la Fi- 
gure 3.1 l. Une telle représentation permet donc de procéder à deux simplifications majeures 
quant à la définition de la cinématique au voisinage du point P2, résultant de la projection 
du point PL sur l?:. En tout premier lieu, l'hypothése de petits déplacements permet de fixer 
définitivement la coordonnée paramétrique au voisinage du point de projection en fonction 
du temps. Dans cette optique. il parait judicieux de considérer constante la projection initiale 
de PL sur l?: notée <(X1 - : O ) .  Ce choix permet donc d'établir définitivement le siege des vec- 
teurç de base et d'éliminer toute variation de ces derniers envers la variable paramétrique 5. 
Finalement, l'hypothèse des petites déformations permet une écriture cartésienne ort hono;- 
mée des vecteurs de base rQ et n, éliminant ainsi toutes distinctions entre les composantes 
covariantes, contravariant& et spatiales. Il importe de noter que l'utilisation de la notation 
duale dans la description de la base cartésienne orthonormée demeure toute à fait arbitraire. 

Considérant la nature découplée des lois tangentielles, exprimons les vecteurs de base selon 
lesquelles les vecteurs r1 - et r2 - représentent respectivement les directions axiale et circonfé- 
rentielle, tel que montré à la Figure 3.11. On note qu'une telle restriction sur les directions r' 

.c 

et r2 implique de fixer, a priori, une des deux directions afin d'en venir à une détermination 
compléte du trièdre. Considérant le fait que la direction axiale est constante en tout point 
de l'interface, il semble judicieux d'arrêter notre choix sur ce vecteur. Définissant le vecteur 
normal en fonction des vecteurs positions X' - et x2 - associés aux points P1 et p2 tel que: 

le vecteur r2 est obtenu par le produit vectoriel: 
5 



CHAPITRE 3. FORMULATTON DU P R O B L ~ ~ M E  DE CONTACT TRlDIMENSIOMVELLE.. . 61 

Figure 3.11 - Représentation géométrique à L'interface toron-mors d'ancrage 
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définissant ainsi le trièdre local en tout point p2. Selon ces dernieres définitions, il est main- 
tenant possible de définir la fonction écart g par la relation: 

où go représente la distance initiale entre les points Pl et p2 et gul la portion évolutive de la 
fonction écart définie par: 

avec u .-" l et u2, h correspondant aux champs de déplacements globaux associf% respect ivement 
aux particules Pl et P2 tel que définis par (2.2). On remarque aisément qu'un rapprochement 
des frontières et rt implique que gu --+ go et qu'en cas contraire, gu * oc-. Le cas limite, 
où g, = go reflète nécessairement les conditions exactes de contact. Comme on le verra plus 
loin, cette caractéristique de la fonction g, par l'entremise de go et g,, prkente de  nombreux 
avantages. En particulier, il est maintenant possible, par (3.48)' de definir des lois de contact 
normale (radiale) continue assurant la bonne représentation de la pénetration des encoches 
dans le toron. Finalement, la prise en compte de go constitue un outil d'un grand intérêt dans 
la procédure de calage du modèle. 

Pour ce qui est de l'écriture de la cinématique tangentielle, celle-ci est obtenue en a p  
pliquant les mêmes hypothèses de petits dépktcements et petites déformations à la relation 
(3.32). D& lors, la métrique M devient l'identité, conduisant ainsi à l'expression: 

où représentent les vitesses tangentielles relatives associees aux directions rP - et définies 
par: 

On note que l'expression (3.51) est rendue possible en raison de l'hypothèse d'orthonomalité 
des vecteurs de base. Daos ces conditions, le terme ne peut être engendré que par la vitesse 
matérielle relative des particules P L  et P* projetée dans le plan tangent. 

3.6.2.2 Conditions d7admissibili tbs 

Dans le cas présent, la mise en place des conditions d'admissibilité s'effectue en considQant 
les diverses restrictions associées à l'interface toron-mors d'ancrage à partir des définitions 
cinétiques et cinématiques préalablement établies. Dans la direction normale, on propose 
d'utiliser une loi hyperbolique similaire à celle présentée par Hussein et Damil (1998) telle 
que: 
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Figure 3.12 - Représentation de la loi normale spécialisée à l'interface toronmors d'ancrage 

avec g et g, définies par (3.48) et (3.49) et 7, un paramétre positif à déterminer. Telle que 
montrée à la Figure 3.12, cette représentation, à l'aide du paramètre q, permet la prise en 
compte de l'augrnentat ion progressive de rigidité associée à la pénétration des encoches. Dans 
ce contexte, les conditions dYadmissibilit6 dans la direction normale s'écrivent: 

Selon (3.53)' il importe de remarquer que pour des valeurs de g > go, la fonction t~ devient 
négative et n'a plus aucune signification physique. 

Dans le plan tangent, la possibilité de glissement dans la direct ion circonférentielle mène 
directement à l'utilisation d'une loi de frottement de Coulomb dans la direction r2. - Pour ce 
qui est de la restriction au glissement selon la direction axiale, on impose directement une 
vitesse tangentielle relative nulle entre les deux particules candidates au contact. Dès lors, les 
conditions tangentielles d'admissibilité s'écrivent, à partir de (3.33) : 
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où t ~ !  représente la contrainte de £rotternent associêe au point Pl agissant selon la direction 
r2. Il importe de remarquer que (3.54) constitue une spécialisation de (3.33) en considérant une 
&lution de la loi de frottement selon une direction préférentielle prescrite par la formulation 
et ce, dans u n  contexte de petits déplacements et petites déformations. 

Finalement, on remarque que les relations (3.53) ne nécessitent aucune régularisation 
en raison de la continuité de t ~ .  Cependant, il importe de noter que l'utilisation de cette 
même expression, dans un contexte usuel de contact, constitue en soit une régularisation des 
conditions (3.28). Pour ce qui est des conditions (3.54), celles-ci nécessitent une régularisation, 
similaire à celle utilisée pour (3.35). Par pénalisation des relations (3.54b) et ( 3 . 5 4 ~ ) ~  on obtient 
la forme h a l e  des conditions d'admissibilité dans le plan tangent définies par: 

où t ~ ,  représente Ies taux de contraintes tangentielles associées aux directions P. 
.y 

3.6.2.3 Expression et linéarisation du PTV 

L'écriture de la forme variationnelle associée à la contribution des efforts développés à 
l'interface toron-mors d'ancrage, s'obtient directement à partir de l'expression (3.43). Consi- 
dérant la nouvelle definition de la fonction écart g, le terme 6g, donne par: 

permet de réécrire (3.43) sous la forme: 

WC( Q,@ = Lb [ - t ~  69  +tr, P] d C  

où 6P est donne directement par (B.42) et raison de l'invariance des vecteurs de base. 

Pour ce qui est de la forme linéarisée A WC, celle-ci s'obtient par application de l'opérateur 
A sur l'expression (3-57) telle que: 
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En raison des conditions d'invariance associées aux vecteurs de base n et ra ainsi qu'au 
L1 - 

point de projection f1 il est donc justifier de poser A b (-) = O. Ce constat permet donc une 
simplification majeure dans l'expression Linéarisée (3.58) qui prend la forme: 

avec A t ~ ,  obtenu de la simple linéarisation du terme (3.52) donnée par: 

AtN = A { y }  

avec A g, représentant la linéarisation de la fonction écart (3.48) obtenue en remplaçant dans 
(3.56), l'opérateur 6 par A .  Pour ce qui est des termes A~T, ,  ceux-ci sont évalués après 
introduction du schéma d'intégration en temps nécessaire i% l'évaluation de (3.55). Il importe 
de noter que contrairement à (3.45) et ce, en raison des conditions d'admissibilité associées 
au plan tangent, la non-symétrie est essentiellement produite par le terme A t ~ ,  6e. 



Chapitre 4 

Discrétisat ion des équations 
d'équilibre couplées aux inéquations 
de contact et de frottement 

4.1 Généralités 

Jusqu'à présent, les formulations présentées aux chapitres 2 et 3 nous ont permis d'établir 
les expressions nécessaires à l'étude des divers problémes que nous envisageons traiter dans 
le cadre de cette thèse. Cependant, la présence des non-linéarités intrinsMues à la formula- 
tion ainsi que la grande complexité des géométries en cause ne permettent pas, a priori, de 
préciser, à partir de ces mêmes expressions, une solution analytique appropriée. En effet les so- 
lutions généralement présentées dans la littérature, permettent le traitement de certains types 
de problèmes pour lesquels les géométries sont relativement simples et où les diverses non- 
l i nh i t é s  sont considérées négligeables par rapport aux termes du premier ordre (linéaires). 
Dans ce contexte, il parait donc justifié, compte tenu du m e  de problémes à traiter, de se 
pencher vers l'utilisation de méthodes numériques a h  d'en venir à une résolution rigoureuse 
des expressions établies. 

Pour ce faire, on se propose d'établir la formulation semi-discréte associ6e aux expressions 
variationnelles ainsi qu'a leur linéarisations, préalablement établies sur le milieu continu. Plus 
spécifiquement, on utilise une discrétisation temporelle permettant, par l'entremise de schémas 
d'intkgration appropriés, de procéder à la détermination implicite des lois de comportement 
élastoplastique et de frottement nécessaires à la rbolution incrémentale des équations d'équi- 
libre couplées aux inéquations de contact et de frottement. 

Par la suite, on introduit la discrétisation spatiale par éléments finis, selon laquelle, le 
champ de déplacement aux nœuds est considéré comme étant une fonction continue du temps. 
Le résultat d'une telle discret isation permet, entre autres, 170b tention d'un système d'équations 
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non linéaires pour lequel les composantes nodales du champ de déplacement reprhn ten t  les 
inconnues du probléme à r&oudre. Les expressions ainsi obtenues peuvent alors être directe- 
ment traduites sous une forme matricieile generique, indépendante du niveau d'interpolation. 

Finaiement, on présente une vue d'ensemble du systeme global discrétiç6, bien adapt6e 
au contexte de résolution numérique et démontrant ainsi, la nature fortement couplée de la 
formulation choisie. 

4.2 Discrétisation temporelle 

La résolution cornpl6te du système (2.60) nkessite la détermination de l'état de contrainte 
dans les solides ainsi que les conditions de frottement aux interfaces. La nature incrémentale 
de ces Iois de comportement implique donc un suivi de leur évolution dans le temps aiin de 
permettre leur intégration en cours de résolution. En effet, la recherche de la configuration 
d'équilibre du solide, dont le comportement global est fortement non linéaire, s'effectue géné- 
ralement à l'aide de techniques de résolution numérique impliquant la subdivision du temps 
complet de rbolution en sous-intervalles [t,t + At]. Connaîssant les conditions d'kquilibre en 
Ct, ces lois sont d& lors intégrées sur l'intervalle spécifiée permettant ainsi une évaluation 
complète des conditions d'équilibre en Ct+ A t .  

Dans le contexte actuel, les expressions à intégrer, sont représentées par des systémes 
d'équations différentielles ordinaires du premier ordre en temps. Les algorithmes permettant 
leur résolution sont nombreux. On présente dans El Mouatassim (1989), et Dabounou (1994) 
une liste importante de schémas d'integration explicite et implicite pouvant être utilisés dans 
un tel contexte. 

De plus, il importe de noter que le contexte des grandes transformations nécessite quelques 
précautions quant au respect du principe d'ob jectivité en cours de résolution. Finalement, la 
prise en compte, en regime quasi-statique, des équations d'équilibre, permet de faire abstrac- 
tion de la variable temporelle qui prend ici, une connotation associée à l'évoiution incrémentale 
des phhomènes en cause. 

4.2.1 Loi de comportement élastoplastique 

L'intégration de la loi de comportement élastoplastique utilisée dans le cadre de cette 
thèse est effectué à l'aide d'un schéma d'intégration de type Euler implicite. Cependant, et 
ce, dans le but de respecter le principe de l'indifférence matérielle, on se propose d'exprimer 
la loi de comportement (2.44) dans un référentiel tournant R' défini par la vitesse de rotation 
fl permettant ainsi une définition objective du taux de contrainte noté 6'. 



CHAPiTRE 4. DISCRÉTISATION DES ÉQUATXONS D'ÉQ WLIBRE.. . 68 

4.2.1.1 Approximation de la cinbmatique sur le pas 

La connaissance des quantités en Ct de même que celles correspondant à l'estimation en 
Ct+ ~ t ,  ne nous informent, en aucun moment, sur la cinématique à adopter au  cours du pas. 
Entre autres, la loi, décrite dans un repère tournant, fait intervenir la rotation QT du repère 
fixe ainsi que le taux de déformation D, exprimé dans ce même repére (T E [t,t + A t ] )  et qui 
sont, a priori, inconnus. Les seules informations disponibles étant les gradients de déformations 
Ft et Ft+ A t r  il importe de faire des approximations objectives sur Q, et Dr. 

L'approximation la plus utilisée est celle proposée par Hughes et Winget (1980): 

D, = Dt t t  = cste 

QT = Q t :  $ t  = cste 

où Q, est évalue en fonction du choix de la vitesse de rotation permettant l'écriture de (2.34). 
Dans le cas où le repère orthonormé correspond au repére corotationnel Q, l'expression (2.34) 
correspond ii la dérivée de Jaumann avec 

ou Q est obtenu par intégration de l'équation différentielle W = QQT avec la condition initiale: 
Qo = 1. En utilisant l'approximation de Hughes et Winget (1980), on obtient la rotation en 
t + A t  par: 

En utilisant le repère en rotation propre par décomposition polaire du tenseur F (2 .11) ,  
on obtient la dérivée de Green-Naghdi où est d é h i  par: 

impliquant ainsi: 

Selon les dernières considérations, l'algorithme entourant l'int6gration de (2.50) dans un 
repère tournant s'écrit: 

1. Évaluation du gradient de déformations en t + 9 et t + At: 



2. Calculer une estimation du gradient de vitesse de déformations par (2.13): 

3. Évaluer le tenseur taux de deformation D par (2.15). 
4. E d u e r  la rotation Q du repère global à l'aide de (4.3) ou encore (4.5). 
5. Tkansforrner les formes vectorielles des tenseurs a et D dans le repere objectif: 

où P représente la matrice de transformation, fonction de Q, applicable aux formes 
vectorielles des tenseurs d'ordre 2. La dérivation compléte de cette matrice est présentée 
dans Batoz et Dhatt (1990). 

6. Intégrer la loi de comportement et évaluer le module tangent consistant dans le repère 
objectif: 

7. Ramener les quantités évalués en t + At  dans le repère global: 

4.2.1.2 Methode du retour radial 

Dans cet ouvrage, et ce, en raison de l'usage exclusif du critère de von Mises, on se propose 
d'utiliser un schéma d'intégration de type Euler-implicite correspondant, dans le cas du critére 
de von Mises, à un algorithme de retour radial sur la surface d'écoulement. En général, cette 
méthode implique une procédure itérative permettant de retrouver la projection orthogonale. 
Cependant, sous les hypothèses d'incompressibilité plastique et d'écrouissage linéaire, il est 
possible d'obtenir cette projection de façon exacte Crisfield (1991). 

Tel que décrit sur la Figure 4.1, consid6rons l'état de contraintes en t notée DA, ainsi que 
CI 

OB correspondant à un accroissement élastique depuis CA. Dans un contexte de violation du 
Critére (2.44c), il importe de ramener la contrainte os;n un point, défini par sa projection 
sur la dite surface correspondant ainsi à un état de contraintes admissible en t + A t noté oc .., 
tel que: 
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4 
Figure 4.1 - I n t w t i o n  implicite de la loi de comportement sur l'intervalle [t,t + At] 

Consid6rant la relation (2.44a)' l'expression (4.11) devient: 

o c = o a + C A ~ -  AACaB - =os- - AXCas. -., 

La résolution de (4.12) consiste donc à déterminer A X satisfaisant la projection orthogo- 
nale de ag - sur la surface. Pour ce faire, la décomposition de o N en ses parties volumique om d" 

et deviatoique od - permet de r4écrire (4.11) sous la forme: 

c ~ ~ j  + c& = o ~ i  + - A XCaB - (4.13) 

où 2 = (1,1,1,0,0,0) est l'opérateur de projection volumique. Selon l'hypothèse d'incompressi- 
bilité plastique, l'écoulement de la surface se produit donc dans un plan perpendiculaire B i 
d'où l'égalité: og = oz. Exprimant le terme Cag .., sous la forme: 

l'expression (4.13) permet d'écrire: 

La détermination de A X est finalement obtenue par imposition d'un critère nul en C 
(2.45) tel que: 
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Sous l'hypothèse d'un écrouissage linéaire, uec = o , ~  + H et utilisant la relation 
A +  = AX, (4.16) devient: 

menant ainsi à la résolution complète de (4.12) avec 

4.2.1.3 evaluation du module tangent consistant C, 

La r6solution des expression (2.59) et (2.67) nécessite le calcd implicite de ff au point C. 
Une premiere fqon  de faire consiste à utiliser la forme (2.50) obtenue précede&nent. Dans 
cette expression, le module tangent C-, reflétant la nouvelle rigidité matérielle au point C, 
n'est obtenu que par vérification de la condition de persistance (2.442) et n'est, en aucun cas, 
liée au schéma d'intégration utilisé. Cette inconsistance du module tangent n'affecte en rien 
la qualité de la solution hale, mais la rapidité avec laquelle celle-ci sera obtenue lors de la 
résolution, par une méthode itérative, des équations d'équilibre. 

Dans cette optique, la détermination du module tangent consistant avec le schéma d'inté- 
gration peut être obtenu en dif%renciant, par rapport au temps, la relation (4.12) tel que: 

Finalement, l'application de la condition de persistance (2.49)' a l'aide de (4.19) permet 
d'obtenir la forme finale du taux de contrainte & - = C'Q en considerant un module tangent 
consistant défini par: 

En comparant le module tangent consistant au  module standard, on constate que le module 
tangent dans (2.50) est obtenu en imposant A X = O dans la relation (4.19). Sous cette 
condition, la deuxiéme dérivée du crit&re f n'est pas prise en compte dans C , .  
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4.2.2 Loi de fkottement de Coulomb 

L'intégration de la loi de frottement de Coulomb est obtenue à l'aide d'un schéma tout 
à fait similaire B celui utilisé lors de l'intégration de la loi de comportement &stoplastique. 
Considérons, dans un premier temps, une écriture en vitesse (taux de frottement) dans la base 
convective de l'expression (3.35) telle que: 

En comparant les expression (4.21) et (2.44)' on constate aisément la similitude entre les 
deux lois. En effet, le terme entre crochet de (4.21) correspond au taux de déformation élas- 
tique, qui, contrairement à la loi élastoplastique, doit être identiquement nul dans un contexte 
non régularisé. Dans ce contexte, les coefficient ET et C jouent les rdles respectifs de module 
élastique et de multiplicateur plastique. 

Conséquemment, la détermination des contraintes de frottement est obtenue par l'utilisa- 
tion d'un schéma d'Euler implicite sur (4.21) telles que: 

La résolution de (4.22) est obtenue à l'aide d'un algorithme de type prédicteur-correcteur 
tel qu'employk pour 1' intbgration de la loi de comportement élastoplastique. Pour ce faire, 
débutons par une prédiction notee ( z ) ,  représentant un ktat non glissant défini par: 

Après vérification de la condition de glissement par l'intermédiaire du critère Qt+ ~t~ on 
évalue la valeur finale de t ~ , ~ +  A selon laquelle (voir Figure 4.2): 

1 %+oc - si Qt+ A 5 O (sans glissement) 

tTat+at  = I ~ l t ~ t +  At 'Yac+ At  o u t ~ m e n t  (awc glissement). 
!%+ A JI 
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1 
absence & coma 

Figure 4.2 - Intégration de la loi de frottement de Coulomb sur l'intervalle [t,t + At]  

On note aisément que les expressions (4.24) sont cinématiquement détermin6es; l'évalua- 
tion des contraintes de frottement est directement déterminée par l'intermediaire des quantités 

-P -P gt+ a t et Et+ a - Et . De plus, il importe de remarquer que l'utilisation d'une reprbentation 
convective de la loi de frottement permet de préserver l'objectivité en cours d'intégration 
sans utilisation de dérivées covariantes compliqu6es (Glaser, 1992; Kikuchi et Oden, 1988). 
Selon (4.24), il est maintenant possible de procéder à la détermination de la forme linéarisée 
A t ~ , , ,  , - Celle-ci est présentee en détail en Annexe B et permet d'&rire, après regroupement 
des expressions (B.67) et (B.88): 

Il importe de noter que la non-symétrie associée au problème de contact avec frottement 
émane exclusivement de l'expression (4.25). Cette non-symétrie, provenant de la linéarisation 



des contraintes de frottement, est due au caractère non associé de la loi de frottement de Cou- 
lomb. En effet, l'expression (3.33b) reflète l'absence de glissement irréversible dans la direction 
normale. Plus simplement, l'intensité des contraintes de frottement dépend directement de la 
contrainte normale de contact et non l'inverse. Dans ce contexte, il devient donc impossible 
d'établir une représentation du potentiel maximal dissipé (Simo et Laursen, 1992)' exception 
faite du cas pour lequel t~ est constant. 

Plus spécifiquement, la perte de symétrie dans le contexte sans glissement apparaît en 
raison de la variation non nulle de la mktrique Ma8 au point de contact c. Une façon simple 
d'éliminer cette non-symktrie consiste à évaluer cette métrique en un point fixe plutôt que 
de la faire varier avec la déformation. Cependant, malgré cette initiative, il n'en demeure pas 
moins que le problème demeure non symétrique en raison du glissement potentiel des surfaces 
en contact. 

4.2.3 Spécialisation à l'interface toron-mors dyancrage 

La discrétisation temporelle de la spécialisation du probléme de contact avec frottement 
associé à l'interface toron-mors d'ancrage est directement obtenue de l'intégration en temps 
des conditions (3.55). L'utilisation d'un schéma identique à celui de la section précédente 
permet d'&rire: 

Comme on peut le constater, la nature totale associée à l'évolution de la contrainte t z t +  ,, 
permet d'exprimer celle-ci sous la forme: 

Pour ce qui est de la contrainte de frottement tT2,+ A t ,  celle-ci est évaluee à l'aide de l'aigo- 
rithme de prédiction/correction utilisé à la section précédente et tel que: 
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Après vérification de la condition de glissement par l'intermédiaire du critère, la contrainte 
de frottement t ~ , ~ +  A prend la valeur: 

si at+ A 5 O (sans glissement) 

autrement (avec glissement). 
t+ A t  

Finalement, les expression (4.27) et (4.29) permettent de procéder à l'évaluation des termes 
A t ~ ~ , + ,  et A t ~ + +  At. Cet exercice est présente en détail en Annexe B et permet d'écrire, 
après regroupement des expressions (B.89), (B.91) et (B.92), les formes linkaris& finales: 

i ~ 2 t  A t  
~ t m ~ ~ ~ t + a t ~ ~ ,  + 1 (avec glissement). 

2t+ A L  

4.3 Discrétisation spatiale par éléments finis 

Tel que mentionné précédemment, la discrétisation spatiale des expressions variation- 
nelles présentées aux Chapitres 2 et 3 est effectu& par la méthode des Wiments fiais '. Cette 
méthode, qui constitue, une technique particuliére d'approximation des fonctions solutions, 
consiste à subdiviser le milieu continu Cl en sous-domaines, notés Ste de dimensions finis ap- 
pelés éléments, tel que: 

où n: représente le nombre d'élements dans $2. Conséquemment, la surface exterieure &, ah, 
notée rh, est alors d é h i  par: 

tel que montré à la Figure 4.3. 

Considerons, dans un premier temps, les champs $ et 6 lIh représentant respectivement 
les expressions discr&tes des champs continus et ci  tels que $ satisfait Les conditions aux 

1. On référe le lecteur aux ouvrages classiques tels que (Dhatt et Touzot, 1981; Batoz et Dhatt, 1990; 
Burnett, 1987) pour de plus amples détaiis sur les concepts de base associés à la méthode des éléments finis. 
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Figure 4.3 - Discrétisation du milteu continu par éléments finis 

limites homogènes et 6$ = O sur Sur la base d'un élément h i  dans 0, l'approximation 
de $, notée &(hn(ç) s'exprime sous la forme: 

où nz représente le nombre de nœud total de l'élément en cause, Nz($) ,  la fonction d'in- 
terpolation isopararnétrique évaluée à la position = (c',c*,c~) E & et va, une valeur 
nodale du champ fh. Dans ce contexte, 4 exprime la paramétrisation générique d'un 416 
ment quelconque dans 0 de telle sorte que Nif(2) : 4 + R3. Dans le même ordre d'idées, 
l'approximation klémentaire du champ $ sur la frontiére r, notee i?k(rl) - s'&rit: 

où cette fois ci, "(2)  : der 4 R2 représente une fonction d'interpolation isoparamétrique 
&aluée à la position q = (q1?q2) E At et telle que der c 4, permettant ainsi de respecter 
les conditions de contrnuité à la frontière du solide. 

Selon les dernières définitions, la discrétisation spatiale des formes variationnelles implique 
donc une sommation de Ia contribution au travail virtuel de chacun des éléments constituant 
le ou les solides en cause. De ce fait, la forme discrète de l'expression générale (2.60) s'&rit: 
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Considérant le cas de deux solides potentiellement en contact tels que: 

ainsi que la définition spécifique de chacune des contributions données au Chapitre 2, l'ex- 
pression (4.36) devient: 

La suite de cette section consiste donc à effectuer la discrktisation spatiale particulière à 
chacune des contributions définis dans (4.38). 

4.3.1 Mécanique en grandes transformations 

Considérons, dans un premier temps, la contribution au résidu des termes de (4.38) asso- 
ciés au problGme de mécanique en grandes transformations. Les définitions (2.59), (2.56a) et 
(2.58a) permettent d'écrire: 

En effectuant les changements de variable associés aux domaines d'intégration we et 7: définis 
respectivement par j, ( 2 )  et j,, (7) , les déterminants des jacobiens de transformation associés 
B 4 et AFa et remplaçant les in%grales par des schémas d7int4gration numerique appropriés, 
les expressions (4.39) deviennent respectivement: 
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où nc repr-te le nombre de points d'intégration associés à l'élément. Les termes WA et 
w!, , quant à eux, déterminent les poids d'intégration au point k, de coordonnées respectives 
gk et d .  Considérant la représentation &mentaire des champs de déplacement (4.34) et 
(4.35),-les contributions (4.40) peuvent &tre réécrites telles que: 

nr = k - k  w : = - ~ ~ ~ - C { N ~ ~  , f , 3 , s ~ ; a )  = s i e e - ~ 6  - 
k=l 

où 6 ee représentent le vecteur élémentaire regroupan 
virtuels et défini par: 

(4.41~) 

.t les ng vecteurs des déplacements 

Quant aux matrices Nk, AT+=, celles-ci dkfuiissent respectivement les interpolations 6Ernen- 
taires du champ de déplacement sur 0 et î, et sont définies par: 

Quant à la matrice Bk, celle-ci permet la représentation interpolée du champ gradient de 
déplacement associé à la définition vectorielle (2.41a) et teUe que: 

Pour ce qui est de la contribution A la matrice tangente, l'expression (2.69) intégrée nu- 



mériquement, permet de réécrire A Win, sous la forme: 

où Bk représente la matrice d'interpolation du champ gradient de &placement associée B la 
définiiion vectorielle (2.66) définie par: 

et A ve, le vecteur &mentaire, de même topologie que (1.42), représentant la portion in- 
crémentde du champ de déplacement ue, noté Aue et tel que défini par (2.2). Comme on 
peut le constater dans (4.45), les matri& K& et k: expriment respectivement les rigidités 
matkrielle et géométrique sur le domaine discr&is& 

4.3.2 Problème de contact avec frottement 

La discrétisation spatiale des expressions variationneiies associées au problème de contact 
avec frottement, constitue un exercice légèrement plus complexe que le cas précédent, et ce, 
en raison de l'interaction possible des diverses frontiéres candidates au contact. Pour ce faire, 
considérons, dans un premier temps, les expressions discrètes des contributions Wz et A Wz 
qui, A partir de (3.44) et (3.45) s'kcrivent respectivement: 

Apr& transformation du domaine d'intégration rke à l'aide de j , ~  (2.) : A::. -t 7Z2, et 
remplaçant l'intégration continue par un schéma numérique approprié, les expressions (4.47) 



et  (4.48) deviennent respect ivement: 

Comme on peut le constater, l'évaluation des expressions (4.49) et (4.50) implique une 
sommation des contributions associées à chaque point d'integration ($) E ï y  nécessitant, par 
le fait meme, l'évaluation du point de contact de la particule esclave, de  coordonnée &($) 

sur la frontiQe maître rZh notée &(Fuh). En raison de la nature distincte des discrétisations 

associées aux frontières candidates contact, la contribution totale associee à un dément l?: 
implique donc un nombre variable d'ékments rZe1 tel que montré à la Figure 4.4 impliquant, 
par le fait même, une grande variabilité dans la dimension des quantités élémentaires (résidu et 
matrice tangente). Dans ce contexte, il semble donc justifier d'introduire la notion d'&ment 
de contact, défini à partir d'un élément esclave ce E rih et de l'ensemble des éléments 
maftres I?: E rZh, candidats aux contact avec rCe- Cette stratégie permet, entre autres, 
la prise en compte de tous les couplages possibles entre les divers degrés de liberté lors du 
dimensionnement du système global. 

Selon ces derni6res constatations, il paraît donc justifier de procéder à l'évaluation des 
expressions (4.49) et (4.50) à l'aide d'un opérateur d'assemblage plutôt qu'à l'aide d'une simple 
sommation sur les points dlint&ration, permettant ainsi, la prise en compte de l'ensemble 
des degrés de libert 6 intervenant dans I'évaluation de Ia contribution élémentaire. D& lors, 
I'expression (4.42) peut donc être réécrite sous la forme: 

OB b 95 - représente le vecteur nodal du champ de déplacement virtuel associé B l'élément rie 
h 

ainsi qu'a celui obtenu de la projection du point d'intégration k sur r: , noté rZe, et tel que: 



Figure 4.4 - Discrétzsation spatiale à 1'2nterface de contact 
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Considérant la dkfinition (4.51), les approximations discrétes des termes (4.49) et (4.50) 
peuvent donc être réécrites sous la forme: 

où A 9: représente le vecteur nodal du champ de déplacement incrémental associé à l'el& 
5 

ment et obtenu en remplaçant l'opérateur 6 par A dans l'expression (4.52). Quant 
aux expressions de R:, - K&, et K!=, cellesci sont présentées en détail dans les prochaines 
sous-sections. 

4.3.2.1 *valuation du terme R$ 
N 

La déhition des formes matricielles associées aux termes 6$($) et 6<P(qa), par l'en- 
tremise de (4.52) ainsi qu'à l'aide des définitions: 

avec AaB, définie par (B.41)' permet d'exprimer (B.36) et (B.40) selon lesquelles R$ - peut être 
réécrit sous Ia forme: 
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4.3.2.2 Evaluation des termes K&, et K& 

Considérant, dans un premier temps, la définition des expressions matricielles associées 
aux termes (B.36), (B.44) et (B.51) par l'entremise des définitions (4.55) et 

le terme K E N  de (4.54) devient: 

Quant au terme K&, celui-ci, dans un but unique de clarté, se doit d'être d é h i  en deux 
partie distinctes. Aprés détermination des expressions matricielles associées aux quantitb 
A 6<a(sC) 5 par résolution du système (B.62), K& peut être exprimée sous la forme: 



avec 

Ta8 = 

et 

Quant à K&, l'expression matricielle associée à la composante linéarisée de la contrainte 
de frottement (4.24), par l'intermédiaire des définitions: 

avec PT donné par (B.85a) et 
N 
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ainsi que: 

fiil = Mil + ~ E L J  - r i h 1  + ( E ~ J  T2 d" + E2.1 N T l ) h 2  N 

fi22 = M22 + ( 1 . 2  - T i  + E 1 . 2  ~ 2 ) h '  + 2E2.2 - - T2h2 - 
fi12 = M12 + 2E1.2 . z i h l  + (Ei72 - T 2  + g 2 . 2  - T i ) h 2  - 
h2i = M21+ ( ~ 3 2 . 1 -  - T i  + Et.1- T2)h1 + 2E1.2 - -h2 1 

avec E,,T, évalué de faqon similaire à E,,~, Tp,  &fini par (3.10a) et ha = (& a -cf) permet 
d'exprimer K $ ~  selon la nature m&me des conditions de frottement à l'interface telles que: 

Avec glissement: 

4.3.3 Sp6cialisat ion à l'interface toron-mors d'ancrage 

La discrétisation spatiale associée à la spêcialisation du problhe  de contact avec frot- 
tement à l'interface toron-mors d'ancrage s'obtient de façon beaucoup plus aisée et ce, en 
raison de l'invariance de la projection du point de contact en cours de résolution. Dans ces 
circonstances, l'expression du résidu (3.57) peut être exprimée sous la même forme que (4.53) 
telle que: 

où cette fois-ci, le vecteur RE - s'exprime selon les nouvelles débitions des termes dgh(& rY et 

6 f a h ( ~ 2 )  données respectivement par (3.56) et (B.42): 
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avec N et T, définis par (4.55). - N 

Pour ce qui est de la matrice tangente, celle-ci s'exprime, à partir de (3.59): 

où KEN et K2Tl, respectivement obtenues B l'aide des définitions (3.60) et (4.30) selon les- 
queiles: 

1790 K E ~  = - N N ~  g2 -4 - (4.73) 

Finalement, le terme Kk2 est obtenu en consid6rant les conditions de fiottement (4.31): 

( e ~ 2 - G  (sans glissement) 

N~ (avec glissement) 

avec = / 1iT2 1, représentant le signe de la contrainte de hot tement selon la direction r2, - 
telle que montrée à la Figure 3.11. 

4.4 Expression de la forme globale discrétisée 

A la suite des opérations de discrétisation présent6es dans ce chapitre, il est maintenant 
possible d'établir l'expression globale de la forme discrétisée nécessaire 8 la résolution du pro- 
blème de mécanique en grandes transformations incluant les effets du contact avec frottement 
en grands déplacements relatifs. Pour ce faire, considérons, en tout premier lieu, l'opérateur 
d'assemblage déjà introduit, et permettant le passage du niveau élémentaire au niveau global 
tel que: 



Dans cette optique, la prise en compte des expressions (4.41)' (4.45)' (4.53) et (4.54) dans 
(4.38)' permet de réécrire cette dernière sous la forme: 

Apr& assemblage de chacune des contributions et regroupement des termes, l'expression (4.77) 
devient: 

menant ainsi à à la détermination du champ de déplacement incrémental selon l'expression 
classique: 

Comme on peut le constater, l'assemblage des diverses contributions au travail virtuel, 
tel que présenté dans (4.78) permet de démontrer la nature fortement couplée, associée à la 
discrétisation par éléments finis. Ce couplage permet, entre autres, de déterminer lors d'une 
simple évaluation de (4.79), l'interaction entre les phenoménes associés au problème de contact 
avec frottement et l'évolution des conditions mécaniques à l'intérieur des solides en cause. 



Chapitre 5 

Résolution numérique du système 
discrétisé 

Généralités 

L'ensemble des développements présentés jusqu'à maintenant ont permis d'établir les ex- 
pressions discrètes, nécessaires à la résolution du problème de mécanique des solides tridimen- 
sionnels en grandes transformations1 incluant des zones candidates au contact. Ces expressions, 
regroupées dans (4.78), incluent à la fois des phénomènes dissipatifs et non diflkrentiables, 
menant ainsi à la rbolution d'un système d'équations non symétrique (voir (4.79)), très forte- 
ment non linthire, et dont le conditionnement est principalement influencé par l'évolution des 
conditions de contact et de frottement aux diverses interfaces. Dès lors, il devient impératif 
de bien saisir l'ampleur ainsi que l'influence de ces dernieres particularités, afin de permettre 
l'élaboration d'une strategie de résolution adaptée au type de problème en question. 

Dans ce contexte, ce chapitre présente les diverses difEcultés inhérentes à la résolution 
numérique des expressions discrétes développées au Chapitre 4. Entre autres, on montre que 
l'obtention d'une solution à ce type de problème implique non seulement des difficultés asso- 
ciées à la convergence des schémas de résolution, mais aussi en ce qui a trait ii la quantité de 
mernoire ainsi qu'au temps de calcul requis. De ces faits, on en vient à proposer divers outils 
permettant de réduire ou encore mieux d'éliminer ces dernières difficultéç et ainsi, d'en arriver 
à la mise sur pied d'un environnement de résolution à la fois flexible et robuste, permettant 
l'obtention, d'une solution cinkmatiquement et cinétiquement admissible (au sens des équa- 
tions d'équilibre) & un coût informatique (temps et mémoire) raisonnable. En particulier, on 
y présente l'algorithme permettant l'évaluation des contributions élémentaires ainsi que la dé- 
termination du point de projection orthogonale d'une particule esclave sur la ou les frontière 
maîtres candidates au contact. En conclusion à ce chapitre, on présente une brève description 
de la mise en œuvre informatique en introduisant, dans un premier temps, l'ensemble des 
diagrammes de classes nécessaires à une définition orientée objet du  probkme de contact avec 



fiot tement en grandes transformations, compte tenu des spécifications introduites précédem- 
ment. Finalement, on introduit le logiciel support ainsi que les divers p r o g r m e s  utilisk 
dans les phases d'implémentation et d'utilisation du modèle numérique. 

5.2 Présentation du contexte de résolution 

L'objectif premier de la résolution de (4.78), par l'entremise de (4.79) est, bien évidemment, 
l'obtention successive des ét ats d'équilibre comespondant à divers niveaux et conditions de 
sollicitation ' permettant ainsi d'observer la réponse du système physique. A partir d'une 
estimation de la solution, on &due une correction, ou encore, une direction, qui, ajoutée à 
l'estimé, amaorera la solution recherchée. Naturellement , les techniques itératives utilisées 
pour la détermination de cette direction doivent être &amment robuste pour permettre la 
convergence en un minimum d'itérations et ce, à un coût informatique raisonnable. 

Pour ce faire, on utilise généralement des méthodes de type Newton-Raphson, quasi- 
Newton (BFGS), gradient conjuguk, etc. Ces méthodes, gént5rdement utilisées pour la déter- 
mination d'une solution correspondant à un niveau de sollicitation donné, peuvent, A l'occasion 
diverger, si la solution recherchée correspond un niveau trop éloigné des conditions initiales. 
Il importe donc de résoudre le problème non linéaire de fqon incrémentale selon laquelle la 
sollicitation sera appliquée par paliers ou encore, par pas. Dans ce contexte, l'évaluation du 
vecteur résidu R dans (4.79), sur la base d'un pas, s'écrit: 

5 

où At+ A t est un paramètre représentant le niveau de sollicitation appliqué. Constituant une 
inconnue supplément aire à la résolut ion du problème, celui-ci est généralement dét enniné à 
l'aide d'une équation supplémentaire du type: 

obtenue par paramétrisation de la courbe - X B l'aide d'une technique de pilotage adaptée au 
type de non-linéarités telle que les techni& de niveau de sollicitation impose, déplacement 
imposé et longueur d'arc imposee, 
un tel contexte, l'Algorithme 5.1 
d'équilibre non linéaires utilisant 
zones candidates au contact. 

Dans le cadre de cette thèse, 

ou encore, à partir d'une table d'evolution pré-definie. Dans 
présente la stratégie de résolution classique des équations 
la méthode de Newton-Raphson avec prise en compte des 

la nature fortement non Linéaire ainsi que la non-symétrie 
du système d'équations à résoudre justifie largement l'utilisation de la méthode de Newton- 
Raphson. Sa grande robustesse ainsi que son taux de convergence quadratique font de cette 
méthode implicite, un choix tout à fait justifié en ce qui a trait A la r4solution du probleme de 
contact avec frottement dans un contexte de grandes transformations. Cette méthode, ainsi 

1. Ici, le terme sollicitation inclut la fois les charges volumiques et surfaciques de m@me que les effets 
occasionnés par les conditions aux limites non nulles. 



Algorithme 5.1 - Contexte général de r&olution par la méthode de Newton-Raphson 
1: hitialisation des paramètres globaux 

2: Pour (t = O; t < &; t = t + At) (t,,: Temps maximal) 
Initialisation du paramètre de charge et du champ de déplacement 
q + , t  = A t ,  $:+At = $ t  

Pour ( i  = O;  i < i,,; i = i + 1) (i,,: Nombre maximal d'itérations) 
Initialisation de la matrice tangente et du résidu dY&quilibre global 
Ki=O, Ri=%,& - 
Pour chaque Élément (e) E ( S I 1  U Q2) 

Évaluation des contributions éIémentaires 
y n t  p;+ A ,  (Eqn (4-394) 
n t +  At  1 (Eqn (4-45)) 
Assemblage 
R' c= qnt 
LI - 
K' ¢= KTnt 

Fin Pour 
Pour chaque Élément (e) E ïf 

Évaluation des contributions élémentaires 
+ A t  (Eqn (4.53)) 
+ A t  (Ego (4.54)) 
Assemblage 

Fin Pour 
Rksolution des syst6rnes lin4arisés 
K i A Q R + R i = O  
K ' A Q , + F = o  - - 
Correction du pararn2tre de charge A  X (Eqn (5.2)) 
Mise à jour de la solution 

Test de convergence 
Fin Pour 

19: Fin Pour 



que les techniques de pilotage déjà mentionnées, ont déjà fait l'objet de nombreuses recherches 
et publications (Bathe et Wilson, 1976; Batoz et Dhatt, 1979; Ramm, 1980; Crisfield, 1981; 
Batoz et Dhatt, 1978). De plus, une revue exhaustive sur les algorithmes de résolution des 
équations non linéaires est présentée par Dhatt et Fafard (1995). 

Cependant, malgré les avantages incontestables de Ia méthode de Newton-Raphson, il n'en 
demeure pas moins que celle-ci poss&de certains inconvénients lorsqu' utilisée dans le contexte 
actuel. La suite de cette section présente les détails relatifs aux inconvénients jugés, selon 
nous, les plus critiques, 

5.2.1 Difficultés de convergence 

Tel que mentionné précédemment, la rbolution d'un probléme non linéaire par la mé- 
thode classique de Newton-Raphson, offre, en théorie, un taux de convergence quadratique. 
Les conditions favorables au maintien de cette caractéristique sont essentiellement associées 
au type de formulation et de lois de comportement utilisées ainsi qu'aux notions d'existence 
et d'unicité de la solution recherchée. Dans le contexte actuel, la nature discontinue des lois de 
contact et de frottement (voir Figure 3.8) aflecte de façon significative, ce taux de convergence. 
Considérant qu'une simple perturbation des champs de déplacement mène à un réajustement 
des conditions de contact et de frottement aux interfaces, tout changement de statut tel 
que mise en contact, décollement, initiation et arrêt de glissement, implique une variation 
drastique du champ de contrainte à l'interface et par le fait même, de l'intensité des cornpo- 
santes contenues dans le résidu d'équilibre R et la matrice tangente K. D m  le pire des cas, 
cette situation aura pour effet d'amorcer lo&lement la plastification ou encore de provoquer 
une décharge élastique au voisinage d'un point de contact, menant ainsi à une modification 
importance de la rigidité à, l'interface. Cette situation provoquera bien 6videmment, un réajus- 
tement des champs de déplacement résultant de la derniére correction de Newton-Raphson 
qui on l'espGre, n'engendrera pas une nouvelle modification des statuts de contact au cours 
de la prochaine itération. 

Par exemple, considérons le problème de glissement d'un bloc déformable sur une surface 
rigide, tel que montré à la Figure 5.1. Utilisant une loi de frottement de Coulomb, on anticipe 
aisément que le bloc amorcera son glissement lorsque Ia charge horizontale Fh aura atteint 
le niveau critique pFv, où p et Fv représentent respectivement le coefficient de frottement 
agissant à l'interface et la charge verticale. Avant d'atteindre le seuil critique de glissement, il 
demeure toujours possible de résoudre le problème à l'aide des methodes de pilotage usuelles 
déjà mentionnées. Cependant, au passage du seuil de glissement, le problème devient théo- 
riquement instable faisant ainsi apparaitre une singularité au niveau de la matrice tangente. 
Physiquement, cet te indétermination de la solution s'explique par la disparition momenta- 
née des conditions de retenue horizontale à l'interface. D& lors, il devient «théoriquement» 
impossible de poursuivre la résolution au-delà de ce seuil à l'aide des méthodes de pilotage 
usuelles. En particulier, on peut voir sur la Figure 5.1 que la méthode de chargement impose 
devient totalement inapte à fournir une solution à X = pFV affichant ainsi une infinité de solu- 
tions. En contrepartie, la nature numérique de la résolution permet, en raison de la précision 



Zone instable: det KT = O 7- 
Fijyre 5.1 - Exemple de glzssement d'un bloc sur une surface rigide 

limitée de l'ordinateur, de conserver un système matriciel non singulier et ainsi, de poursuivre 
au-delà du seuil de glissement à l'aide des méthodes de déplacement imposé ou encore de 
longueur d'arc imposke. La  matrice tangente correspondante, quoiqu'inversible demeure très 
mal conditionnée en raison de sa  singularité imminente. Malgré ce esurcis numérique», il n'en 
demeure pas moins préférable de résoudre ce type de problème en pilotant le déplacement 
horizontal du bloc par l'entremise d'une table d'évolution ou encore, en admettant un léger 
écrouissage dans la régularisation de la loi de Coulomb 2. 

Ce dernier exemple, quoique très simpliste, montre l'influence marquee du type de pro- 
blème sur le conditionnement du systeme A résoudre qui, dans ce contexte, est exclusivement 
perturbk par la physique (initiation du glissement). Dans cette optique, il devient extrêmement 
difficile de porter un jugement fondé sur le conditionnement potentiel du système matriciel 
associé à un problème de grande taille, incluant diverses zones de contact et ce, dans un 
contexte de grandes transformations. Le conditionnement devient alors grandement iduencé 
par la nature intrinsèque des lois de comportement des matériaux, des lois de contact et de 
frottement, ainsi que par le couplage entre ces mêmes lois dans le temps. 

Dans le même ordre d'idées, et telle que montrée à la Figure 5.2(a), l'utilisation d'une 
paramétrisation géométrique de continuite CO, ne permet pas une représentation continue des 
vecteurs de base à ta frontière commune de deux éléments voisins. Cette situation3 a donc 
pour effet d'induire une discontinuité du premier ordre dans le système à résoudre, et par 
le fait même, une perturbation du taux de convergence quadratique (Ftachik, 1993). D'un 

2. Ce phénoméne est similaire à l'apparition d'une rotule plastique dans une barre composée d'un matériau 
élastoplastique parfait. 

3. Dans un contexte de rbolution dynamique explicite, une telle paramétrisation suffit au maintien du taux 
de convergence quadratique. 
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point de vue tout à fait similaire, et tel que montré à la Figure 5.2(b), le passage d'une 
particule candidate au  contact le long d'un angle fermant de la géométrie, aura pour effet de 
provoquer une augmentation subite de l'état de contrainte au point de contact en raison de 
Ia pénétration excessive de la particule en question dans la frontière inclin&. Cette situation, 
rencontrée fréquemment dans la simulation numérique des procédés de filage, d'emboutissage 
et d'extrusion, aura un effet déstabilisant sur le résidu d'équilibre, menant systématiquement 
à la divergence du schéma de Newton-Raphson. 

Compte-tenu des difficultb présentés, il semble tout à fait justifié d'effectuer une mise en 
garde quant à la résolution de ce type de problème. En effet, bon nombre de codes commer- 
ciaux offrent, depuis quelques années, et ce, à gros prix, la possibilité de résoudre le probléme 
de contact avec frottement par des techniques supposées robustes et infaillibles tout en per- 
mettant l'entrée de ses propres lois de contact et de frottement. Cependant, il n'en demeure 
pas moins que l'utilisateur attitré à un tel logiciel se doit de posséder les connaissances néces- 
saires à la résolution des problèmes très fortement non linéaires et en particulier, au  niveau du 
comportement des méthodes de résolution utilisées en présence de phénomènes non différen- 
tiables. L'ensemble de ces connaissances sont d'ailleurs indispensables à une prise de position 
critique face aux résultats obtenus. 

5.2.2 Mémoire requise et temps de calcd 

La quantité de mémoire n&x.ssaire à la création du système matriciel et en particulier de 
la matrice tangente, constitue, encore aujourd'hui, un obstacle de taille en résolution numé- 
rique des problèmes tridimensionnels par la méthode de Newton-Raphson. Si, de surcroît, le 
probléme en question fait intervenir des frontières candidates au contact, la prise en compte 
des couplages potentiels entre ces frontieres fait augmenter de façon significative le nombre de 
termes associés à chaque équation. Jumelé à la non-symétrie due au frottement ainsi qu'aux 
non-linéaritks géométriques du modèle mécanique, le systeme a résoudre peut atteindre rapi- 
dement des dimensions imposantes. 

La croissance démesurée de la dimension du système matriciel s'explique par le nombre 
klevé de degrés de liberté impliqué dans la définition d'un élément de contact. A h  de per- 
mettre la bonne définition des tables de localisation nécessaires B la création de la matrice 
globale, il importe, avant même de procéder à la  résolution, d'anticiper sur l'ensemble des 
frontières pouvant potentiellement entrer en contact l'une par rapport à l'autre. Di% lors, il 
est possible de se retrouver avec des éléments de contact pouvant contenir plusieurs centaines 
de degrés de liberté. Par exemple, considérons le cas de deux frontiéres candidates au contact 
et discrétisées à l'aide d'éléments quadrangles B quatre nœuds. Tel que montré à la Figure 
5.3, le nombre de nœuds associb à chaque élément de contact doit inclure les quatre nœuds 
de l'élément esclave ainsi que les (N + 1)2 nœuds associés à la frontière maître. En admettant 
trois degrés de liberté par nœud, la Figure 5.4 montre la quantité de mémoire requise pour la 
création de la matrice tangente associée à un seul ékment de contact en fonction de la densité 
de maillage de la frontière maître. En particulier, on remarque une augmentation fulgurante 
de la mémoire requise pour N supérieur à 20. Pour N = 64, on obtient une matrice tangente 



7: 

(a) DiscontinuitC des vecteurs de base 

(b)  changement brusque de la géombtrie 

Figure 5.2 - Représentation des dzscontinuités géométriques 
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(a) N = 1 ( ù ) N = 2  (c) N = 4 

(d)  N = 8 (e) N = 16 (f) N = 32 

Figure 5.3 - Élément de contact défini selon difft?mntes densités de maillage de la frontière 
maitre 

nécessi tant approximativement 1.2 gigaoctets et ce, pour seulement 12000 degrés de liberté- 
Dés lors, on imagine aisément l'effet d'une augmentation du nombre d'éléments maîtres ou 
tout simplement l'utilisation d'un niveau d'interpolation supérieur sur la dimension de la ma- 
trice tangente associée à ce seul élément de contact. Dans le pire des cas, la dimension de 
cette dernière peut atteindre rapidement les limites en mémoire d'un ordinateur possédant 
une architecture 32 octets 4 .  

Malgré la relation étroite entre la quantité de mkmoire requise et les temps de calcul, il 
n'en demeure pas moins que ces derniers sont grandement influencés par le type de stockage 
utilisé ainsi que par la nature du solveur utilisé pour la résolution du systèriie linéarisé (4.79). 
Dans un contexte usuel, où les frontières candidates au contact font parties intégrantes de 
solides tridimensionnels, la création de la matrice tangente globale associée à une méthode de 
stockage classique par ligne de ciel, peut conduire à une topologie possédant une largeur de 
bande totalement démesuree et rendre inefficace, par le fait même, toute résolution à l'aide 
d'une méthode directe (factorisation LU). Par exemple, consid&rons le cas simple de deux 
blocs superposés, dont les maillages, présentés à la Figure 5.5 sont exclusivement construits 

4. La nécessité, par I'altocateur dynamique, d'effectuer des opérations en entier signé, ne permet pas I'dlo- 
cation d'un bloc mCmoÙe supérieur à z3'/2 = 2.1 gigaoctets 



Figure 5.4 - Mémoire requise selon la densité de maillage de la surface maitre 

à l'aide d'éléments hexaédriques à huit nœuds. La densité de maillage utilisée correspond à 
l'utilisation de 11616ment de contact présenté à la Figure 5.3(d) et contient 2430 degrés de 
libertk. Règle générale, la factorisation de la matrice associée à ce maillage, sans Ia prise en 
compte des zones de contact, peut être obtenue à l'aide d'un solver direct par lignes de ciel, et 
ce, dans des temps raisonnables. Cependant, la prise en compte de la zone de contact entre les 
deux blocs, provoque une augmentation importante de la largeur de bande et nécessite, par le 
fait mGme, un effort supplémentaire de la part du solveur lors de la résolution du système. La 
Figure 5.6 présente l'influence directe de la prise en compte du couplage entre les deux blocs sur 
la topologie de la matrice globale où l'on remarque, entre autres, une augmentation d'environ 
76% de la largeur de bande. Ce constat montre donc l'inefficacité des solveurs directes avec 
stockage par lignes de ciel a résoudre les problèmes de mécanique tridimensionnels incluant 
des frontières candidates au contact dans un contexte de grandes transformations. 

Fait intéressant, on remarque que la topologie matricielle présentee à la Figure 5.6(b) 
indique un trou dans la région inférieure droite du couplage au centre de la matrice. Ce 
dernier s'interprète directement par l'absence du couplage entre chaque frontière esclave et 
elle-même. Dans un contexte d'auto-contact, le bloc central aurait été complet. De plus, on 
remarque également que la prise en compte d'un couplage bidirectionel à l'interface n'aurait 
eu aucun infiuence sur la largeur de bande et donc, sur les temps de factorisation d'une matrice 
stock& par lignes de ciel. 

Finalement, il importe de noter que malgré la forte proportion des temps de calcuis liés 
à la résolution du système linéarisé, il n'en demeure pas moins que la surcharge d'opérations 
associées a la présence de zones candidates au contact constitue un facteur non neghgeable. 
En effet, l'évaluation des points de contact déterminés par la projection de chaque point 
dyint6gration de l'&ment esclave sur les surfaces maîtres, et ce, à chaque itération d'equilibre, 
ainsi que les diverses opérations associees à l'évaluation ainsi qu'au pré-assemblage des résidus 
et matrices tangentes en chaque point d'intégration constituent, a elles seules, des opérations 
extrêmement intenses et répétitives. Dans ce contexte, on se rend rapidement à la conclusion 
que l'évaluation de la contribution d'un seul élément de contact peut impliquer un effort de 
calcul passablement important et nécessite, par le fait même, une attention toute particuliére 



Figure 5.5 - Deux blocs candidats au contact: géométrie et maillage utdisé 

(a) Sans couplage (Largeur de 
bande: 91) 

(b) Avec couplage (Largeur de 
bande: 161) 

Figure 5.6 - Deux blocs candzdats au contact: inf ience du couplage sur Zr topologie de la 
matrice 
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quant à l'élaboration de l'algorithmique qui y est associée. 

5.3 Description de la stratégie proposée 

A la lumière des diverses difficultb inhérentes à la résolution, par la méthode de Newton- 
Raphson du probléme de mecanique des solides en grandes transformations incluant des zones 
candidates au contact, on constate aiskment que l'élaboration d'une stratégie de résolution 
ad@uate repose essentiellement sur les trois aspects suivant: 

1. Efficacité des mêcanismes entourant le processus itératif du schéma de Newton-Raphson 
sur la base d'un pas de temps; 

2. Performance de la méthode utilisk pour la rbolution du système linéarisé (4-79); 
3. Performance des opérations associiks à: la gestion ainsi qu'au suivi des conditions de 

contact et de frottement en cours de résolution. 

Dans le but de mettre sur pied une telle stratégie, cette section présente, dans un premier 
temps, un certain nombre de suggestions susceptibles d'améliorer de f q o n  significative le 
contexte de résolution préalablement établi par l'Algorithme 5.1. Par la suite, on présente les 
détails associés aux opérations de détermination du point de contact ainsi qu'à l'évaluation des 
contributions élémentaires à l'interface de contact. Ces deux dernières opérations, largement 
utilisées en cours de résolution, nécessitent donc une attention toute particulière quant à 
l'elaboration de l'aspect algorithmique. 

5.3.1 Modification du contexte de résolution 

Considérant les trois points mentionnéç ci-haut, on se propose donc de modifier le contexte 
de rbolution par l'entremise des quelques suggestions suivantes afin d'en améliorer la robus- 
tesse ainsi que l'efficacité de la r&olution des problèmes de contact avec frottement. 

Normes de convergence 

Considérant que la solution est grandement influencée par la précision des efforts de contact 
et de frottement développées aux interfaces, il importe donc de s'assurer de la bonne conver- 
gence, en tout temps, des champs de déplacement et de contrainte aux interfaces de contact. 
Pour ce faire, on propose une utilisation systématique d'une norme de convergence du proces- 
sus itkratif présenté dans l'Algorithme 5.1, basée sur la correction du champ de déplacement 
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n,g, ainsi que sur le résidu d'4quilibre associé n~ données par les normes: 

oa E* et ER représentent les tolérances admises et généralement 

(5.3b) 

de l'ordre de 10-~ et 10-~ 
respectivement. Quant à F, celui-ci représente le vecteur sollicitation ou encore celui associé 
aux degr& de liberté imposés (les réactions) et reflétant, par le fait même, l'intensité des 
sollicitations appliquées sur le ou les solides en cause. On remarque que la norme (5.3a) est 
relative à celle des déplacements sur le pas et non la somme des déplacements totaux. Dans le 
contexte actuel, où les solides peuvent subir de grands déplacements, nous jugeons préférable 
d'utiliser (5.3a) afin d'éviter la perte de précision provoquée par l'augmentation progressive 
d'un dénominateur associée à la somme des déplacements totaux. 

Utilisation d'une methode  de lagrangien augmenté 

On tente d'améiiorer la précision de la solution ainsi que le conditionnement du système 
matriciel à résoudre par utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté dans l'écriture des 
lois de contact et de  frottement. L'annexe C présente les détails relatifs à la prise en compte de 
cette technique dans le cadre des expressions d4veloppées aux Chapitres 3 et 4. Quant B l'as- 
pect résolution, l'utilisation d'un algorithme dans lequel est imbriqué le processus itératif de 
Newton-Raphson, permet de préserver le taux de convergence déjà passablement affecté de la 
méthode. L'Algorithme 5.2 constitue une version modifiée de Ia stratégie présentée par 1'Algo- 
rithme 5.1, à laquelle on a couplé l'utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté. Comme 
on peut le constater, cette approche permet de considérer les multiplicateurs fixes durant la 
phase de résolution itérative. Le transfert de l'information aux multiplicateurs s'effectue du- 
rant la phase d'augmentation. L'amélioration de la précision est donc directement obtenue 
par un contrôle absolu des pénétrations et glissements réversibles associés à la régularisation 
par pénalisation. 

Utilisation d'un facteur de relaxation 

On entend permettre le passage aux changements brusques de la géométrie par l'entremise 
d'un facteur de relaxation noté p,i, appliqué à la dernière correction obtenue du schéma de 
Newton-Raphson. Cet te astuce devra permettre de détecter I'apparition d'un angle fermant 
de la surface maître au voisinage d'une particule esclave par une évaluation du scénario des 
conditions de contact sur la dernière configuration Ct+ A t et ainsi, d'amorcer progressivement 
le changement de direction dans le système matriciel. Il sera alors possible d'atténuer l'effet 
du changement brusque de la géométrie et ainsi, de permettre une meilleure convergence 



Algorithme 5.2 - Rbolution du problème de contact avec frottement par une méthode de 
lagrangien augmenté 

1: Initialisation des paramètres globaux 

2: Pour (t = O ;  t < t-; t = t + At) (t,,,: Temps maximal) 
hitialisation du paramètre de charge et du champ de deplacement 
$+At  = A t ,  ?:+At =Q>t  

Initialisation des rnulti&ateurs de Lagrange 
= ~ N ( ~ ~ Y A N )  

A $ = g  
Pour (k = O; k < km,; k = k + 1) (Ji,,,,: Nombre d'augmentation maximal) 

Effectuer les opérations 4 A 18 dans l'Algorithme 5.1 pour A;+ A, et $+ A t  

La convergence est atteinte, dler a 14. 
Sinon (Augmentation des multiplicateurs VX E r:) 

= t ~ ( P f +  (Jk) = @:N + e ~ g @ +  A 0) 
A ̂ TL = (kt+ A t  - t ~ . ,  )f (Eqn (3.291) 

Fin Si 
Fin Pour 

14: Fin Pour 



du schéma de résolution. En fait, cette stratégie permet d'anticiper sur l'effet de la dernière 
correction du schéma de Newton-Raphson sur les conditions de contact et de frottement. 

Pour ce faire, et tel que montré à la Figure 5.7, le facteur de relaxation associé à une telle 
particde Pl ,  de coordonnk initiale X1, CI préalablement en contact dans les configurations 
précédente Ct et intermédiaire Cc+ n t , est obtenu en déterminant la position 9'(X l ,T), dans 

a- 1 

Cr 1 T €]t,t + A t ] ,  que devrait occuper la particule esclave dans le but de respecter les 
conditions: 

où r, représente la tolhnce admise sur la fonction écart et €8, la tolérance admise sur l'angle 
8 entre les vecteurs normaux n(f,t) - et n ( c , ~ )  - associés respectivement aux projections de La 
particule esclave Pl sur la surface maître dans les configurations Ct+ A t et C, tel que: 

a- 1 

Dans ce contexte, il importe de noter que la configuration Cr est directement obtenue en 
admettant une interpolation Linéaire entre Ies configurations Ct+ A t et Ct+ ~ t .  Dés lors, le 

i-1 

facteur de relaxation associe un point d7int6gration et noté est donné par: 

où Le vecteur va - représente la dernière correction de Newton-Raphson associée au point PI et 
v,, le vecteur originaire de el(X1,t + A t) et définissant, par sa projection sur va, la portion 
de V A  'Y permettant le respect de75.4). Quant au coefficient C,,, celui-ci reflète la proportion du 

facteur a, attribuable à chacune des deux frontières candidates au contact et défini par: 

1 si l'une des frontiéres I'k ou rz est fixe 

2 autrement. 

La démonstration de l'expression (5.6) peut être aisément obtenue après quelques manipu- 
lations vectorielles sur les définitions présentées à la Figure 5.7. Comme on peut le constater, 
l'évaluation expücite de la gin, borné sur l'intervalle ]0,1], ne doit être effectuée qu'après 
s'être assuré que l'angle O(xl,t + A t )  est bel et bien supérieur à €0. Il s'agit ld. d'un probième 
de minimisation sous contrainte pouvant être résolu par une simple technique de rabattement 
ou encore par dichotomie. En raison du coût excessif de cette dernière, on se propose donc 
d'utiliser une technique de rabattement telle que montrée à la Figure 5.7. Suite à 1'6valuation 



Figure 5.7 - Représentation schématique du facteur de relazation &,, 

de (5 .6) ,  le facteur utiliser pour la pondération de la derniere correction de Newton-Raphson 
correspond donc au minimum des facteurs obtenus sur chacun des éléments de contact, noté 
phin qui à leurs tours, sont obtenus par extraction du facteur minimum agissant sur l'ensemble 
des points d'intégration. L'Algorithme 5.3 présente la stratégie associée à la determination de 
ce facteur qui doit être effectuée juste après l'opkration 16 de l'Algorithme 5.1 aiin de prendre 
en compte l'effet de la derniere correction. Finalement, la mise B jour est rétablie à l'aide de 
l'expression: 

Schémas d'integration avec contribution sur la frontière 

Conséquemment à l'obtention du facteur de relaxation p,,, il importe que les schémas 
d'intégration numerique utilisés par les élhnents esclaves susceptibles d'entrer en contact au 
voisinage d'un changement brusque de la géométrie, puissent prendre en compte un certain 



Algorithme 5.3 - Détermination du facteur de relaxation p,, 
1: Initialisation du facteur de relaxation global 

2: Pour chaque Element (e) E r: 
Initialisation du facteur de relaxation élémentaire 
 in = 1 
Pour (k = O; k < ne; k = k + 1) (ne: Nombre de points d'intégration) 

Détermination de la position de la particule esclave en Ct+ 
$+AC = v l ( s l l t  + At) = fl(%~($)rt + At) 
Recherche du point de contact de la particule esdave x:+ sur 2 -.. 
??+At = f2(z0(g)lt + At)  
Évaluation du vecteur normal n(&t - - + At) (Eqn (3.11)) 
EvaIuation de la fonction écart g(X',t - + At) (Eqn (3.20)) 

fivaluer le facteur pf",,, (Algorithme 5.4) 
Requ&te du facteur de relaxation élémentaire 
&in = &(&in *&in) 

Fin Pour 
Requête du facteur de relaxation global 
Pmin = min(pmin @&in ) 

13: Fin Pour 

nombre de points sur la frontière de ces mêmes éléments. Pour ce faire, on se propose d'utiliser 
des distributions de points d'integration obtenus par superposition des distributions unidi- 
mensionnels de Newton-Cotes (Dhatt et Touzot, 1981) pour les quadriiateres et par méthode 
directe pour ce qui est des triangles. Dans ce dernier cas, les poids d'intégrations W& sont 

obtenus par intégration exacte des fonctions d'interpolations IVk correspondant au choix de 
la base polynomiale ainsi qu'à la position de ces mêmes points tel que: 

Le Tableau 5.1 présente quelques unes des formules d'intégration numérique sur les triangles 
avec contribution sur la frontière. Entre autres, on remarque que la formule c) constitue un 
très mauvais choix en raison de la contribution nulle des points au sommet. Malgré le fait 
que ces derniers permettent de détecter le changement de géométrie, aucune information ne 
pourra être transmise aux nœuds de calcul. Par contre, la formule d)  constitue un excellent 
choix dû principalement à la possibilité de prendre en compte la forte variation du champ de 
contrainte au voisinage du changement brusque de la @ornétrie. 



Algorithme 5.4 - Determination du facteur de relaxation &*n 

1: Si g(X1,t rY + A t )  >O Alors 

Évaluation de l'angle t9(X1,t -. + At) (Eqn (5 .5) )  

initialisation du facteur de relaxation 
p. = 1  min 
Initialisation des coordonnées en C, 

= z1 2 -  2 ,s ,t+ A t *  Zr Zt+At 
Répè te  

Évaluation du vecteur V A  

1 X I  f + ~ l  Z A = + $ ~  ( -  7,-1 1 
Évaluation du vecteur v ,  

5 

un = g - 2: 
Cr - 
Évaluation de la portion incrémentale du facteur ci, (Eqn (5.6)) ?A -un 
A&,, = 1 + 1-r 
Détermination de la nouvelle coordonnée esclave en C, 
%: = r e l ( x i , ; + P t )  +A&,, x 9 
Mise A jour du facteur Gin 
&in = &in X A g i *  
Recherche du point de contact de la particule esclave 2: sur 

2: = p2(-oC<)J) 
Évaluation du vecteur normaI n (c ,~ )  - .., (Eqn (3.11)) 
Évaluation de la fonction écart g ( X 1 , ~ )  - (J3qn (3.20)) 

Tant que Les conditions (5.4) ne sont pas respectées 
Si ri et sont deformables Alors 

Correction d u  facteur de relaxation 
Pmin = 0.5 x Gin 

Fin Si 
Sinon (Aucune relaxation nécessaire) 

&in = 1 
Fin Si 

22: Sinon (Aucune relaxation nbcessaire) 
23: Pm,, = 1 
24: Fin Si 



ZCibleau 5.1 - Formules d'tntégmtion sur les triangles avec wntn'bution sur la frontiére 

Configuration Degré 
m 

Intégration exacte des polynômes 

Reconstruction du systeme matriciel 

Coordonnées Poids 
W 

On entend réduire la quantité de mémoire requise due à la prise en compte des couplages 
entre les frontiéres candidates au contact par reconstruction de la matrice tangente globale. 
En raison du nombre élevé d'opérations nécessaires à cette reconstruction, il importe de rendre 
cette derniére optionnelle à la résolution des problemes de grandes tailles. Il s'agit là d'une 
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simple restructuration et non d'une modification du nombre de degrés de liberté. Selon la 
définition d'un élément de contact telle qu'établie au Chapitre 4, cette operation implique, 
dans un premier temps, une recherche des nouveaux points de contact sur la configuration 
actuelle Ct+ a Par la suite, on procède à une réévaluation des dépendances associées à 
chaque élément de frontiere esclave. Cette derniere opération implique donc une modification 
du nombre de termes associés à chacune des équations du systéme et donc, de la structure de la 
matrice globale. On note que cette opération peut être effectuée à chaque itération d'équilibre, 
ou encore, une fois seulement au début de la résolution, dans le cas où les déplacements relatifs 
entre les frontières candidates peuvent être considérb petits. 

Contrdle du taux de factorisation 

On tente de diminuer les temps de calcul en permettant la possibilité de contrôler le nombre 
de factorisations nécessaires sur la base d'un pas de temps. Il est bien connu que la variation 
des termes dominants de la matrice tangente diminue considérablement à l'approche de l'état 
d'équilibre. Dans ce contexte, il peut devenir intéressant de maintenir celle-ci constante après 
un certain nombre d'itérations d'équilibre. Cette stratégie permet l'évaluation des dernières 
corrections à l'aide de la dernière matrice tangente factoriske. L 'mêt  des factorisations peut 
être défini selon différents critères tels que le gain d'un ordre dans les normes (5.3) ou encore, 
directement par un choix heuristique basé sur l'expérience de l'utilisateur. Il importe de noter 
que cette astuce peut devenir d'une grande efficacité lorsqu'utilisée en présence d'une méthode 
de lagrangien augmenté. En effet, sachant que l'utilisation d'une faible pénalisation augmente 
considérablement la stabilité de la matrice globale, l'arrêt des factorisations peut donc être 
considéré d& la fin de la première augmentation et ainsi, de maintenir constante la rigidité 
jusqu'à convergence des multiplicat eu s .  

Utilisation d'une méthode de stockage de type CSR 

Une réduction de la quantité de mémoire requise lors de la construction de la matrice 
tangente globale peut être obtenue par utilisation d'une méthode de stockage de type CSR 
(Compress Sparse Row). L'un des avantages de ce type de matrice est la possibilité d'utilisation 
du stockage minimal correspondant à la structure de non zéro établie sur l'ensemble des 
équations du système. Cependant, il importe de mentionner que le contexte de rbolution 
utilisant ce type de stockage doit alors procéder à l'allocation de mémoire nécessaire à, la 
factorisation, ce qui constitue toujours un problème majeur pour les systèmes de grandes 
tailles. 

Bon nombre de ces «packages» sont aujourd'hui disponibles gratuitement sur divers sites 
du domaine publique. Dans le cadre de cette thèse, nous avons utilisb la librairie PETSc 
(Portable, Extensible Toolkit for Scientific Cornputation) développe par le Argonne National 
Laboratory. Ces librairies incluent notamment une vaste gamme de fonctionnalités allant des 
classes de matrices, vecteurs, méthodes de  résolution directe et itératives jusqu'aux utilitaires 
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de visualisation graphique. il s'agit là d'un outil de grand intérêt et extrêmement puissant, 
pouvant être intégré rapidement dans tout code d'analyse par éléments finis. 

Utilisation de «solvers» itératifs 

On désire vérifier l'utilisation potentielle des «solvers» itératifs pour la résolution du sys- 
tème linéarisé (4.79). Une telle possibilité, couplée au stockage matriciel de type CSR, consti- 
tue, selon nous, une des solutions gagnantes en ce qui a trait la résolution des problémes 
de grandes tailles. Cependant, quoique très éprouvées pour la résolution des problèmes de 
mécanique des fluides, les méthodes itératives sont encore peu utilisées pour la résolution 
des problèmes de mécanique des solides et ce, en raison des difficultés inhérentes au mauvais 
conditionnement du système A résoudre. La détermination de méthodes itératives ainsi que 
des préconditionneurs adaptés à la rbolution de ce type de problème constitue un champ de 
recherche encore jeune et qui dépasse largement le cadre de cette thèse. Ici, on se limitera à 
vérifier la possibilité d'utiliser les «solvers» itératifs présents dans PETSc, avec et sans pré- 
conditionnement ainsi que la stabilité de ces derniers selon le type ainsi que l'intensité des 
non-linéarités présentes dans les divers problGmes à résoudre. Cette stratégie permettra, dans 
un premier temps, d'éviter le stockage nécessaire à la factorisation et finalement, de résoudre 
le systéme linéarisé (4.79) beaucoup plus rapidement. Dans le cadre de cette thèse, où les 
systèmes linéarisés sont fortements non linéaires et non symétriques, nous entendons utiliser 
les méthodes itératives de type Krylov tels que GMRES(Saad et Schultz, 1986), Bi-CGSTAB 
(van der Vorst, 1992) et TFQMR (Freund, 1993) jumelées B des prkonditionneurs de type 
Jacobi, ILU (Incomplete LU factorization) et SOR (Successive Overrelaxation). 

5.3.2 Opérations sur la base d'un point d'intégration 

Comme on peut le constater, la prise en compte du probléme de contact avec frottement 
dans la rr%olution d'un problème de mécanique des solides, implique une quantité importante 
d'opérations propres à la détermination des conditions de contact et de frottement aux inter- 
faces de contact. Au niveau performance, on anticipe aisément que les opérations répétitives 
contenues à l'intérieur d'une boucle sur les points d'intégration, auront une influence non 
négligeable sur les temps de calcul. Dans ce contexte, cette sous-section présente, dans un 
premier temps, la séquence d'opérations nécessaires à l'obtention des contributions élémen- 
taires et Kz. Finalement, on établit l'algorithme permettant la détermination du point de 
contact d'une particule esclave sur un ensemble de frontières maîtres candidates au contact. 

5.3.2.1 Évaluation des contributions RE - et Kz 

La détermination compléte du système Linéarisé (4.79) passe nécessairement par l'évalua- 
tion des contributions élémentaires RE - et K: lors de la procédure d'assemblage. Pour ce faire, 



et compte tenu de la définition d'un élément de contact, t d e  qu'établie au Chapitre 4, l'éva- 
luation de ces derniéres quantités implique une boucle sur l'ensemble des points d'intégration 
reposant sur l'élément de frontière esclave associé à l'élément de contact courant. On rappelle 
qu'une telle définition a pour effet de nécessiter une seconde opération d'assemblage pour 
chaque couple d'éléments de frontière composé de l'élément esclave et de l'élément maitre 
correspondant B la projection du point d'intégration courant sur la surface maître. Dans ce 
contexte, l'Algorithme 5.5 présente l'ensemble des opérations correspondant à l'évaluation 
des contributions élémentaires Rz et Kz. En particulier, on y montre que l'évaluation de Ia 
contribution associée au point d7intégration courant n'est effectuée que si ce dernier est &ec- 
tivement en situation de contact. En cas contraire, aucune contribution n'est ajoutée à et - 
K$ 

Finalement, on remarque que la partie la plus délicate lors de l'évaluation du champ de 
contrainte nominale à l'interface, est sanç contredit la mise à jour de la position paramétrique 
C(x1,t) de la particule esclave courante sur l'élbment maître correspondant à sa  projection en 

~ t .  En fait, cette étape, nécessaire à l'évaluation de la vitesse de frottement sur le pas, est 
directement associée au statut de contact en Ct . Si la particule était préalablement en contact 
au début du pas de temps courant, l'actualisation de <(xl,t) ne doit être effectuée qu'en 
présence d'un changement de l'élément maître sur l ' i n t e d e  [t,t + At],  et ce, en raison de 
la paramétrisation spécifique a chaque élément de frontière. Dans ce cas, et telle que montrée 
à la Figure 5.8(a), la nouvelle position paramétrique de la particule esclave est obtenue par: 

1. Évaluer la coordonnée globale interpolée en Ct+ nt, sur l'élément maitre au point $(XI$); 
rV 

2. Déterminer la nouvelle position E(x1,t) en effectuant la projection de la nouvelle coor- 
donnée globale obtenue en 1 sur l%lément maître correspondant à la projection de la 
particule esclave en Ct+ A t .  

Quant à la deuxième 6ventualit6, soit une particule non en contact en Ct, la procédure consiste 
à déterminer, le point de perde  de la droite définie par les positions de cette dernière en Ct et 
Ct+ ~t sur l'élément maître correspondant à la projection de cette particule esclave en Ct+ A 
par une méthode de dichotomie. Le point de percée devient alors la coordonnée paramétrique 
£ ( ~ ' , t )  correspondant a une situation de mise en contact de cette particule menant ainsi à 
une évaluation du frottement entre ce point et celui associé à la projection orthogonale, telle 
que montrée à la Figure 5.8(b). 

5.3.2.2 Détermination du point  de contact  

Qu'il s'agisse de la détermination du facteur de relaxation pmin, du redimensionnement de 
la matrice tangente globaIe ou encore lors de l'évaluation des contributions élémentaires, la 
détermination du point de contact constitue une des opérations les plus répétitives et intensives 
dans le processus d'évaluation des conditions de contact et de frottement aux interfaces. Dans 
ce contexte, nous devons donc porter une attention toute particuliére dans l'élaboration de 
cet te opération, en considérant l'ensemble des particularités pouvant influencer la qualit6 ainsi 
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Algorithme 5.5 - Évaluation des contributions élémentaires - et K: 

1: Pour (k = O; k < &; k = k + 1) (n?: Nombre de points d'intégration) 
Détermination de la position de la particule esclave en Ct+ A t 

1 Et+ ,t = fl(XL,t + At) = fLp0(2:),t + At) 
Recherche du point de contact de la particule esclave xi+, - , sur 7: 

21; , , = f2(%0(f),t + A t )  
Si -:+ , , E Alors (Une projection a et6 determin&) 

Évaluation de la fonction écart g(X1,t - + A t) (Eqn (3.20)) 

Éduation de la contrainte normale t ~ , ,  , , (Eqn (3.34) ou (C-1)) 
Si t N,+, , # O Alors (La particule est en contact) 

Miçe à jour de la coordonn& paramétrique f(X1,t) - - selon le statut 
de la contrainte t~~ (Figure 5.8) 
Transport de la contrainte tangentielle du repère global B la base convective 

b 
t ~ . ,  = bt (Contraintes tangentielles) 

A AT, = A X!+ - T, - (Multiplicateurs de Lagrange) 

Intégration de la contrainte tangentielle sur l'intervalle [t,t + A tl (Eqn (4.24)) 
Évaluation de la contribution au résidu RE - (Eqn (4.57)) 
Ehaluation de la contribution ii la matrice tangente Kt, (Eqn (4.59)) 
Gvaiuation de la contribution h la matrice tangente K& (Eqn (4.60)) 
Ajout de RE C1 dans RE N 

Ajout de Kz, et Kt, dans K: 
Fin Si 

Fin Si 
18: Fin Pour 



(a) Avec statut de contact en CC 

(b) Avec statut de non contact en CC 

Figure 5.8 - Mise à jour de la wordonnée paranadtrique c ( X 1 , t )  rc. 



que les performances de cette étape de recherche du point de contact. Pour ce faire, il importe 
de fixer quelques points importants quant à la nature du probléme à traiter: 

1. La reprbentation discrète des solides candidats au contact est initialement dans un 
état cinématiquement admissible tel que chaque particule reposant sur une frontière de 
contact puisse respecter la condition (3.28) et ainsi n'admettre aucune pénétration de 
la matiere au sens continu; 

2. Permettre la possibilité qu'une fkontière esclave puisse entrer en contact avec diffé- 
rentes frontiéres maîtres ainsi qu'avec elle-même dans des conditions d'auto-contact 
(self-contact). Dans ce dernier cas, il demeure impératif que les particules associées à 
un élément esclave ne puisse entrer en contact avec ce même élément; 

3. On admet qu'il est toujours possible, en phase d'initialisation, d'établir une premiére 
estimation de l'élément maître associé à chaque particule esclave en considérant celui 
dont le barycentre est le plus près de la particule esclave en question. Cette astuce 
permet, entre autres, de fournir les bases nécessaires à la première recherche en cours 
de résolution et d'anticiper sur la prbence de cas de figures jugés pathologiques au sens 
géomet rique; 

4. Lors d'une résolution par une méthode de Iagrangien augmenté, on admet que l'élément 
maître rbultant de la projection d'une particule esclave demeure constant durant les 
cycles d'augmentation et que seule la coordonnée paramétrique varie. Cette hypothéçe 
est tout à fait raisonnable compte tenu que la variation des conditions de contact et de 
frottement diniinue considérablement avec les augmentations. 

Selon ces dernières considérations, l'Algorithme 5.6 présente l'ensemble des opérations 
permettant la détermination du point de contact actuel d'une particule esclave sur une surface 
maître. En particulier, on note que la stratégie adoptée utilise les résultats obtenus de  la 
dernière recherche convergee comme point de départ et progresse de façon systématique par 
la connectivité élément - élement jusqu'à l'obtention d'une projection bornée sur l'élément 
courant. La méthode utilisée pour déterminer cette projection est essentiellement basée sur 
le maintien d'une double condition d'orthogonalité dans l'espace paramétrique d'un élément 
maître entre les vecteurs de base définissant le plan tangent en un point contenu dans cet 
élément et le vecteur défini par ce même point et la particule esclave. L'Annexe D présente 
les détails relatifs à l'évaluation de cette projection. Dans le cas où le point de contact ne 
peut être déterminé sur la frontière maître courante, la méthode poursuit en effectuant une 
recherche de l'élément maître le plus près de cette particule esclave excluant ceux contenus 
dans la frontière précédente, et entame finalement une nouvelle progression vers une éventuelle 
projection bornée. Dans ce contexte, il paraît évident qu'un changement de frontière maître 
implique nécessairement une réinitiaIisation des conditions de contact et de frottement en 
raison de la discontinuité potentielle entre les frontihs. 

Finalement, il importe de noter que I'utilisation d'une discrétisation géométrique de conti- 
nuité fait apparaitre une certaine difficulté dans le processus de détermination du point 
de contact. En effet, et tel que montré à la Figure 5.10, la pénétration d'une particule esclave 
au voisinage de la limite géométrique d'un ensemble d'éléments maitres formant un agence- 
ment non planaire, mène systématiquement à une indétermination du point de contact. Une 



des rnkthodes permettant de solutionner ce problème est de laisser l'algorithme progresser 
vers la discontinuité et de conserver l'élément maître correspondant B celui ayant fait appa- 
rdtre le phénornéne oscillatoire. Le point définissant le pivot de cette oscillation circulaire, 
nécessairement associé à cet élément, devient le point de contact- 

- 

2 Algorithme 5.6 - Détermination du point de contact d'une particule esclave xi+, - , sur T~ 

Calcul du point de projection de la particule esclave $+ A, sur l'&ment maître courant 

g+,, = f2 (WE) ' t  N 
+ 4 

Si est externe B l'élément maître courant Alors 
Recherche du coté de sortie de la particule esclave sur l'élément maître courant 
Évaluation de la coordonnée paramktrique 5 correspondant à l'intersection 
de la trajectoire de sortie avec le cot6 de sortie (Figure 5.9) 
Si Élément du coté de sortie est i n d t a n t  Alors (Atteinte d'une limite géométrique) 

projedOK = vrai 
Sinon (On passe à un autre éIérnent) 

L'élément courant devient celui rattaché à ce coté 
Conversion de la coordonné paramétrique sur ce nouvel élément (Figure 5.9) 

-4 

Fin Si 

Sinon 
ProjectOK = vrai 

F in  S i  
Iter = I ter  + 1 

17: Tant que ProjectOK # vrai ET I ter  < Iter,, 

5.4 Mise en œuvre informatique et logiciels utilisés 

Nonobstant l'intérêt accordé à la mise sur pied des expressions discrétes présentées au 
Chapitre 4, la mise en œuvre informatique du modele numérique développk dans le cadre de 
cette thèse, constitue une &tape d'une extrême délicatesse et ce, en raison du compromis B 
établir entre la rapidite d'exécution nécessaire, et la grande complexité liée à la gestion des 
informations propres à la prise en compte du problème de contact avec frottement. Face à 
un tel dilemme, nous nous sommes donc proposés d'établir une représentation orientée objet 
des divers entitk nécessaires A la définition d'une interface de contact et de programmer 
le tout dans un language permettant à la fois le maintien de cette orthogonalité, ainsi que 
la rapidité tant désirée. Pour ce faire, nous avons donc choisi de programmer un module 
indépendant, appelé «Contacta», permettant la prise en compte du problème de contact avec 



Figure 5.9 - Évaluation de la cooràonnée pamméhique à la frontière d'un élément rnattm 



Resultats de recherches intermédiaires 

Figure 5.10 - Cas pathologique menant à une indéternainution du point de contact 



frottement en language C++, et de greffer le tout à un logiciel d'analyse par élément finis 
programmé en language C. Cette stratégie fut entre autres dictée par la grande puissance du 
language C++ en ce qui a trait à l'encapsulation des données ainsi qu'au polymorphisme; 
concept largement utilisable dans le contexte des interfaces discrétisées par éléments finis. En 
contrepartie, il importe de mentionner que ce dernier language évolue encore passablement 
et comporte bon nombre de particularités fonction du type de plateforme et du choix du 
compilateur, contrairement au language C qui est aujourd'hui bien établi et défini de façon 
identique sur toutes les plateformes (SUN, SGI, HP, etc.). Dans ce contexte, l'ensemble de la 
programmation effectuée dans le language C++ fut donc dictée par le standard ANS1 actuel 
et tel que défini dans Lippman et Lajoie (1998). 

Selon ces dernières considérations, cette section présente les justificatifs ayant mené à une 
définition structurée d'un élément de contact ainsi que l'ensemble des logiciels utilisés dans le 
cadre de cette thèse. 

5.4.1 Définition structuree à l'interface de contact 

Tel que montré à la Figure 4.4 et compte tenu des besoins définis prkédemment, en 
matiére de résolution du problbme de contact avec frottement en grandes transformations, on 
se rend aisément à la conclusion que la définition structurée d'un élément de contact repose 
essentiellement sur celle de l'interface supportant ce même élément. Pour ce faire, il importe 
d'établir quelques définitions de base quant aux utilitaires nécessaires à la conception d'un 
élément de contact et permettre, par le fait même, une exploitation beaucoup plus poussée 
du language C++. 

CtaBasis Cet objet regroupe les informations nécessaires au calcul des vecteurs de base ainsi 
qu'à la métrique associée à un élément de frontière en un point donné. Par un simple 
appel, cet objet procède à l'évaluation de la base duale. Chaque vecteur définissant la 
base (Tl, T2 et N) est stocké d m  un objet de type «CtaVect3D». 

CtaDynaVect 11 s'agit là d'un objet utemplate» permettant la création d'un vecteur dyna- 
mique de type quelconque avec validation de l'indice dans l'opérateur 0 .  Cet objet peut 
évidemment effectuer diverses opérations telles que copie, redimensiomement avec ou 
sans initialisation, etc. 

CtaParamCoor Cet objet permet d'encapsuler les coordonnées d'un point dans la base 
paramétrique (<',c2) avec initialisation par défaut de la coordonnée c2 = O dans le cas 
bidimensionnel. 

CtaPolynome Objet permettant de créer un polynôme de degré n et d'en extraire les racines 
réelles et/ou complexes. En particulier, il est possible de spécifier la construction d'un 
polynôme de Legendre, largement utilisé dans l't5valuation des schémas d'intégration du 
type Gauss. 

CtaS taticvect Il s'agit là d'un objet «template» similaire à l'objet de type «CtaDynaVect» 
permettant la création d'un vecteur de type quelconque à dimension fixe avec validation 
de l'indice dans l'opérateur 0. L'avantage de ce type d'objet est la possibilité, lorsque 
possible, d'allouer l'espace à la compilation et non à l'exécution. 



CtaVect3D Il s'agit là d'un objet d6finissant un vecteur à trois composantes (X,Y,Z)  auquel 
est associé une muititude d'op6rations aüant de la simple addition au produit vectoriel. 
Cette classe permet entre autres d'alléger de façon significative les manipulations entre 
vecteurs. 

La Figure 5.11 présente les diagrammes de classes associés aux divers objets définis précé- 
demment. Selon ces dernières définitions, il est maintenant possible de procéder à la mise en 
place des divers objets menant à la dkfinition d'une frontière candidate au contact: 

BdyNode  Nœud se retrouvant sur une frontière candidate au contact et contenant l'ensemble 
des informations nécessaires à son identification, à sa localisation initiale et actuelle ainsi 
que son nombre de degrés de liberté. De plus, il importe que cet objet puisse répondre 
à une requête sur sa connectivité inverse BdyNode - BdyElement. 

BdyElement Il s'agit d'un élément se retrouvant sur une frontière candidate au contact et 
d é h i  par un identificateur qui lui est propre ainsi qu'un ensemble de BdyNode, Cet 
objet doit aussi contenir l'information sur les valeurs des écarts fictifs aux nœuds, Ies 
particularités associées à l'interpolation ainsi que la connectivité BdyElement - BdyE 
lement. Dans ce contexte, il parait donc justifié, compte tenu des différents types de 
formulations d'éléments possibles, d'établir une certaine hiérarchie au niveau de la défi- 
nition de cet objet. Par exemple, un élément de frontière de type quadrangle et possédant 
une interpolation quadratique incomplète à huit nœuds, noté BdyElementQ8, peut par- 
faitement faire partie de la famille BdyElementQuadrangle qui elle même, fait partie de 
la grande famille BdyElement . 

Boundary Cet objet contient un identificateur qui lui est propre ainsi que I'ensemble des 
informations propres à la définition d'une frontière candidate au contact. En particulier, 
on y retrouve la liste des objets de type BdyNode et BdyElement qui y sont rattachés. 

La Figure 5.12 présente les diagrammes de classe permettant une meilleure visualisation de 
l'interrelation entre les divers objets menant à la définition d'une telle frontière. Conséquent 
à ces derniéres définitions, il est maintenant possible d'établir une définition géométrique de 
l'interface de contact. Cependant, l'aspect résolution implique certaines définitions suppl& 
mentaires permettant, l'association avec cette interface, des propriétés de contact ainsi que 
les schemas d'intkgration nécessaires à la détermination des conditions de contact et de frot- 
tement. Pour ce faire, on présente les définitions suivantes: 

CntcIntgGrp Cet objet regroupe l'ensemble des schémas d'intégration associés aux éléments 
de fionti6re de type BdyEIementLine, BdyElementTriangle et BdyElementQuadrangle. 
Sachant pertinemment qu'une frontiére peut impliquer différentes géométries d'éléments, 
il importe que l'interface puisse répondre à tout type d'intégration possible. En raison de 
la nature même d'un schéma d'intégration, nous nous sommes donc proposés d'établir 
une certaine hiérarchie selon la nature du «BdyElement»: 

Integrat  ion Ce répertoire regroupe l'ensemble des schémas d'intégration susceptibles d'être 
utilisés lors de la résolution du problème de contact. 
In tegrat ion Cet objet, de haut niveau, définit l'interface que doit posséder un schéma 
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d'intégration. En particulier, ce dernier doit savoir retourner ses coordonnées ainsi 
que ses poids et pouvoir dupliquer son information particulière. 

IntgLine Objet dérivant du type Integration; celui-ci permet l'intégration sur les élé- 
ments de frontière de type BdyElernentLine selon deux méthodes ciifkentes. La 
premierel associée à la méthode de Newton-Cotes, permet 17intégration avec des 
points situés aux limites de l'élément. Les schémas implant& sont ceux présentés 
dans Dhatt et Touzot (1981). Quant à la seconde méthode, celie-ci correspond ii 
une généralisation de la méthode de Gauss par résolution du polynôme de Legendre 
de degré n, spkcifie par l'usager. Les n points sont alors distribués uniformément 
sur l'élément. Ces deux dernières spécialisations correspondent aux objets de type 
IntgLineNCotes et IntgLineGauss respectivement. 

IntgTriangle Objet dérivant du type Integration; celui-ci permet l'intégration sur les 
éléments de frontière de type BdyElementliriangle. Les schémas utilisés sont ceux 
présentés dans Dhatt et  Touzot (1981) et au Tableau 5.1. 

IntgQuadrangle Objet derivant du type Integration; celui-ci permet l'intégration sur 
les cléments de frontière de type BdyElementQuadrangle. D'utilisation fort simple, 
il s a t  de créer le schéma en spécifiant comme argument, deux schémas de type 
IntgLine correspondant aux niveau respectif d'intégration dans les directions pa- 
ramétriques q1 et 112. 

La  Figure 5.13 presente les diagrammes de classes associés aux divers schémas d'inté- 
gration proposés. 

CntcLagrangian Cet objet permet la résolution du problème de contact à l'aide d'une mé- 
thode de lagrangien augmenté. En plus de contenir Ies diverses tolérances nécessaires, 
cet objet maintien à jour certaines informations globales, propres à la procédure itérative 
(static) . 

CntcProperty En plus de posséder un identificateur qui lui est propre, cet objet contient 
l'ensemble des informations nkcessaires à la création d'un groupe de propriétés de 
contact. Entre autres, on y admet les pénalisations, le coefficient de frottement, certaines 
tolérances ainsi qu'un contexte de résolution par une méthode de lagrangien augmenté. 

CntcTolerance Objet regroupant un certain nombre de tolérances associées au calcul des 
interfaces de contact. On y retrouve une tolérance sur l'écart minimal avant contact, la 
distance minimale d'unicité entre deux points ainsi que la précision admise sur l'élément 
de référence. Il importe de noter que par défaut, ces tolérances sont initialisées à 0.0, 
10-l2 et 1odL2 respectivement. 

Suite à ces d4finitions, il est maintenant possible de procéder à la création d'une interface de 
contact, notée «CntcInterface» , en admet tant comme attributs: 

0 Un identificateur; 
Un objet de type «CntcIntgGrp» permettant de fixer l'intégration numérique; 

0 Un objet de type «Boundary>, faisant office de frontière esclave; 
0 Une liste d'objets de type «Boundary» représentant l'ensemble des frontières maîtres 

candidates au contact avec la frontiike esclave; 



Une liste d'objet de type «CntcProperty» définissant le groupe de propriétés de contact 
associé à chacune des frontières maîtres; 

0 Une liste d'objet de type «BdyNode» regroupant l'ensemble des nœuds associés aux 
frontiikes maîtres de cet interface. 

C'est donc lors de la création d'un objet de type &ntcInterface» que sont créés les éléments 
de .contact propres à. cette interface- Les attributs associés B cet objet, noté «CntcElernent» 
sont: 

0 Un identificateur; 
0 Un objet de type «BdyElement» inclus dans la frontière esclave e t  faisant office d'élément 

esclave; 
0 Un objet de type <<CntcInterface» permettant de conserver un lien fort sur son interface 

d'attache et de proct5derl le cas échéant, à la requête de diverses informations; 
Un vecteur d'objet de type «CntcParameters», permettant la gestion de l'évolution des 
conditions de contact et de frottement en cours de résolution et ce en chaque point 
d'intégration. Ces paramétres internes doivent entre autres inclure: 

- Le contexte de projection en Ct et Ct+at (L'élément maître «BdyElement» et 
localisation <) ; 

- Les statuts de contact en Ct et Ct+ a t ;  
- La contrainte nominale de frottement exprimée dans le repére de discrétisation et 

ce, en Ct et Ctta t ;  
- La contrainte de contact normal en Ct+ a t ;  

- La valeur de la fonction écart en Ct+ ~ t ;  

- Les multiplicateurs de Lagrange associés à la contrainte nominde de frottement; 
- Le multiplicateur de Lagrange associés a la contrainte normale. 

La Figure 5.14 présente une vue d'ensemble de ces dernières définitions. 

5.4.2 Logiciels utilisés 

L'ensemble des développements effectués dans le cadre de cette th&e, exception faite de 
Contacta, furent implantés dans CLEF version 3.0, un logiciel d'analyse par éléments finis pro- 
grammé en language C développé au sein du département de génie civil de l'université Laval. 
CLEF pour -Logiciel d'~1éments a n i s  est basé sur un noyau de fonctionnalit& orthogonales 
appelé FESh pour Eni te  &lement zhell. Initié au debut des années 90 et ayant servi de logiciel 
support à bon nombre de projets de recherche, ce Iogiciel permet aujourd'hui le traitement 
d'une grande variété de problème dans le domaine de la mécanique des solides d a n t  de la 
simple résolution Linéaire à celle des problèmes non linéaires en grandes transformations en 
passant par l'étude dynamique de l'interaction pont-véhicule. 

En ce qui à trait à l'aspect résolution du système linéarisé, il fut d'un grand intérgt, et 
ce, malgré le fait que CLEF possède son propre solveur direct par lignes de ciel, de procéder 
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à la mise en place d'outils permettant l'utilisation de méthodes beaucoup mieux adaptées 
aux problhes  que nous envisageons de traiter- Dans cette optique, et tel que convenu à la 
section précklente, nous avons donc permis l'utilisation, dans CLEF, des diverses fonction- 
nalitéç offertes par les librairies de PETSc version 2.0.24, développé par le Argonne National 
Laboratory (MCS Division). 

Finalement, l'ensemble des modèles géométriques, maillages, opérations de pré- et post- 
traitement associés aux exemples et applications traités dans le cadre de cette thèse a été 
obtenu à l'aide du logiciel de PATRAN version 7.5 de la société MSC. 



Chapitre 6 

Validation du modèle numérique 

6.1 Généralités 

Ce chapitre a comme principal objectif la validation du modèle proposé dans le cadre de ce 
projet de recherche- Pour ce faire, on présente divers exemples, de niveaux de cornplexit& variés, 
permettant ainsi de faire ressortir l'ensemble des possibilités ainsi que les limites du modde. 
Dans cette optique, la plupart des exemples présent ent une etude paramétrique permettant 
de vérifier la sensibilité de certaines composantes caractéristiques du modéle (pénalisation, 
schéma d'intégration, etc.) sur la résolvabilité, les temps CPU, la quantité de mémoire utilisée 
ainsi que la performance des solveurs disponibles. Tel qu'introduit au Chapitre 5, on rappelle 
que les méthodes iteratives expérimentees dans le cadre de cette thèse sont celles de type 
Krylov jumelées à des pr~conditionneurs de type Jacobi, ILU (Incomplete LU factorizat ion) 
et SOR (Successive Overrelaxation). L'ensemble des exemples traités dans ce chapitre ont &té 
résolus sur un ordinateur Pentium III 930 MHz Linux SMP possédant 1 Go de mémoire vive. 
Considérant la nature fortement non linéaire de ces exemples, la convergence du schéma de 
Newton-Raphson relatif à la minimisation du rbidu d'équilibre est obtenue lorsque les normes 
(5.3) atteignent respectivement 10-~ et 10-~. 

6.2 Poutre courte en grandes transformations 

Comme premier test de validation, on se propose de vérifier l'aptitude du modéle a prendre 
en compte les grandes transformations. Pour ce faire, et compte-tenu de la grande difficulté 
à retrouver de tels exemples de validation dans la littérature, on entend effectuer une étude 
tridimensionnelle du problème bidimensionnel proposé dans le cadre du GRECO (grandes 
déformations et endommagement). Telle que montrée B la Figure 6.1, il s'agit d'une poutre 
courte en pseudo porte-à-faux, soumise B un déplacement vertical (Y) à son extrémité libre. 
D'épaisseur unitaire (21, la poutre est soumise à des conditions de retenue telles que la sur- 
face encastrée ne peut subir aucun déplacement horizontal (X) mais est tout de même libre 
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de se déplacer selon la verticale, exception faite de la limite inf6rieure de la surface. Dans le 
même ordre d'idées, le point d'application du déplacement imposé (fi) est retenu selon l'ho- 
rizontale (X). Dans le but de simuler correctement l'hypothèse des déformations planes dans 
un contexte tridimensionnel, il importe d'empêcher le déplacement selon (2) des deux faces 
perpendiculaires à ce même axe. Le maillage ainsi que les conditions aux limites sont tels que 
montrés à la Figure 6.2. Ce dernier est composé de 48 éléments hexaédriques à 20 nœuds. 
La loi de comportement utilisée est une loi elastoplastique avec êcrouissage isotrope dont les 
caractéristiques mécaniques sont: 

O Module de Young: E = 200000 MPa 
O Coefficient de Poisson: u = 0.30 
0 Limite d'élasticité initiale: a, = 400 MPa 
0 Module d'écrouissage: H = 1000 MPa 

jumelée à l'utilisation d'une dkrivb objective de Jaumann. La résolution du problème est effec- 
tuée à l'aide de la méthode de Newton-Raphson avec pilotage du dkplacement contrôlé ü (voir 
Figure 6.2). Afin de reproduire les conditions du GRECO, on utilise un schéma d'intégration 
de Gauss à huit points (2 - 2 2). Globalement, la convergence du schéma de Newton-Raphson 
est obtenue lorsque les normes (5.3) atteignent respectivement 10-~ et  10-~. 

Cet exemple présente l'intérêt d'engendrer différentes combinaisons de trajets de déforma- 
tion dans la poutre en cours de chargement. En effet, on y retrouve de grandes déformations 
et petites rotations au voisinage de l'encastrement (points 1,2 et 3 sur la Figure 6.1), de pe- 
tites déformations et grandes rotations près du point 4 (Figure 6.1) et finalement, de grandes 
déformations et grandes rotations près du point d'application de la sollicitation ü (point 5 sur 
la Figure 6.1). Plusieurs laboratoires européens dont: 

le Service de Mkanique des Matériaux, Université de Liége; 
O l'Institut National des Sciences Appliquées (INSA), Lyon; 

le Centre d'etude et de Mise en Forme (CEMEF), Sophia, Antipolis; 
O la Division Modèle Numérique en Mécanique (MNM), Compiègne. 

ont déjà traité ce problème. De façon détaillée, la Figure 6.3 montre l'évolution du tenseur 
des contraintes aux points de contrôle en fonction de l'intensité de ia sollicitation. Entre 
autres, on y constate une carte de contrainte a, caractéristique avec une zone d'encastrement 
sollicitée en traction en sa partie supérieure et en compression en sa  partie inférieure. Fait 
particulier, la contrainte au point 5 passe de la compression à la traction au environ de 60% 
de la sollicitation. Ce phénomène est principalement engendré par l'état de confinement au 
voisinage de  la sollicitation dans les premiers stades du chargement. Quant à la  contrainte ou, 
on remarque un effet d'étirement au point 5 selon l'axe (Y) et ce, en raison de la proxirnite de la 
zone de sollicitation. Dans le cas de la contrainte hors plan a,, la Figure 6.3(c) montre une carte 
des contraintes compatible avec I'effet de Poisson dans un contexte de  déformations planes. 
En effet, les zones globalement en traction associ&s aux contraintes a, et ou engendrent, par 
l'effet de confinement hors plan (Z), des zones de compressions selon cette même direction. 
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Figure 6.1 - Poutre en grandes transformcltions: gëôrndtrie, wnditions aux limites et points 
de contrôle 

Finalement, on remarque que la contrainte de  cisaillement T, est presque nulle au point 1 en 
raison de la condition aux limites naturelle ainsi que de la présence d'une rotule empêchant 
l'effort de se développer. En contrepartie, aux points 2 et 3, on constate que les contraintes 
qui s'y développent, sont à un signe près, passablement identiques. 

A chargement maximal (ü = 1)' les résultats obtenus par les d inrents  logiciels sont pré- 
sentés au Tableau 6.1. On remarque que ceux-ci sont très similaires et ce, pour l'ensemble 
des cinq points d'intégration tels qu'identifiés sur la Figure 6.1. Aussi, on constate que le 
point 4 ne subit que de grandes rotations sans même se plastifier. Aussi, la Figure 6.4 pré- 
sente la distribution des déformations plastiques équivalentes sur les configurations déformées 
correspondants aux niveaux de sollicitation ü = 0.5 et ü = 1. On constate que les zones au 
voisinage de l'encastrement et du point d'application de la sollicitation sont les plus plastifiks. 
Il est donc possible de conclure que le modèle permet la bonne reprhentation des grandes 
transformations. 

Afin de permettre une meilleur compréhension de l'importance de  la prise en compte de 
quantités objectives dans le processus d'intégration des lois de comportement, la Figure 6.5 
montre l'évolution du tenseur des contraintes au point 4, obtenue en considérant les dérivées 
de Jaumann et de Green-Naghdi ainsi qu'en l'absence de dérivées objectives. Comme on peut 
le constater, la faible intensité des dkformations (E,, = O) implique que les solutions utilisant 
les dérivées de Jaumann et de Green-Naghdi coïncident. Cependant, la présence de grandes 
rotations en ce point méne à un écart significatif entre les vdeurs calculées avec et sans dérivées 
objectives. 
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(a) Contrainte O, (b) Contrainte O, 

(c) Contrainte oz (d )  Contrainte TZ, 

Figure 6.3 - Poutre en grandes transformations: évolutfon des contraintes aux points de 
con tr6le 
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Tableau 6.1 - Poutre en grandes tmwformations: wmpanrison des champs de contrainte aux 
points de contdle 

f oint de contrôle 
, . . . 

Liège 1 736.6 -13.33 361.9 21.67 0.2475 
INSA 
CEMEF 
MNM 

736.6 -11.26 361.8 20.99 0-2487 
736.4 -11.28 361.9 20.96 0.2485 
735-8 -11.29 361.6 20.91 0.2480 

CLEF 
Liège 

736.0 -11.22 361.8 21.09 0.2482 
582.9 26.12 303.3 148.2 0.1457 

INSA 
CEMEF 
MNM 

581.8 26.43 303.1 148.2 0.1451 
581.8 26.65 303.1 148.3 0.1451 
582.0 26.69 303.2 148.1 0.1451 

CLEF 
Liège 

En complément à cet exemple, on propose de verifier l'influence de l'évolution des di- 
verses non-linéarités inherentes à I'kvolution des grandes transformations sur la résolution de 
ce probleme a l'aide de solveurs itératifs. Considérant une norme de convergence de la mé- 
thode itbrative de l'ordre de  IO-^, la  Figure 6.6, montre que peu importe la méthode utilisée, 
le prkconditionneur de type ILU n'a jamais permis l'obtention d'une solution convergée. En 
contrepartie, on constate que la méthode de GMRES est la moins performante et ce, dès les 
premiers pas de chargement et continue de se dégrader avec l'augmentation de la sollicitation. 
Quant aux deux autres méthodes, elles indique des performances passablement similaires en 
présence d'un pr4conditionnement de type Jacobi. Cependant, on constate une meilleure per- 
formance de la méthode Bi-CGSTAB en considérant un préconditionnement de type SOR. 
En comparant l'évolution de la plastification dans la poutre, telle que montrée à la Figure 6.7 
et les performances de la Figure 6-6, on constate que les trois méthodes présentent une aug- 

581.6 26.01 302.7 148.0 0.1452 
-762.8 -119.9 -441.2 -140.0 0.2063 

LNSA 
CEMEF 
MNM 
CLEF 
Liège 
INSA 
CEMEF 
MNM 
CLEF 
Liège 
INSA 
CEMEF 
MNM 
CLEF 

-757.5 -1 17.0 -437.0 -139.7 0.2051 
-757.1 -116.8 -436.7 -139.6 0.2049 
-757.0 -116.5 -436.6 -139.4 0.2049 
-757.0 -116.6 -436.7 -139.5 0.2050 
-7.56 -3.64 -3.36 -1.08 0.0 
-8.89 -3.64 -3.74 -0.99 0.0 
-8.98 -3.66 -3.79 -1.00 0.0 
-9.14 -3.69 -3.85 -1.01 O .O 
-8.96 -3.67 -3.79 -1.01 0.0 
362.1 622.7 314.9 42.66 0.0560 
355.2 610.9 308.1 36.50 0.0545 
354.7 611.0 306.9 36.02 0.0545 
354.3 613.3 307.7 36.54 0.0544 
355.1 612.4 307.5 37.31 0.0545 
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(a) Contrainte a, (b) Contrainte a, 

(c) Contrainte a, (d) Contrainte rZY 

Figure 6.5 - Poutre en grandes transformations: évolution des contraantes aux points #4 se- 
lon la dérivée utilisée 



CHAPITRE 6- VALLDATION DU MODÈLE NUMBRIQUE 132 

mentation des oscillations au voisinage de U(y) = 0.5. Ce phénomène, beaucoup plus marqué 
avec le préconditionneur de Jacobi, peut s'expliquer par une modification soudaine des zones 
en progression plastique. En effet, on remarque, tel que montré à la Figure 6.7(b), qu'ih partir 
de ce niveau de sollicitation, la zone de la poutre près de la sollicitation cesse de se plasti- 
fier. Malgr6 l'augmentation quasi-constante du volume plastifié, s'effectue progressivement de  
l'encastrement à la zone de sollicitation. Finalement, on peut anticiper sur la robustesse de la 
méthode Bi-CGSTAB avec préconditionnernent de type SOR pour les probkmes en présence 
de grandes transformations. 

6.3 Problème de Hertz 

Cet exemple vise à vérifier les aptitudes du modèle de contact à bien évaluer les conditions 
d'interface dans le cas où la discrétisation géométrique ne représente pas fidélement la gêo- 
métrie du  problème- Pour ce faire, considérons le cas de deux cylindres identiques, paralléles, 
de longueur L (prburnée inhie) ,  mis en contact par l'entremise d'un chargement linéique PL, 
uniformément distribuée sur la longueur des cylindres. La Figure 6.8 montre une représen- 
tation bidimensionnelle des caractéristiques géométriques du problème de Hertz. Comme on 
peut le constater sur cette figure, les deux cylindres, d'un diamètre de D = 50 mm, tendent 
à se rapprocher d'une distance 6 sous l'effet de la sollicitation P = PL - L et engendrant, 
par le fait même, une zone de contact de largeur b. Considérant une loi de comportement 
élastique isotrope dont le module de Young et le coefficient de Poisson sont respectivement E 
= 200000 MPa et v = 0.30, ainsi qu'une pression de contact maximale pré- définie cr, = 1000 
MPa, la théorie présentée dans Young (1989) permet la détermination de la pression linéique 
nécessaire selon l'expression: 

où KD = 0 1 2  = 25 mm dans le cas de deux cylindres de même diamètre. A partir de (6.1), 
la largeur de la zone de contact b est donnée par: 

b = 2 . 1 5 / q  = 0.4547 mm, 

permettant ainsi l'évaluation du rapprochement des centres des deux cylindres, 6 définie par: 

Dans un tel contexte, le probléme à rboudre consiste donc B simuler la mise en contact 
des deux cylindres en contrôlant le rapprochement 6 jusquyà l'obtention de la valeur finale 
(6 = 0.01 187) et de comparer la pressions de contact maximal obtenue avec celle anticipée 
ainsi que la largeur de la zone de contact avec la valeur théorique donnée par (6.2). Considérant 
le caractere tridimensionnel de cette étude, mais aussi la contrainte que nous nous sommes 
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(a) Méthode GMRES 

Figure 6.6 - Poutre 

(b) Méthode Bi-CGSTAB 

en grandes 

(c) Méthode TFQMR 

transformations: résolution à l'aide de solveurs iténztifs 



(a) Plastifkation aux points de contrble ( b )  Volume plastif% 

Figure 6.7 - Poutre en grandes transformations: évolution de la plastification 

donnés quant au non respect intégral de la géométrie des cylindres, on propose d'exploiter 
la symétrie du problème en ne considérant qu'un seul cylindre en contact avec le plan de 
symétrie. Afin de vérifier l'influence de la densité de maillage sur la qualité des résultats, le 
problème est résolu sur trois maillages différents définis en considérant des longueurs d'arête 
minimales au niveau de l'interface de contact de l'ordre de 1.250 mm, 0.625 mm et 0.375 
mm. Selon la largeur de la zone de contact telle que donnée par (6.2)' on constate que les 
densités choisies correspondent à des longueurs avoisinant la largeur de cette zone. La Figure 
6.9 présente les trois maillages utilisés ainsi que les conditions aux limites nécessaires à la 
représentation tridimensionnelle du problème de Hertz. En particulier, on constate que la 
prise en compte d'une longueur de cylindre infinie est obtenue en définissant une longueur 
arbitraire (ici L = 225 mm), en fixant les déplacements a x i a ~ ~  (Z) de l'une des extrémités et en 
assurant l'uniformité des déplacements axiaux (2) de l'autre extrémité à l'aide d'une relation 
linéaire. Les cylindres sont discrétisés à l'aide d'éléments isoparamétriques tétraiédriques à 10 
nœuds. La Figure 6.9 présente également les recouvrements nécessaires à la définition des 
interfaces de contact. Les frontières esclaves et maîtres sont définies respectivement à l'aide 
d'éléments triangulaires à six nœuds et quadrangles à huit nœuds. Le Tableau 6.2 donne 
quelques informations concernant les densit4.s de maillages ainsi que le nombre d'équations à 
résoudre. 
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Figure 6.8 - Problème de Hertz: camctérista'ques géométriques 
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Tableau 6.2 - Problème de Hertz: quelques anfonnations sur les densités de maillage 

Nb. d'éléments de surface 
Nb. d'éléments de contact 
Nb. de nœuds 
Nb. d'équations à résoudre 

Nb. d'éléments solides 
Maillage 0.375 

67157 
Maillage 1.250 1 Maillage 0.625 

8145 1 23788 

L a  résolution des problèmes est obtenue en un seul pas à l'aide de la méthode de Newton- 
Raphson jumelée à une technique de pilotage en condition aux limites imposées correspondant 
à la demie du  déplacement 6 soit 0.005935 mm- Comme il n'y a aucune condition aux limites 
dans la direction (X), on propose de stabiliser le cylindre en considérant un frottement sans 
glissement B l'interface ( p  = 1.0). Les interfaces de contact sont réçolues en considérant des 
pénalités normale et tangente respectivement de 108 et los. L'integration numérique utilisée 
pour les tétraèdres correspond à un schéma de Gauss à 15 points. Pour ce qui est des interfaces 
de contact, nous avons jugé pertinent de verser l'influence du schéma utilisé sur la précision 
des résultats. Les schémas testés sont ceux de Hammer à un, trois et douze points internes. 
En raison de la taille des problèmes à rboudre, les systèmes linéarisés sont résolus à l'aide 
de la mkthode itérative de type Bi-CGSTAB avec préconditionnement de type SOR avec une 
norme de convergence de l'ordre de 1 0 ~ ~ .  

Considérant ce contexte de résolution, le Tableau 6.3 présente quelques données intéres- 
santes, relatives à la rbolution de chacun des trois problémes. Comme on peut le constater, 
et tel qu'anticipé, les temps (CPU) ainsi que la quantité de mémoire nécessaire à la résolution 
augmente avec la densité du maillage, exception faite du maillage 1.250. En effet, le mauvais 
conditionnement occasionné par l'utilisation d'un seul point d'intégration jumelé à la piètre 
qua.iité du maillage implique un nombre d'itérations (Newton-Raphson et Bi-CGSTAB) plus 
grand que celui nécessaire avec trois points d'intégration. Cet te situation implique donc, pour 
ce maillage, une diminution des ratios des temps CPU relatif à l'utilisation d'un seul point 
d'intégration. Pour ce qui est des autres densités de maillage (0.625 et 0.375)' on observe 
une augmentation importante des temps CPU relatifs selon le nombre de points d'intégration 
utilisé. Entre autres, les maillages 0.625 et 0.375 montrent des augmentations respectives de 
l'ordre de 72% et 47% pour une résolution avec douze points d'intégration. Cette situation 
montre donc que le temps passé à l'évaluation des conditions de contact et de frottement a u  
points d'intégration peut être non negligeable, voire même de l'ordre du temps nécessaire a 
la résolution du système linéarisé. Cependant, l'utilisation d'une méthode itérative pour la 
résolution du  système linéarisé fait ressortir cet aspect de façon beaucoup plus importante 
qu'avec une r6solution a l'aide d'une méthode directe (LU) et ce, en raison de la réduction 
des temps de calcul avec la taille grandissante des problémes (voir Tableau 6.3). Cependant, 
il importe de noter que le choix du schéma d'intégration affecte de fqon  indirecte les temps 
de calcul. En effet, les variations du nombre d'itérations des méthodes de Newton-Raphson 
et Bi-CGSTAB font en sorte que les ratios de temps CPU pour un même maillage inclus non 
seulement le temps passé à la détermination des conditions de contact et de frottement aux 



CHAPITRE 6. VALLDATIOEJ DU M O D ~ L E  NUMglUQUE 137 

r e & w ~  linéaires: U,(Z) - Un(Z) = O, i = l..n - 1 

) R. nombre de nœuds sur la fa- 

Figure 6.9 - Problème de Hertz: maillage type, conditions auz limites et interface de contact 
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points de contact, mais aussi l'influence du schéma sur le temps de r&olution du système 
lin&risé. Entre autres, on constate que la résolution à l'aide d'un schéma d'intégration à 
trois points permet l'obtention d'un système linéarisé mieux conditionné que pour les sché- 
mas à un et douze points. On remarque, en effet, une convergence plus rapide de la méthode 
Bi-CGSTAB en considérant trois points d'intégration. Le Tableau 6.3 montre également l'uti- 
lisation de la mémoire en fonction de la taille et du schkma d'intégration. On y constate une 
augmentation de l'ordre de 185% entre les différents maillages. Cette augmentation est bien 
sûr constante en raison de l'absence de factorisation du système linéarisé. Fait intéressant, on 
remarque que la mémoire nécessaire au stockage des informations aux points d'intégration est 
négligeable et ne dépasse guère les 3% de la mémoire totale utilisk. 

Tableau 6.3 - Problème de Hertz: quelques informations relatives à la résolution numérique 

Nb. de points d'intégration 
Temps CPU total (sec.) ' 

Méthode directe (LU) 
Temps CPU / Temps CPU (1 pt) 
Mémoire (Mo) t 
Mémoire / Mémoire (1 pt) 
Nb. d'itér. (Newton-Raphson) 

Méthode directe (LU) 
Nb. d'itér. (Bi-CGST.4B) 
'Ces temps CPU n'impliquent quc 

Maillage 1.250 Maillage 0.625 
1 3 12 1 3 12 

I I 
la rhlut ion non linéaire (excluant la lecture des données). 

t ~ é m o i r e  nécessaire au stockage des données. 
t ~ o ~ e n n e  du nombre d'itérations Bi-CGSTAB par itération de Newton-Raphson sur le pas. 

Pour ce qui est des résultats numériques obtenus, la Figure 6.10, présente la distribution 
de la pression nominale le long de l'axe 2, au niveau de l'interface de contact. Le tracé de 
ces graphiques a été effectué en considérant un échantillonnage de l'ensemble des nœuds se 
retrouvant au voisinage de la ligne centrale de contact selon une tolérance correspondant à la 
largeur théorique de la zone de contact ( b ) .  Dans un tel contexte, et considérant la nature non 
structurée des maillages à l'étude, on doit donc s'attendre à retrouver toute une g m e  de 
valeurs allant de la pression maximale sur l'axe centrale jusqu'à une valeur nulle au voisinage 
de la limite de la zone de contact. Comme on peut le constater, l'ensemble des résultats 
varie considérablement en fonction de la densité de maillage ainsi qu'en fonction du nombre 
de points d'intégration utilisé. On constate également que le maillage correspondant à une 
longueur d'arête minimale de  1.25 mm donne de très mauvais résultats et en particulier, avec 
l'utilisation d'un seul point d'intégration. Malgr6 l'état de Ia soIution, les schémas à trois et 
douze points présentent une solution moins oscillante le long du cylindre que celui à un seul 
point. Cet te situation s'explique bien évidemment par l'incapacité du maillage à effectuer 
une représentation géométrique adéquate de la surface du cylindre au voisinage de  la zone de 
contact ainsi qu'à la sous-intégration du champ de pression engendrée par l'utilisation d'un 
schéma à un seul point. Cependant, le maillage correspondant à une longueur d'arête minimale 
de 0.625 mm donne déjà de bien meilleurs résultats. On peut remarquer que les trois schémas 
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permet tent d'obtenir une solution beaucoup plus uniforme le long du cylindre et en particulier, 
pour ceux à trois et douze points. Encore une fois, le schéma à un seul point, par son effet 
sous-intégrant, ne permet pas une reprêsentation aussi régulière du champ de pression. En 
diminuant la longueur des arêtes en deçà de la longueur théorique de la zone de contact (b) ,  
on remarque, tel que montré à la Figure 6.10(c), que le champ de pression se stabilise et tend 
vers la solution théorique de 1000 ma. Cependant, malgré une densité de maillage adéquate, 
le schéma à un seul point d'intégration génère toujours autant d'oscillations. 

Finalement, la vérification de la solution numérique correspondant à la largeur de la zone 
de contact est obtenu en utilisant la même stratégie que précédemment (écbantiilonnage) mais 
en considérant une tolérance selon l'axe X correspondant à une largeur légèrement supérieure 
à la largeur théorique de la zone de contact. De cette façon, l'khantillonnage contient tous 
les nœuds contenus dans la zone théorique. Dans un tel contexte, la Figure 6.11 présente 
la distribution des pénétrations1 r&idueUes Le long de cette zone et ce, en fonction de la 
densité de maillage et du schéma d'intégration utilisé. Fait assez remarquable, l'utilisation du  
maillage de plus faible densite avec un schéma à douze points d'intégration permet une assez 
bonne représentation de la zone de contact comparativement aux deux autres schémas. En 
augmentant la densité, la Figure 6.11(b) présente une nette amélioration de la qualité de la 
solution jusqu'à l'obtention d'une plage de pénétration totalement positive, telle que montrée 
à la Figure 6.11(c). 

6.4 Blocs en compression 

Le prochain exemple a comme principaux objectifs, de valider l'utilisation, en présence de 
grandes déformations, du modèle de contact avec frottement résolu à l'aide d'une méthode 
de lagrangien augmenté ainsi que la loi d'interface spécialisée à la modélisation de l'interface 
toron-mors d'ancrage. Pour ce faire, considérons le cas de deux blocs, reposant l'un sur l'autre, 
et soumis à un champ de compression à l'interface p a  l'entremise d'une poussée verticale du 
bloc supérieure sur le bloc inférieur. La Figure 6.12(a) présente le maillage utilisé ainsi que 
les conditions aux limites appliquées. On remarque que le bloc inférieur qui est entièrement 
encastre à sa base, est maille à l'aide d'éléments hexaédriques à 20 nceuds. Quant à celui 
du haut, pour qui le déplacement en sa partie supérieure est limite à celui dans la direction 
verticale (ü), est maillé & l'aide d'éléments prismatiques à 15 nœuds. Comme on peut le 
constater sur le Figure 6.12(b), et compte-tenu de la taille différente des deux blocs, les 
densités de maillage identiques de ces derniers font en sorte que le traitement des conditions 
de contact et de frottement doit être effectué sur des maillages non alignés. Les frontiéres 
esclave et maître sont respectivement constituées d'éléments triangulaires à six nœuds e t  
quadrangles à huit nœuds. Le Tableau 6.2 donne quelques informations concernant la densité 
des maillages ainsi que le nombre d'équations à rêsoudre. Les deux blocs sont constitués d'un 
matériau élastophstique avec écrouissage isotrope dont les caractéristiques mécaniques sont: 

Module de Young: E = 200000 MPa 

1. On rappelle qu'une pénétration positive correspond à. une pression de contact non nulle. 
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Figure 6.10 - Problème 

(a) Maillage 1.250 

( b )  Maillage 0.625 

(c) Maillage 0.375 

de Hertz: distribution du champ de pression sur la zone de contact 



CHAPITRE 6. VALIDATION DU MODELE NUMÉRIQUE 141 

(a) Maitlage 1.250 (b)  MaiIlage 0.625 

(c )  Maillage 0.375 

Figure 6.11 - Problème de Hertz: étendue de la zone de contact 
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0 Coefficient de Poisson: v = 0.30 
Limite d'élasticité initiale: a, = 400 MPa 

0 Module d'écrouissage: H = 50000 MPa 

jumelée à l'utilisation d'une dérivêe objective de Green-Naghdi. Pour ce qui est de l'interface, 
on considère, selon l'analyse effectuée, des conditions sans frottement ou encore, une loi de 
frottement de Coulomb avec ( p  = 0.3). 

Tableau 6.4 - Blocs en wmpmsion:  quelques informations sur la densité de maillage 

Quant à la résolution du problème, elle est effectuée à l'aide de la méthode de Newton- 
Raphson avec pilotage du déplacement contralé ü (voir Figure 6.12(a)). Les interfaces de 
contact sont résolues en considérant des péna,lit& normale et tangente de l'ordre de 103. 
L'intégration numérique utilisé pour les hexaédres et les prismes sont respectivement des 
schémas de Gauss à 27 points (3 3 - 3) et de Harnmer-Gauss à 9 points (3 3). Pour ce qui 
est des interfaces de contact, on utilise un schéma de Hammer à trois points internes. Le 
problème est résolu en 21 pas de chargement. Le premier correspond à la mise en contact sur 
une interpenktration initiale de 1 mm et les suivants (20), avec une descente correspondant à 
fi = 5.0 mm. Au stade finale, le bloc supérieur est donc enfoncé dans le bloc inférieur d'une 
distance de l'ordre du cinquième de la hauteur du bloc inférieur (101 mm). 

Nombre d'éléments solides (H20,P 15) 
Nombre d'éléments de surface (Q8,T6) 
Nombre d'interface de contact (T6) 
Nombre d'&iments de contact 
Nombre de nœuds 
Nombre d'éauations a rboudre 

En tout premier lieu, et ce, pour des raisons purement académiques, nous avons procéde 
à la résolution du problème à l'aide des mkthodes itératives afin de vérifier l'influence du frot- 
tement sur le comportement de chacune des méthodes. Considérant un préconditionnernent 
de type SOR, la Figure 6.13 présente l'évolution du nombre d'itérations moyenné sur le pas 
nécessaire à chacune des méthodes testées en fonction du pas de chargement. On remarque 
une trés faible influence de la présence de frottement si ce n'est qu'une Iégére stabilisation 
du système lin6arisé pour ce qui est de la méthode Bi-CGSTAB. De plus, on constate que 
la méthode de GMRES est beaucoup plus sensible l'augmentation de l'intensité de l'enfon- 
cement que les deux autres méthodes et demande, par le fait même, un temps de résolution 
plus &levé. 

192 
48 
1 

32 
930 
2352 

Considérant l'utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté, nous avons discuté au 
Chapitre 5 de l'intérêt de contrôler le taux de factorisation en phase d'augmentation lorsque 
le problème est résolu par une méthode directe (LU). En effet, les Figures 6.14(a) et 6.14(b) 
présentent respectivement la progression de la précision en fonction du temps CPU et du 
nombre d'iterations nécessaire au schéma de résolution de Newton-Raphson. On remarque que 
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Figure 6.13 - Blocs en compressa'on: résolution à l'aide de méthodes itératives 

l'effort de calcul en présence de factorisation en phase d'augmentation est démesuré comparé 
au cas sans factorisation. Pour quatre augmentations des multiplicateurs de Lagrange, cas 
habituellement suffisant pour l'obtention d'une solution acceptable, le temps CPU pour le cas 
avec factorisation est augmenté par un facteur 3.5. En contrepartie, et tel que montré à la 
Figure 6.14(b), le nombre d'itérations nécessaire est très peu influencé par le fait de factoriser 
ou non en phase d'augmentation. Cette situation, qui est généralement respectée est basée 
sur le fait que les statuts de contact et de frottement devraient normalement rester constants 
en phase d'augmentation. Cependant, il est préférable de conserver une certaine latitude au 
niveau de la possibilité de factoriser de façon sélective en phase d'augmentation lorsque le 
nombre d'itérations, pour une même phase devient trop important. Au niveau des résultats 
obtenus, les Figures 6.15(a) et 6.15(b) montrent l'amélioration de la précision selon le nombre 
d'augmentations effectuées. Considérant le trajet A defùii à la Figure 6.12(b), on constate, 
autant pour la pression nominale que le module de la contrainte nominale de cisaillement, une 
très pi6tre qualité dans le cas d'une simple régularisation par pénalisation. En contrepartie, on 
observe une amélioration significative de la qualité et ce, d& les deux premiéres augmentations. 
On remarque kgalement que le contrainte nominale de cisaillement est plus difficile à converger 
que la pression nominale et ce, en raison de la nature complexe de l'évolution du frottement 
à l'interface. 

Fait intéressant, la Figure 6.16 présente la décomposition de la pression nominale selon 
les composantes X, Y et 2. On remarque que cette situation est rendue possible en raison 
de l'évaluation, par le modPle de contact, des conditions de contact et de frottement sur la 
configuration déformée. Dans ce contexte, on remarque une correspondance parfaite entre 
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(a) Temps CPU -vs- précision (b)  Nombre d'itérations -vs- précision 

Figure 6.14 - Blocs en compression: infience du tavz de factorisation en ptésence d'une 
méthode de lagnzngien augmenté 

les composantes selon X et Z ainsi qu'une prédominance évidente de la composante Y. Un 
examen des Figures 6.16(a) et 6.16(c) montre l'effet de confinement de la périphérie du bloc 
supérieur dans le bloc inférieur ainsi que de fortes pressions au niveau des coins, telles que 
présentées à la Figure 6.l6(a). Conséquent à cette situation, la Figure 6.17 montre une re- 
présentation qualitative des statuts de contact agissant à l'interface. Considérant O, 1 et 2 
comme étant respectivement des conditions de non contact, contact collant et contact glis- 
sant, on remarque que le bloc supérieur est totalement en contact mais présente d'importantes 
zones de glissement selon les premier et troisième tiers des diagonales ainsi que des zones pro- 
pices au décollement au voisinage du centre ainsi qu'au milieu des côtés occasionnée par un 
soulévernent potentiel dû au confinement dans le plan XZ. 

La dernière partie de cet exemple concerne la validation de la loi de contact avec frotte- 
ment spécialisé au cas de l'interface toron-mors d'ancrage. En particulier, on d&ire vérifier 
le comportement de la loi lors de la mise en contact des deux blocs. On rappelle brièvement 
que cet te loi de comportement doit permettre une représentation hyperbolique de l'évolution 
de la pression nominale, une direction tangentielle sans glissement possible et une derniere 
direction permettant le glissement selon la loi de Coulomb. Pour ce faire, nous avons choisi 
les axes X et Z comme étant respectivement les directions avec et sans glissement. La loi de 
Coulomb est régularisée B l'aide d'une pénalisation de 104 avec un coefficient de frottement 
p = 0.3. Quant Zi  la direction sans glissement, la pénalisation est 6xée à 10''. Simulant un 
écart initial go = 10 mm, la Figure 6.18 montre l'évolution de  la pression nominale au point 
A (voir Figure 6.12(b)) en fonction de la valeur du coefficient 7. On remarque que plus le 
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(a) Direction normale (b) Direction tangentielle 

Figure 6.15 - Blocs e n  compression: qualz'té de la solution sur le trajet A selon le nombre 
d 'augmentations 
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(a)  Composante X (6) Composante Y 

(c) Composante Z (d)  Résultante 

Figure 6.16 - Blocs en compression: composantes de la pression nominale a l'interface de 
contact à charge maximale 
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s m o i  iJ 

Figure 6.17 - Blocs e n  compression: statuts de contact à l'interface (charge maximale) 

coefficient est petit, plus la pression nominale tend rapidement vers l'infini au voisinage de 
la frontière maître. Pour ce qui est du comportement dans le plan tangent, la Figure 6.19(a) 
montre effectivement un déplacement relatif des deux frontières dans la direction X, plus im- 
portant près des limites de la frontière esclave. Quant à la direction tangentielle 2, la Figure 
6.19(b) ne présente aucun déplacement relatif significatif au niveau de l'interface. 

6.5 Glissement d'un bloc sur une plaque 

Ce problème a comme principal objectif de vérifier l'aptitude du modèle a prendre en 
compte les grands déplacements relatifs ainsi que le respect de la loi de frottement durant 
une séquence de glissement. Pour ce faire, et tel que montré a la Fiame 6.20, considérons 
le cas d'un bloc déformable reposant sur une plaque mince, elle aussi défonnable, et soumis 
à un déplacement horizontal après avoir été préalablement comprime contre la plaque par 
l'entremise d'un chargement perpendiculaire au plan de la plaque. La Figure 6.21 présente le 
maillage ainsi que les conditions aux limites appropriées. En particulier, on remarque que la 
plaque est encastrée à sa base et que le bloc est retenu dans la direction Y afin d'éliminer tout 
déplacement de corps rigide dans cette même direction. Pour ce qui est de la direction X, on 
admet que les déplacements de corps rigides seront empêchés par les efforts de frottement à 
l'interface bloc-plaque. La plaque et le bIoc sont discrétises respectivement d'éléments hexa- 
édriques à huit nœuds et prismatiques B six nœuds. Selon l'orientation des prismes, l'interface 
de contact, qui est constituée de la surface inférieure du bloc et de la totalité de la surface 
supérieure de la plaque, est entièrement discrétisée à l'aide d'éléments quacirangles à quatre 
nœuds. Le Tableau 6.5 présente quelques informations concernant la densité de  maillage ainsi 
que le nombre d'équations à résoudre. Les deux pièces sont constituées d'un matériau élasto- 
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Figure 6.18 - Blocs en compression: validation de la loi de comportement spécialisée dans la 
direction normale 

plastique avec écrouissage isotrope dont les caractéristiques mécaniques sont: 

Module de Young: E = 200000 MPa 
Coefficient de Poisson: v = 0.30 
Limite d'élasticité: 0, = 200 MPa 

a Module d'ecrouissage: H = 50000 MPa 

jumelée à l'utilisation d'une dérivée objective de Green-Naghdi. Pour ce qui est de l'interface 
de contact, on considère une loi de frottement de Coulomb avec p = 0.3. 

Tableau 6.5 - Glissement d k n  bloc sur une plaque: quelques informations sur la densité de 
maillage 

Nombre d'interface de contact 
Nombre d'éléments de contact 
Nombre de nœuds 

Nombre d'éléments solides (H8,PG) 
Nombre d'éléments de surface (Q4) 

Nombre d'équations à résoudre 1 1232 

368 
136 

Quant à la résolution, elie est effectuée B l'aide de la méthode de Newton-Raphson utilisant 
diverses combinaisons de méthodes de pilotage permettant ainsi un contrale aisé de l'évolution 
du problème autant dans les zones stables (pré- et post-critique) qu'au voisinage du point 



(a) Composante selon .Y du champ de déplace- ( b )  Composante selon Z du champ de déplace- 
ment (enfoncement mauirnal) ment (enfoncement maximal) 

Figure 6.19 - Blocs e n  compression: validation de la loi de comportement spécialisée dans le 
plan tangent 

critique correspondant au début du glissement du bloc. L'interface de contact est résolue 
en considérant des pénalités normale et tangente de l'ordre de 10' et 103 respectivement. 
L'intégration numérique utilisée pour les hexaèdres et les prismes sont respectivement des 
schémas de Gauss à 27 points (3 3 - 3) et de Hamrner-Gauss à 9 points (3 3). Pour ce qui 
est des interfaces de contact on utilise un schéma de Gauss à neuf points (3 3). 

Le bloc est initialement soumis à un chargement vertical correspondant à une pression 
uniforme de 200 MPa appliquée sur sa partie supérieure, telle que montree à la Figure 6.21. 
Il importe de noter qu'une pénetration résiduelle de l'ordre de IO-' est induite au niveau 
de l'interface afin de stabiliser la résolution au cours du premier pas. Tout en maintenant ce 
premier chargement, le bloc est ensuite soumis à une poussée horizontale menant celui-ci au 
glissement. Afin de permettre le passage de la zone critique (amorce du glissement), le pilotage 
est effectué comme suit: 

Le chargement vertical est appliqué en un seul pas utilisant un pilotage en chargement 
imposé. Considkrant les dimensions de la surface supérieure du bloc, la force verticale 
résultante est de 10 kN (5.10 -200). Dès lors, la loi de Coulomb permet d'anticiper sur 
la force horizontale critique qui est de 3 kN ( p  - 10). Selon les dimensions de la surface 
latérale du bloc (plan YZ), et consid6rant une pression unitaire? le paramétre de charge 
correspondant est de 200 (3000/(3 5 1)); 

Le chargement horizontal est alors augmenté au voisinage du point critique (190) en 
cinq pas de 38 MPa en utilisant un pilotage en chargement imposé; 
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1 

point A point B 

5 

2.5 

Figure 

/mm? 

6.20 - Glissement d'un bloc sur une plaque: caractéristiques géométriques 
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Figure 6.21 - Glissement d'un bloc sur une plaque: maillages et conditions aux limites 
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3. Le premier glissement est amorcé en considérant 10 pas utilisant une méthode de lon- 
gueur d'arc appliquée sur un déplacement initial du point A (voir Figure 6.20) de 0.01 
-; 

4. Le glissement entretenu en effectuant un pilotage en déplacement du point A de 0.1 mm 
jusqu7à divergence du schéma de Newton-Raphson. 

Tel que proposée, la rholution du problème mène directement à une instabilité lors du 
passage au glissement. Cette situation est exclusivement provoquée par l'absence de conditions 
aux Limites dans les direction X et Z. D'un point de vue numérique, e t  tel qu'exposé en détail 
au début du Chapitre 5,  on anticipe que le système à résoudre sera stabilisé par les efforts 
de contact et de frottement à l'interface. Dès lors, malgré sa petite taille, il s'agit là d'un 
probléme fortement non linéaire permettant de  vérifier la robustesse des methodes itératives 
à l'étude. La Figure 6.22 austre le comportement de ces trois méthodes jumelées aux trois 
préconditionneurs préalablement définis au début de ce chapitre. Cette fois, on constate que 
les trois méthodes se comportent de fqon  passablement similaire, exception faite que seul le 
préconditiomeur de type ILU permet 170btention d'une solution complète. On rappelle que 
ce même préconditiomeur n'avait pas permis l'obtention de solution pour le problème de la 
poutre courte en grandes transformations. La  Figure 6.23 présente le détail de la Figure 6.22 
au voisinage du point critique. On constate que le préconditionneur semble bien se comporter 
au cours des premiers pas de chargement mais devient totalement inapte avec l'augmentation 
de l'intensite des déplacements relatifs. On constate également une grande stabilité de la 
solution tout au long de la phase de glissement. En fin de course, la diminution de la surface 
de contact utile mène à un réajustement des efforts de contact et de frottement et provoquant, 
par le fait même, une légère modification du nombre d'itérations nécessaires à la résolution 
du systeme linéarisé. 

Conséquent à l'obtention de la solution, la Figure 6.24 présente l'évolution des réactions 
horizontale et verticale en fonction du déplacement du point B (voir Figure 6.20). En par- 
ticulier, on constate sur la Figure 6.24(a) qu'une fois appliqué, le chargement vertical est 
transmis totalement à la base de la plaque tout au long du glissement. Dans la direction 
horizontale, la Figure 6.24(b) montre une augmentation régulière de la charge horizontale en 
début de chargement jusqu'à l'obtention du chargement critique qui correspond effectivement 
à la valeur amticipee. Par la suite, la réaction demeure constante jusqu'à ce que se produise 
une diminution de la surface de contact. A ce moment, le débalancement du bloc, produit 
par son arrivé en bout de plaque, génère un effet de levier et donc, de la pression normale. 
Cette situation telle qu'illustrée à la Figure 6.25, a pour effet de nécessiter un réajustement 
de l'effort horizontal due à la loi de Coulomb. Finalement' la Figures 6.26 présente l'évolution 
de la contrainte de von Mises en fonction de la position du bloc. On y remarque, entre autres, 
une légère plastification ainsi qu'une carte passablement constante de  la contrainte de von 
Mises tout au long du glissement. En fin de course, le débalancement tend à produire un 
poinçonnement sur le bord de la plaque d'où l'augmentation substantielle de la contrainte. 
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(a) Méthode Bi-CGSTAB (ô) Méthode GMRES 

(c) Méthode TFQMR 

Figure 6.22 - Glissement d'un bloc sur u n e  plaque: comportement des sofveurs itératifs 
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(a) Methode Bi-CGSTAB (b)  Méthode GMRES 

(c) Méthode TFQMR 

Figure 6.23 - Glissement d'un bloc sur une plaque: comportement des solueurs it&atifs (au 
voisanage du point critique) 
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(a) Réaction verticale 

(b) Réaction horizontale 

Figure 6.24 - Glissement d'un bloc sur une plaque: réactions d'appuis en fonction du ddpla- 
cernent horizontal au point B 
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Figure 6.25 - Glissement d'un bloc sur une plaque: déplacement vertical en fonction du dé- 
placement horizontal au point B 

6.6 Formage d'une tôle mince 

Comme dernier problème, on propose de vérifier le comportement du modéle de contact 
avec frottement dans un contexte de grandes transformations faisant intervenir plus d'une 
interface de contact ainsi qu'une progression importante de l'étendue des zones de contact. 
Pour ce faire, considérons le cas du formage d'une tôle mince circulaire, reposant sur une 
matrice rigide et sollicitée par l'entremise d'un outil hémisphérique situé au dessus de la 
tôle, lui-même mobilisé par un mécanisme quelconque. Tel que montrée sur la représentation 
axisyrnétrique de la Figure 6.27, on remarque que la tôle est retenue sur sa périphérie S l'aide 
d'un serre-flanc et n'est donc libre de se déformer qu'A partir de la limite intkrieure de ce 
dernier. 

Dans le but de traiter ce problème dans un contexte tridimensionnel, et comptetenu de 
la symktrie de révolution présentée à la Figure 6.27, on propose de considérer une portion de 
90 " . La Figure 6.28 montre le maillage, les conditions aux limites ainsi que les interfaces de 
contact. Comme on peut le constater, l'indéformabilité de l'outil et de Ia matrice permettent 
de simplifier leur discr4tisation géométrique à celle des éléments de recouvrement, nécessaires 
A la définition des frontières candidates au contact. La tôle est discrétisée B l'aide d'éléments 
hexaédriques à huit nœuds et les frontiéres candidates au contact, d'ékments quacirangles à 4 
nœuds. Selon la definition même du problème, il importe de prendre en compte deux interfaces 
de contact. La première interface est d&nie par les frontières appartenant respectivement à 
l'outil et à la surface supérieure de la tôle tandis que la seconde est constituée de la surface 
inférieure de la tôle et celle de la matrice. Le Tableau 6.6 présente quelques informations 
concernant la densité de maillage ainsi que le nombre d'équations & résoudre. La tôle est 



2- u 

(a) Déplacement du point B: 0.0 mm 

Gr. 
( b )  Deplacement du point B: 8.4 mm 

(c) Déplacement du point B: 23.4 mm (d) Deplacement du point B: 38.4 mm 

Figure 6.26 - Glissement d'un bloc sur une plaque: évolution de la contrainte de von Mzses 
selon la position du bloc 
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constituée d'un matériau &stoplastique avec êcrouissage isotrope dont les caractéristiques 
mécaniques: 

a Module de Young: E = 69000 MPa 
Coefficient de Poisson: v = 0.30 

0.216 
Limite d'élasticité: U, = 589 (10-~ + E,,) 

jumelée à l'utilisation d'une dérivée objective de Green-Naghdi. Pour ce qui est des interfaces 
de contact, on considère, selon l'analyse effectuée, une loi de frottement de Coulomb sans 
frottement ( p  = 0.0) et avec frottement ( p  = 0.15, p = 0.30) . 

Quant à la résolution du problème, elle est effectuée B l'aide de la méthode de Newton- 
Raphson avec pilotage du déplacement contrôlé ü (vcir Figure 6.28) jusquY8 l'obtention d'un 
enfoncement maximal de l'outil de l'ordre de 30 mm. Les interfaces de contact sont résolues 
en considérant des pénalith normale et tangente de l'ordre de 104, jumelées à une méthode 
de lagrangien augmentée (quatre augmentations) . L'intégration numérique ut iliske pour les 
hexaèdres est un schéma de Gauss à 27 points (3 3 . 3). Pour ce qui est des interfaces de 
contact on utilise un schéma de Newton-Cotes à quatre points (2 - 2). Dans le contexte actuel, 
où la surface de l'outil est sphérique, l'utilisation d'un tel schémas permet la détection rapide 
de la première mise en contact au niveau des nœuds de l'outil. Le probkme est résolu en 50 
pas de chargement, permettant ainsi la mise en forme de la tôle. 

Tableau 6.6 - Formage d'une t61e mince: quelques informations sur la densité de maillage 

Le problème que nous envisageons de rboudre fait partie intégrante d'une série de cas tests 
largement utilisée dans le processus de validation des modèles numériques. En particulier, Sa- 
leeb et al. (1994) présente certains résultats numériques en considérant une discrétisation 
axisymétrique du dit problème. Avant msme de présenter les rbultats obtenus, le Tableau 
6.7 montre un exemple typique de convergence rencontrée lors de la résolution numérique. En 
particulier, on remarque une première série de cinq itérations menant ainsi à la convergence 
du probléme de contact sans aucune contribution des multiplicateurs de Lagrange. A ce stade, 
les pénétrations et glissements réversibles correspondent donc à la solution obtenue par péna- 
lisation. Par la suite s'enclenchent les quatre augmentations et pour lesquelles un minimum 
de deux itérations du schéma de Newton-Raphson sont exigées. Il importe de noter que l'en- 
semble des itérations inhérentes aux augmentations des multiplicateurs sont effectuées à l'aide 
de la matrice tangente évaluée B l'itération 5 et  ne nécessite, par le fait même, qu'un faible 
effort de calcul. On constate également une convergence quadratique obtenue essentiellement 

Nombre d'éléments solides (H8) 
Nombre d'éléments de surface (Q4) 
Nombre d'interface de contact 
Nombre d'éléments de contact 
Nombre de nœuds 
Nombre d'équations à résoudre 

1410 
2270 

2 
interface #1: 500, interface #2: 675 

3231 
6050 
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Figure 6.27 - Formage d'une t61e mince: caractéristiques gwrnéteques du procédé 

par l'imposition des conditions de contact au cours des augmentation. Seules les intensités des 
efforts aux interfaces peuvent varier et non les statuts de contact et de frottement. 

Dans le but de vérifier l'aptitude du rnodéle B résoudre ce type de probléme, la Figure 
6.29 présente l'effort nécessaire à l'enfoncement de la sphère en fonction du coefficient de 
frottement. On constate aisément que le coefficient de frottement n'a que très peu d'influence 
sur l'énergie de déformation et ce, jusqu'a un enfoncement d'environ 20 mm. Au delà de ce 
niveau, l'effet du frottement commence à se faire sentir de fqon  beaucoup plus considérable. 
En fm de course (enfoncement de 30 mm), on constate que l'utilisation d'un coefficient de 
frottement de 0.3 nécessite une augmentation de l'effort nécessaire de l'ordre de 20%. Dans 
le même ordre d'idées, la Figure 6.30(a) montre l'influence du coefficient de frottement sur 
la distribution de la déformation radiale à Ia fibre supérieure et ce, pour un enfoncement de 
l'ordre de 20 mm. On remarque qu'au voisinage de la portion centrale de la tôle, la défor- 
mation radiale est grandement infiuencée par la valeur du coefficient de frottement qui tend 
à relaxer considérablement cette dernière. Cependant, on constate une inversion de cet effet 
bénéfique à partir d'une distance correspondant au  quart du rayon de la tôle pour finalement 
devenir négligeable au voisinage du pic localisé près du serre-flanc. Ce niveau de déformation 
au voisinage du serre-flanc indique clairement la nécessité d'un raffinement du maillage afin 
de permettre m e  meilleure représentation du champ de déformation. Dans l'ensemble, on 
remarque que les rbultats obtenus et tels que présentés aux Figures 6.29 et 6.30 sont tout à 
fait comparables à ceux obtenus par Saleeb et al. (1994). Quant à la distribution de la défor- 
mation radiale présentée à la Figure 6.30(b), les écarts sont probablement dues à l'utilisation 
d'une mesure de déformation différente de celle utilisé dans le cadre de cette thése ainsi qu'à 
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[ -/ionrière mftre: matrice 

Figure 6.28 - Formage d'une t6Ze mince: maillages, conditions aux limites et interfaces de 
contact 
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la différence entre la densité des maillages utilisés pour la matrice rigide et l'outil. 

Tableau 6.7 - Formage d'une t8le mince: wnvefgence typique pour un pas de chargement 

Itérat ion Déplacement (5.3a) Résidu (5.3b) 
1 1.00000E+00 3.85502E+00 
2 3-372203-01 3.75201E02 
3 2.300383-02 2.95745E02 
4 1.76809E03 1.55127E03 
5 5.89188E04 4.57137EL04 

Pénbtration: interface #1: 0.00151237, interface #2: 0.000751213 
Glissement réversible: interface #l: 1.43103e-05, interface #2: 0.00010891 

Première augmentation 
6 4.28317E03 5.63913E03 
7 2.627163-04 4.65055E04 

Pénetration: interface #l: 0.000653001, interface #2: 0.000248323 
Glissement réversible: interface #1: l.12134e-05, interface #2: 9.87133e-05 

Deuxiéme augmentation 
8 1 -39967E03 1.737593-03 
9 3.457213-04 4.20531E04 

Pénétration: interface # 1: 0.000580466, interface #2: 9.8907e-05 
Glissement réversible: interface #1: 7.62879e-06, interface #2: 6.60283e-05 

Troisième augmentation 
10 8.159263-04 1.00391E03 
11 5.785853-04 7.037833-04 

Pénétration: interface #1: 0.000529001, interface #2: 4.74329e-05 
Glissement réversible: interface #l: 5.15748e-06, interface #2: 3.9558e-05 

Quatrième augmentation 
12 8.097773-04 1.02620E03 
13 1 .07329EO3 1.31734E-03 
14 1.102673-03 1 -3489OEO3 
15 4.41616E04 1 -43372E03 

Pénbtration: interface #1: 0.000621092, interface #2: 2.6126e-05 
Glissement réversible: interface #1: 4.07995e-06, interface #2: 2.57603e-05 

Finalement, les Figures 6.31(a), 6-31 (b) et 6-31 (c) montrent l'influence du frottement sur 
l'étendu ainsi que sur l'intensité de la déformation plastique équivalente en fin de course 
(enfoncement de  30 mm). On constate aisement que la tôle subit de grandes transformations 
correspondant B un niveau de déformation maximale de l'ordre de 45% pour le cas sans 
frottement (p  = 0.0) jusqu7à une valeur de l'ordre de 32% pour le cas avec p = 0.3. On 
remarque également que contrairement au cas sans frottement (p  = 0.0)' où le niveau de 
déformation décroît du centre de la tôle vers le serre-flanc, les cas avec frottement présentent 
une zone de déformation maximale localisée approximativement au quart du rayon de la t61e. 
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Figure 6.29 - Formage d'une t61e mince: force appliquée sur la sphère en fonction de son 
enfoncement 

(a) Influence du coefficient de frottement (fibre 
supeieure) 

( b )  Comparaison des résultats (p = 0.30) 

Figure 6.30 - Formage d'une t61e mince: distribution de la déformation radiale selon la da- 
rection radiale (enfoncement = 20 mm) 
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La position de cette concentration correspond évidemment à l'endroit où la contribution du 
frottement est maximale (aire tributaire maximale avant la perte de contact). Fait intéressant, 
on peut remarquer sur ces mêmes figures, et en particulier, sur celles avec coefkients de 
frottement non nuls, la présence d'une certaine dissymétrie selon la direction circonférentielle. 
En effet, compte-tenu de la portion considérée (90 O ), la discrétisation de la sphére (voir 
Figure 6.28) méne directement à l'apparition d'une sollicitation ne respectant pas exactement 
les conditions d'axisymétrie. Cet te situation provoque donc l'apparition d'une légere flexion 
autour de l'axe radial et par le fait même, une augmentation de l'intensité de la plastification 
le long de l'axe radial au voisinage du huitiéme de la circonférence (45 ' ) . Il importe de noter 
que cette situation peut étre partiellement corrigée en augmentant la densité de maillage dans 
la direction cinconférentielle ou encore, en diminuant la portion considérée. 



(a) ,Y = 0.0 

.* 1- 

(c )  p = 0.30 

Figure 6.31 - Formage d'une t61e mince: déformation plastique équivalente (enfoncement = 
30 mm) 



Chapitre 7 

Étude des dispositifs d'ancrage 
multit orons 

Généralités 

Ce chapitre a comme principal objectif l'étude du comportement déformationnel de diffé- 
rents dispositifs d'ancrage mult i t orons par la mét hode des éléments finis. L'approche utilisée 
permet, entre autres, de considérer les grandes transformations susceptibles de se produire 
dans les diverses composantes des dispositifs. On entend ici, par grandes transformations, 
l'intensité des déformations ainsi que des déplacements relatifs aux diverses interfaces de 
contact . 

L'intérêt d'une telle étude fait suite à un programme 8 la fois expérimental et numérique 
de recherche mené par Bastien (1992) sur l'étude du comportement des dispositifs d'ancrage 
mono- et multitorons. Pour ce qui est du volet expérimental, les essais effectués sur les dis- 
positifs d'ancrage multitorons de type LH19T15 du procédé LH de la societé Spie-Batignolles 
(Spie-Batignolles, 1986)' ont permis, en plus de recueillir de nombreuses données provenant 
de l'instrumentation (fiéches, déformations, enfoncement des mors d'ancrage, etc.), d'observer 
la présence de déformations permanentes dans le bloc d'ancrage et en particulier, au voisinage 
des alvéoles coniques sans toutefois pouvoir les quantifier. Dans le même ordre d'idkes, il a été 
démontré que l'utilisation de plots tronconiques ou de systèmes toron-mors d'ancrage n'avait 
que très peu d'influence sur le comportement déformationnel global du bloc d'ancrage et ce, 
malgré la différence importante entre I'enfoncement des plots et celui des systémes toron-mors 
d'ancrages. En contrepartie, rien n'est mentionné quant aux effets locaux d'une telie variante, 
exception faite d'une modification permanente de Ia conicité des alv6oles situées dans la por- 
tion centrale du bloc d'ancrage. Quant au volet numérique de cette étude, les analyses par 
éléments finis ont permis de prédire la plage de comportement des dispositifs d'ancrage et de 
contirmer certaines observations obtenues expérimentalement. En particulier, il a été possible 
de confirmer la présence de grandes déformations élastoplastiques dans le bloc d'ancrage ainsi 
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que l'influence marquée de l'intensité du coefficient de frottement agissant à l'interface mors 
d'ancragedvéole conique sur le comportement déformationel du dispositif. En contrepartie, 
il fut à toute fin pratique impossible d'obtenir des résultats numériques pour des coefficients 
de frottement intermédiaires ( O  < p < 00) et ce, en raison de la faible robustesse du modèle 
utilisé. 

Plus récemment, une série d'analyses ont été effectuées par Odobasic (1998) sur le même 
dispositif ci-haut mentionne ainsi que sur un dispositif Al9K15S du procédé K de la société 
F'reyssinet (F'reyssine t , 1988) et ce, afin de déterminer l'influence des non-linéarit és mat érieileç 
(petites déformations élastoplastiques) sur la densité de maillage optimale à utiliser. Malgré 
le grand intérêt de l'ouvrage, l'auteur n'a utilisé qu'une reprbentation Linéaire des champs de 
déplacement ainsi qu'une formulatiou du problème de contact en petits déplacements relatifs 
ne permettant pas une représentation adéquate de l'évolution des conditions de contact et de 
frottement à l'interface mors d'ancrage-alvéole conique. 

Selon ces derniéres constatations, nous proposons donc de diviser ce chapitre en deux 
parties. La premiére présente une étude comparative de trois dispositifs d'ancrage multitorons. 
Après une brève description des dispositifs, du mode de mise en charge ainsi que les détails 
propres aux analyses par éléments finis, on y présente l'ensemble des résultats permettant de 
vérifier et de comparer leur comportement sous chargement en service ainsi qu'à l'ultime des 
câbles de précontrainte. 

Finalement, et compte-tenu des restrictions associées à l'utilisation de plots tronconiques, 
la seconde partie présente une étude paramétrique permettant la détermination du compor- 
tement global d'un système toron-mors d'ancrage à l'aide de la loi de comportement proposée 
au Chapitre 3. En particulier, le calage de la loi de comportement est effectué sur un dispositif 
d'ancrage monotoron de type LHlT15 du procédéç LH de la société Spie-Batignolles (Spie- 
Batignolles, 1986) à l'aide d'une méthode par réseau neuromimétique et ce, en considérant les 
résultats expérimentaux obtenus de Michaud et Bastien (1996). On notera que cette approche 
permet une utilisation ultérieure du système toron-mors d'ancrage dans le cadre d'une analyse 
sur un dispositif d'ancrage multitorons complet. 

Étude comparative de trois dispositifs d'ancrage 

Cette section présente une étude comparative de trois dispositifs d'ancrage multitorons 
actuellement utilisés dans le domaine du génie civil pour la mise en précontrainte des ouvrages 
en béton l .  Pour ce faire, on propose de solliciter les dispositifs d'ancrage à l'aide de plots 
tronconiques (voir Figure 1.5) à un niveau de chargement correspondant à la limite ultime 
des câbles de précontrainte. Dès lors, il devient possible de vérifier le comportement de chacun 
des dispositifs en regard de l'utilisation des câbles usuels mais aussi, d'anticiper sur l'utilisation 
potentielle de ces mêmes dispositifs avec des câbles composés de torons à résistance améliorée. 

1. Il importe de noter que l'effet du béton sur le comportement des dispositifs d'ancrage n'est pas pris en 
compte dans le cadre de cette étude. 
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La comparaison est essentiellement basée sur l'évaluation du comportement défonnatiomel 
des dispositifs d'ancrage. Plus spkifiquement, on propose de s'attarder B lYévoIution ainsi qu'à 
l'intensité de certains parametres caractéristiques du comportement du dispositif d'ancrage 
tels que: 

la flèche au voisinage du centre du bloc d'ancrage (perte de précontrainte); 
l'enfoncement du plot dans les alvéoles (perte de précontrainte); 

O l'intensité ainsi que la distribution de la contrainte de von Mises; 
O l'intensité ainsi que la distribution de la déformation plastique huivdente; 
rn 17intensit6 du volume plastifié. 

7.2.1 Description des dispositifs 

Les dispositifs d'ancrage étudiés dans le cadre de cette thèse sont les dispositifs LH19T15S 
du procédé LH de la société Spie-Batignolles (Spie-Batignolles, 1986)' A19K15S du  procédé 
K de la société Freyssinet (Freyssinet, 1988) et finalement, CS 6-31 du procedé CS de la so- 
ciété VSL (VSL, 2000). 11 s'agit de dispositifs d'ancrage passablement diffkrents et constitub 
tous trois d'un bloc d'ancrage, d'une plaque d'ancrage ainsi que d'un système de mors d'an- 
crage caractéristiques du procédé. Cette sous-section présente donc une brève description des 
caractéristiques géométriques et mécaniques des diverses composantes des dispositifs. 

7.2.1.1 Propriétés gGométriques 

Précisons dès maintenant que les caractéristiques géométriques des dispositifs d'ancrage, 
telles que prbentées dans les lignes qui suivent sont incomplètes et ne permettent, en aucun 
cas, une représentation complète des dispositifs. Les données fournies permettent cependant 
de faire ressortir les principales caractéristiques géométriques nécessaires à l'interprétation 
ainsi qu'à la comparaison des résultats obtenus. 

Dispositifs LH19T15S 

Le dispositif d'ancrage LHlgTlSS, qui s'identifie au procedé LH, permet la mise en tension 
d'un câble constitué de 19 Torons de classe SUPER, d'un diamètre de 15.7 mm. Tel que 
montre B la Figure 7.1, le bloc d'ancrage est de forme cylindrique et posséde un diamètre 
de 220 mm ainsi qu'une épaisseur de 75 mm. Le bloc est constitué de 19 alvéoles ayant une 
portion conique d'un diamètre maximal de 34 mm défini sur une hauteur de 50 mm suivie 
d'une portion cylindrique de 20 mm sur une hauteur de 25 mm. La paroi inclinée fait donc un 
angle de 7.0 " avec l'axe longitudinale du bloc d'ancrage. Ces derniéres sont disposées selon 
trois cercles concentriques possédant chacun six alvéoles, la dernière étant située au centre. 

Quant à la plaque d'ancrage, celle-ci est constituée d'une pièce carrée de 350 mm de c8té 
et une épaisseur de 50 mm. Afin de permettre le passage du ctible de précontrainte, un trou 
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d'un diamètre de 178 mm est percé en son centre. Le bloc d'ancrage repose sur la plaque et est 
en contact sur une surface passablement restreinte définissant une bande circulaire d'environ 
20 mm (voir Figure 7.1). 

Dispositifs A19K15S 

Le dispositif d'ancrage A19K15S7 identifié au procédé K, permet, tout comme le précédent, 
d'effectuer la mise en tension d'un câble constitué de 19 Torom de classe SUPER, d'un 
diamétre de 15.7 mm. La lettre A indique qu'il s'agit d'un ancrage actif *. Tel que montré à la 
Figure 7.2, le bloc d'ancrage a la forme d'un cône tronqué dont la surface supérieure, de forme 
sphérique, posséde un diamètre de 210 mm et une surface inférieure plane d'un diamètre de 
210 mm. D'une épaisseur de 65 mm, le bloc est constitué de 19 alvéoles ayant une portion 
conique d'un diametre maximal de 30 mm définie sur une hauteur de 45 mm suivie d'une 
portion cylindrique de 24 mm sur une hauteur de 25 mm. Encore une fois, la paroi inclinée 
des alvéoles fait un angle de 7.0 ' avec l'axe longitudinale du bloc d'ancrage. A l'exception de 
celle située au centre, les alvéoles, sont dispos6es selon deux cercles concentriques et inclinées 
selon l'axe longitudinale. Les alvéoles contenues sur le cercle extérieur sont inclinées d'un angle 
de 5.0 ' tandis que celles contenues sur le cercle intérieur le sont d'un angle de 1.25 ' . 

Pour ce qui est de la plaque, cette derni&re est formée d'une p ihe  rectangulaire de 370 
mm par 330 mm et d'une épaisseur de 65 mm. Afin de permettre le passage du cable de 
précontrainte, un trou d'un diamètre de 175 mm est percé en son centre. Le bloc d'ancrage 
repose sur la plaque et est en contact sur une surface passablement restreinte définissant une 
bande circulaire d'environ 21 mm (voir Figure 7.2). 

Dispositifs C S  6-31 

En tout premier lieu, il importe de mentionner que l'étude du dispositif d'ancrage CS 6-31 
a été effectuée dans le cadre d'un contrat de recherche entre la société VSL et l'Université 
Laval. Ce contexte d'étude implique, par le fait même, une certaine confidentialité en ce qui a 
trait aux caractéristiques géométriques, matérielles ainsi qu'aux résultats obtenus. Cependant, 
après consultation avec les gens concernb, il nous a été possible de présenter un minimum 
d'informations permettant de faire ressortir les principales caractéristiques géométriques du 
dispositif. 

Contrairement aux deux autres dispositifs d'ancrage, le dispositif d'ancrage CS 6-31 a été 
conçu aiin de permettre la mise en tension d'un cable constitué de 31 torons de classe SUPER, 
d'un diamètre de 15.7 mm. Tel que montré à la Figure 7.3, le bloc d'ancrage a la forme d'un 
pseudo-cylindre de forme hexagonale dont la surface supérieure possède un côté long de 260 
mm, un côté court de 226 mm ainsi qu'une hauteur totale de 100 mm. La partie hexagonale 
se termine peu avant la zone d'appui et se noie dans un cylindre de 272 mm de diamètre. Une 

2. L'ancrage actif est celui où la mise en tension des ables  est effectuée. 
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Vue A -A 
[mm/ 

Vue en p h  

Figure 7.1 - Caractér+tiques géométriques du dispositif LH19T15S 
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Figure 7.2 - CarnctéRstiques géomdtriques du dispositif A19Kl5S 
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des particularités de ce dispositif est la présence d'une partie inférieure surbaissée à partir 
de la partie sup&ieure de la plaque et correspondant au tiers de la hauteur totale. Chacune 
des 31 alvéoles possède une portion conique d'un diamètre maximal de 29 mm définie sur 
une certaine hauteur suivie d'une portion cylindrique sur le reste de la hauteur. Comme pour 
les deux autres dispositifs, la paroi inclinée fait un angle de 7.0 ' avec l'axe longitudinale du 
bloc. A l'exception de celle située au centre, les alvéoles, sont disposées selon quatre cercles 
concentriques contenant six alvéoles pour les trois plus petits rayons et  douze sur le plus 
grand. 

Pour ce qui est de la plaque, la grande cornplexit6 de cette dernière a menée, sous la 
recommandation de la société VSL, a l'utilisation d'une plaque équivalente. Telle que montrée 
à ta Figure 7.3, la plaque est constituée d'un profilé en U de forme circulaire possédant un 
diamètre extérieur de 380 mm. Les parois du profilé sont d'une épaisseur de 10 mm pour les 
composantes verticales et de 15 mm pour la composante horizontale. Une autre particularité 
de ce dispositif est la présence d'un coulis dans la définition de la plaque. 

7.2.1.2 Propriétés m6caniques 

De façon générale, chaque dispositif d'ancrage possMe des propriétés mécaniques qui lui 
sont propres et ce, pour chacune des composantes. Les notices techniques des procédés LH 
et K indiquent clairement les nuances d'acier de chacune des composantes et fournissent, par 
le fait même, les résistances minimales garanties. Dans la plupart des cas, ces valeurs sous- 
estiment les résistances réelles des composantes et font genéralement abstraction des traite- 
ments thermiques effectués durant la phase d'usinage. Finalement, on remarquera dans ces 
notices (Freyssinet, 1988; Spie-Batignolles, 1986), que les nuances utilisées par les deux pro- 
cédés sont très similaires. Dans ce contexte, on se propose d'utiliser les propriétés mécaniques 
obtenues par Bast ien (1992) sur des échantillons de dispositifs d'ancrage testés en laboratoire 
et ce, pour les dispositifs LH19T15S et A19K15S. Le Tableau 7.1 présente l'ensemble de ces 
propriétés. 

Tableau 7.1 - Propriétés mécaniques des dispositifs LHIPTISS et Al9Kl5S 

Limite Blastique Limite ultime Allongement ultime 
Composante 

0, ( M W  0, ( M W  EU (%) 
Bloc d'ancrage 400 750 15 
Plaque d'ancrage 260 400 22 
Clavette 400 n/d n/d 
Module de Young: 2 - 105 MPa, Coefficient de Poisson: 0.30 

Quant au procédé CS 6-31, la nature confidentielle des propriétés mécaniques ne nous 
permet pas de les exposées dans ce document. Cependant, il demeure possible de mentionner 
que les matériaux constituant ce dispositifs sont de même nature que les deux autres ci-haut 
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Figure 7.3 - Caractéristiques géométriques du dispositif CS 6-31 
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mentionnéç, exception faite du coulis de béton (voir Figure 7.3) qui est considéré &lastique 
mais dont les propriétés mécaniques ne peuvent êtres divulgées. 

Finalement, en raison de la non disponibilité des divers coefficients de frottement agissant 
aux interfaces plot-alvéole conique et bloc d'ancrage-plaque d'ancrage, nous proposons donc de 
considérer ceux obtenus par Marceau (1993) suite à un calage sur des résultats expérimentaux 
effectués par Bastien (2992) sur des dispositifs d'ancrage LHlTlSS du procaé LH de la société 
Spie-Batignolles (Spie-Batignolles, 1986). Il nous semble tout à fait adéquat de faire cette 
hypothèse, compte-tenu de la grande similitude des finis et duretés de surface des matériaux 
en cause. Dans cette optique, les coefficients de frottement retenus dans le cadre de cette étude 
sont tels que montrés au Tableau 7.2. 

Tableau 7.2 - Coeficients de frottement utilisés 

7.2.2 Mise en charge des dispositifs 

Interface 
Plot-alvéole conique 
Bloc d'ancrage-plaque d'ancrage 

L'ensemble des dispositifs d'ancrage à l'étude sont utilisés pour la mise en tension de câbles 
composés de torons dont les caracteristiques sont données au Tableau 7.3. Comme on peut 
le constater, et tel que prescrit par les différents organismes de normalisation (BPEL, 1990; 
CAN/CSA-S6-88, 1988)' les conditions admissibles en service ne permettent de solliciter un 
toron au-delà d'une contrainte à l'origine (au niveau de l'ancrage) supérieure à 80% de la 
contrainte nominale de rupture. Avec de tels torons, les dispositifs d'ancrage LH19T15S et 
A19K15S peuvent être utilisés pour une charge maximale en s e ~ c e  de 4237 kN (19 223) 
tandis que le dispositif CS 6-31 doit admettre un chargement de 6913 kN (31 - 223). 

Coefficient de frottement 
= 0.11 

pbp = 0.30 

Force maximale A l'origine (kN) 1 223 
Module de Youner: 2 los MPa. Coefficient de Poisson: 0.30 

Tableau 7.3 - Caractéristiques d'un toron T15S 

Dans le calcul précédent, la force maximale à l'origine en service est directement obtenue 
en effectuant le produit de la contrainte par l'aire effective du toron (150mm2). Dans le 
cadre de cette étude, on se propose d'effectuer la mise en tension des dispositifs d'ancrage à 
l'aide de plots tronconiques, tels que montrés B la Figure 1.5. Par cette astuce, on simplifie 

Section effective (mm2) 
Contrainte nominale de rupture (MPa) 
Force nominale de rupture (kN) 
Contrainte maximale à l'origine (MPa) 

150 
1860 
279 
1488 
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Figure 7.4 - Mise en charge des dispositifs d'ancrage: système toron mors d'ancmge -us- plot 
tronconique 

grandement le processus de mise en tension en modifiant le mode de transfert des efforts au 
bloc d'ancrage. Tel que montré à la Figure 7.4, une utilisation rigoureuse d'un système toron- 
mors d'ancrage, implique un transfert de la charge du toron aux mors d'ancrage et de chacune 
des clavettes constituant le mors au bloc d'ancrage. Avec l'utilisation des plots tronconiques, 
on fait l'hypothèse que le toron et les clavettes forment un tout monolithique, menant ainsi 
à une répartition uniforme de la charge transmise au niveau de la périphérie du plot. Dans 
un tel contexte, et tel que montré la Figure 7.4, il devient possible d'induire la charge dans 
chacun des plots par l'entremise d'une pression uniforme sur la partie supérieur du plot et 
ce, dans une direction coaxiale à l'axe de l'alv6ole. Le Tableau 7.4 présente les contraintes 
équivalentes compte-tenu de la différence entre l'aire effective d'un toron et celle de la partie 
supérieure d'un plot, basé sur le diamètre maximal de l'alvêole. 

Tableau 7.4 - Équivalence des contraintes admissibles selon le dispositif d'ancrage 

7.2.3 Analyses par éléments finis 

Diamètre maximal de l'alvéole (mm) 
Section effective (mm2) 
Contrainte nominale de rupture (MPa) 
Contrainte maximale à I'origine (MPa) 

Une étude du comportement déformationnel de dispositifs d'ancrage tels que ceux propos& 
dans le cadre de cette thèse, nécessite la prise en compte de divers phénomènes. Considérant les 
observations expérimentales (Bas t ien, l992), il importe de prendre en compte le comportement 
élastoplastique des composantes du dispositif susceptibles d'être sollicitées au-delà de leur 

LHL9T15S A19K15S C S  6-31 
34.00 30.00 29.29 
907.92 706.85 673.70 

307 395 414 
246 316 331 
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limite d'élasticité ainsi que l'évolution des conditions de contact et de frottement aux diverses 
interfaces. En particulier, les dispositifs d'ancrage à L'étude présentent (n + 1) interfaces de 
contact où n représente le nombre d'alvbles coniques. La derniere interface correspond A celle 
située entre le bloc et la plaque d'ancrage. 

Compte-tenu de la symétrie matérielle, de la répartition particulière des dv&les ainsi 
que de l'utilisation de plots tronconiques, chaque dispositif est analysé en considérant une 
portion de ce dernier définie selon la symétrie de cette répartition. La Figure 7.5 présente la 
portion considérée pour chacun des dispositifs. Comme on peut le constater, les trois dispositif5 
d'ancrage possèdent une symétrie de 30 " , ce qui permet une diminution considérable de la 
quantité de matière à prendre en compte lors de la résolution- Maintenue à l'aide d'une 
relation linéaire ainsi que d'une condition de symétrie, cette condition de symétrie implique 
nécessairement une mise en tension uniforme et simultanée des plots tronconiques. 

Une des grandes préoccupations lors de l'étape de discrétisation est sans contredit le choix 
du niveau d'interpolation à utiliser ainsi que la densité de maillage permettant l'obtention de 
résultats satisfaisants. Dans le cadre de cette étude, il nous a été possible de bénéficier des 
résultats d'une étude de convergence menée par Odobasic (1998) sur les dispositifs d'ancrage 
LH19T15S et A19K15S- Considérant que l'auteur a utiliser des maillages à interpolation Ii- 
néaire, une formulation en petites déformations élastoplastiques ainsi qu'un modèle de contact 
de type nœud à nœud, on peut admettre que la non-linéarité du problème résolu est passable- 
ment moindre que celle correspondant à notre approche. Nous proposons d'utiliser les densités 
de maillages notées LH19T15S-3 et Al9K15S-3 tels que présentés dans Odobasic (1998), 
mais en considérant une interpolation isoparamétrique quadratique. Pour ce qui est du dis- 
positif CS 6-31, nous avons utilisé la densité de maillage utilisé dans le cadre du contrat de 
recherche mais en considérant, encore une fois, une interpolation isoparamétrique quadratique. 
Cette approche, quoique plus coûteuse au niveau de la résolution, permet l'obtention de résul- 
tats d'une grande qualité et en particulier, dans les zones de fort gradient de déformations. Les 
Figures 7.6, 7.7 et 7.8 présentent les maillages utilisés pour chacun des dispositifs à l'étude. 
On y remarque entre autres les conditions de symétrie, les conditions d'encastrement sous la 
pIaque d'ancrage ainsi que la disposition des plots tronconiques. 

Pour ce qui est des interfaces de contact, ces dernières sont définies à partir d'un recou- 
vrement des surfaces candidates au contact et ce, en considérant les densités de maillage 
des solides correspondants. Au niveau des interfaces plot-alvéoles, les frontières esclaves sont 
portées par les plots et les frontiéres maîtres par les alvéoles. A l'interface bloc-plaque, les fron- 
tières esclave et maître sont portés respectivement par le bloc et la plaque. Les Figures 7.9, 
7.10 et 7.11 présentent, pour chacun des dispositifs, la disposition des interfaces de contact. 
Afin de respecter la continuité des champs de déplacements aux interfaces de contact, ces 
dernières sont discrétisb à l'aide d'éléments quadrangles à huit nœuds et triangulaires à six 
nœuds. Le Tableau 7.5 présente quelques informations concernant les densités de maillage 
ainsi que le nombre d'wuations à résoudre. Chacune des interfaces est régie par une loi de 
Coulomb utilisant les coefficients de frottement tels que donnés au Tableau 7.2. 
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(a) Dispositif LH19T15S (6) Dispositif A19K15S 

(c) Dispositif CS 631 

Figure 7.5 - Symétrie des dispositifs d'ancruge selon la répartition des alvéoles 



Vue de dmw (bloc +plaque) 

L U(x) - Ob) - U(4 - O 

Figure 7.6 - Dispositifs d'ancrage LH19T15S: maillages ulilisds et conditions aux limites 
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Figure 7.9 - Définition des interfaces de contact sur le dispositif LH19T15S 

Tableau 7.5 - Dispositifs multitorons: quelques informations sur Les densités de maillage uti- 
lisés 

Compte-tenu des propriétés m6caniques présentées au Tableau 7.1 ainsi celle du dispositif 
CS 6-31, les blocs d'ancrage ainsi que les plaques d'ancrage sont modélisés en considérant une 
loi de comportement élastoplastique en grandes transformations, telle que présentee aux Cha- 
pitres 2 et 4 avec une représentation objective du taux de contrainte par une dérivée de Jau- 
mann. Quant aux plots tronconiques, les données du Tableau 7.1 permettent l'utilisation d'une 
simple loi de comportement élastique en petites deformations (mesure de Green-Lagrange). 

Nombre d'éléments solides (P 15 ,H20) 
Nombre d'éléments de surface (Q8,T6) 
Nombre d'interface de contact 
Nombre d761éments de contact 
Nombre de nœuds 
Nombre d'équations à résoudre 

Tel que mentionné dans les chapitres précedents, les problémes que nous tentons de ré- 
soudre dans le cadre de cette thèse sont fortement non linéaires et nécessitent l'utilisation de 
méthodes de résolution et de pilotage adaptees. Dans le contexte des dispositifs d'ancrage, 
les trois problèmes ont été résolus a l'aide de la méthode de Newton-Raphson jumelée à une 
technique de pilotage en longueur d'arc dont l'incrément initial est détermine en pilotant le 
deplacement vertical (Z) du centre de la face superieure du plot tronconique central. Le para- 
metre de charge est associé à une distribution de pression uniforme sur cette meme surface de 
chacun des plots et tel que montré A la Figure 7.4. Les interfaces de contact sont résolues en 
considérant des penalités normales et tangentes de los jumelées B 4 augmentations des mul- 

3269 3017 5053 
876 876 1828 
5 4 6 

381 381 737 
1459 1 13462 25599 
41 109 37771 74186 
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Figure 7.10 - DéfinOtion des interfaces 

F n r i U m a c h u  

Figure 7.11 - Définition 

de contact sur le dispositif A19K15S 

des interfaces de contact sur le disposs'tif C S  6-31 



tiplicateurs de Lagrange sans factorisation (la matrice tangente est constante). L'intégration 
numérique est obtenue en considérant un schbma de Gauss 3 - 3 3 pour les hexaèdres et de 
Hammer-Gauss 3 - 3 pour les prismes triangulaires. Au niveau des éléments de contact, l'inté- 
gration est effectuée à l'aide d'un schéma de Gauss 3 3 pour les quacirangles et de Hammer 
(3 pts internes) pour les triangles. Considérant le nombre d'équations à résoudre (voir Ta- 
bleau 7.5), les systèmes d'équations lin6arisés associés aux dispositifs LH19T15S et A19K15S 
ont été rbolus à l'aide d'une méthode directe (LU) tandis que celui du dispositif CS 6-31 
l'a été à l'aide d'une méthode itérative de type BCGS préconditionnée par une technique de 
type SOR. Considérant que la solution de ce syst6me constitue une correction du schéma de 
Newton-Raphson, nous avons limité la précision à atteindre par la méthode itérative à trois 
ordres de grandeurs ( 1 0 ~ ~ ) .  Globalement, la convergence du schéma de Newton-Raphson est 
obtenue lorsque les normes (5.3) atteignent respectivement 10-~ et 10-~. 

Les trois problèmes ont été résolus sur un ordinateur SGI Origin 2000 du RQCHP3. Le 
Tableau 7.6 présente quelques données relatives à la résolution. Comme on peut le constater, la 
similitude dans le nombre d'itérations par pas ainsi que le nombre de factorisation indique que 
la non-linéarité des trois problèmes est passablement identique. Pour ce qui est du dispositif 
CS 6-31, l'absence de factorisation indique l'utilisation d'une méthode itérative. On rappelle 
qu'avec I'utilisation d'une telle méthode, il devient impossible de résoudre les augmentations 
des multiplicateurs de Lagrange par simple substitution car la matrice tangente n'est pas 
factorisée. Dans ce contexte, la procédure itérative doit être effectuée à chaque itération de 
Newton-Raphson, ce qui explique le temps moyen par pas pour la résolution du dispositif CS 
6-31. En contrepartie, si on regarde le temps CPU à résoudre chaque équation, on remarque 
que la résolution du syst6me linkarise du dispositif CS 6-31 est environ 10% plus rapide 
que pour les deux autres dispositifs et ce, malgré une densité de maillage plus importante. 
Ces dernieres constatations montrent effectivement l'intérêt des méthodes itératives pour la 
r&olution des problémes de grandes tailles. 

Tableau 7.6 - Quelques informations relatives à la résolution numérique 

3.Réseau québkok de calcuI haute performance. Pour de plus amples information: 
http://www.rqchp.qc.ca/ 

Nombre de pas 
Nombre moyen d'itérations par pas 
Nombre moyen de factorisations par pas 
Temps CPU moyen par pas (min.) 
Temps CPU moyen par iter (min.) 
Temps CPU moyen par équation (sec.) 

LH19T15S A19K15S CS 6-31 
19 49 28 

15.3 15.5 15.8 
6 5.8 O 

314 253 471 
20.9 16.9 29.8 

0.031 0.027 O .O24 
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7.2.4 R6suItats obtenus et discussion 

Tel que don& au Tableau 7.3, les trois dispositifs d'ancrage ont été soumis à une mise 
en tension maximale correspondant à la limite ultime de l'ensemble des torons composant un 
hypothétique câble de précontrainte. Sachant pertinemment que les dispositifs ne sont pas tous 
utilisés avec le même nombre de torons (19 et 31)' l'ensemble des résultats présentés réfèrent 
à la charge correspondant à un seul toron et non à la charge totale induite dans le dispositif. 
Cet te méthode permet une meilleure comparaison des résultats obtenus. De plus, il importe de 
noter qu'en raison de Ia nature confidentielle des informations relatives au dispositif CS ô-31, 
la majorité des résultats sont présentés de façon adimensionnelle sans toutefois compromettre 
l'aspect comparatif de l'étude. Pour ce qui est de l'étude proprement dite, nous proposons 
de baser la comparaison des dispositifs sur l'aptitude de ces derniers à maintenir un bon 
comportement en service et de vérifier la possibilité d'utiliser ces derniers avec des torons 
à haute performance. Les technologies actuelles permet tent l'obtention de torons possédant 
des limites ultimes de l'ordre de 2500 à 3000 MPa. Il est donc de grand intérêt de vérifier 
si les dispositifs existants sont aptes à supporter de telles mises en tension. Pour ce faire, 
on se propose d'étudier certains aspects que nous jugeons déterminants sur le comportement 
déformationnel des dispositifs d'ancrage. 

En tout premier lieu, et ce dans le but de familiariser le lecteur avec le comportement 
global d'un dispositif d'ancrage, la Figure 7.12 présente la déformée à l'ultime obtenue pour 
chacun des dispositifs. Comme on peut le constater, les dispositifs se comportent grossièrement 
comme un disque métallique épais reposant Librement sur un appui déformable. Le jeu de 
deplacements relatifs des plots tronconiques (absents sur la figure) dans les alvéoles amène 
une modification importante de la rigidité globale en cours de chargement. De ce fait, le bloc 
d'ancrage subit généralement une flexion passablement prononcée ainsi qu'un effort tranchant 
important au voisinage de l'appui. Tel que montré sur les Figures 7.1, 7.2 et 7.3, l'ouverture 
intérieure de la plaque d'ancrage est souvent à proximité d'une série d'alvéoles. La Figure 
7.13 présente le ratio du volume plastifié4 en fonction de l'évolution de la mise en tension. 
Comme on peut le constater, aucun bloc d'ancrage ne subit de plastification sigaificative en 
deça d'un chargement de 100 kN. Au-delà de cette charge, les blocs d'ancrage des dispositifs 
LH19T15S et A19K15S commencent à se plastifier jusqu'à des volumes plastifiés en service de 
l'ordre de 35% et 65% respectivement. Dans les mêmes conditions, le bloc du dispositif CS 6-31 
commence A se plastifier autour de 150 kN jusqu'à un volume plastifié en service qui ne dépasse 
pas les 15%. Au delà de cette limite, on remarque que les blocs des dispositifs LH19T15S et 
A19K15S montrent une augmentation importante de l'étendue de la plastification (> 80%)- 
Pour ce qui est du dispositif CS 6-31' le volume plastifié du bloc atteint tout de même les 45 
%. A ce stade-ci, il est déjà possible de s'interroger sur la possibilité d'utiliser ces dispositifs 
avec des torons à rêsistance améliorée. Quant à la plaque d'ancrage, la Figure 7.13(b) indique 
que la plastification n'est pas vraiment significative, exception faite pour le dispositif CS 6-31. 
Cependant, on rappelle que cette plaque n'est qu'une représentation supposée équivalente de 

4. Le volume plastifié est obtenu en considtirant l'ensemble des sous-votumes élémentaires (points d'inthgra- 
tion) où la déformation plastique équivalente est non nulle. Par la suite, on divise la somme des sous-volumes 
par le volume total du domaine. 
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la plaque réelle- La faible proportion d'acier ainsi que la présence de coulis de b&on sont les 
principaux responsables de ce résultat. 

Conséquent à l'apparition de la plastification, la Figure 7.14 présente la flèche totale 
sur la flèche5 correspondant à la premiere plastifhtion. Comme on peut le constater, les 
trois dispositifs permettent d'obtenir des flèches en service entre 1.5 et 3 fois celle obtenue 
à la première plastification. Au delà de cette limite, les dispositifs LH19T15S et Al9Kl5S 
montrent des fleches de l'ordre de 12 fois celle obtenue à la première plastification, ce qui est 
le double de  celle obtenue pour le dispositif CS 6-31. Nonobstant l'intensité des flèches, la 
Figure 7.14 montre également que les dispositifs LH19T15S et A19K15S subissent une perte 
importante de rigidité au voisinage de 200 kN; perte qui ne survient qu'à la limite en service 
pour le dispositif CS 6-31. 

Autre résultat important, l'enfoncement des plots tronconiques. Malgré le fait que nous ne 
pouvons associer directement l'enfoncement des plots dans les alvéoles à la perte de précon- 
trainte dans les torons, il est tout de même intéressant de vérifier les patrons d'enfoncement 
selon le dispositif d'ancrage. Tel que mentionné précédemment, le comportement d'un dispo- 
sitif d'ancrage multitorons est assimilable à une plaque épaisse en flexion. Dans un tel cas, il 
importe de minimiser l'enfoncement des plots tronconiques afin de conserver le plus de ma- 
tière dans la partie supérieure du bloc et ce, dans le but de préserver la rigidite flexionnelle. 
Un enfoncement important des plots aura donc pour effet de réduire la rigidité e t  ainsi, de 
produire une flèche plus grande. La  Figure 7.15 présente l'enfoncement relatif6 des plots pour 
chacun des dispositifs l'etude. Comme on peut le constater, l'enfoncement des plots est plus 
important pour ceux situés en périphérie du bloc d'ancrage. Cette situation était prévisible 
en raison de l'ovalisation possible des alv6oles périphériques causée par l'effet de confinement 
des alvéoles centrales et du poinçonnement au niveau de l'interface bloc d'ancrage-plaque 
d'ancrage. De plus, on remarque que le dispositif CS 6-31 permet une meilleure retenue des 
plots, limitant l'enfoncement maximal à l'ultime à 0.6 mm, comparativement aux dispositifs 
LH19T15S et  A19K15S qui permettent des enfoncements maximaux à l'ultime de l'ordre de 
3.2 mm et 2.4 mm respectivement. 

Jusqu'à maintenant, les résultats étudiés ont permis de cerner le comportement global des 
dispositifs d'ancrage. Dans ce qui suit, nous d o n s  vérifier certaines caractéristiques internes 
du comportement déformationnel des dispositifs. Considérons, dans un premier temps, les 
Figures 7.16, 7.17 et 7.18 qui présentent la distribution de la plastification dans les trois blocs 
d'ancrage pour des conditions d'utilisation en service. Les valeurs présentées correspondent à 
la déformation plastique équivalente normalisée par la déformation correspondant à la limite 
élastique du matériau. Comme on peut le constater, les trois dispositifs semblent concentrer 
l'étendue de la plastification au niveau des alvéoles périphériques. Cependant, se sont les 
dispositifs LH19T15S et CS 6-3 1 qui semblent les plus touchés par ia plastification. En effet, 
la configuration des alvéoles tend à créer un détachement de la portion centrale du bloc 

5. La flèche est obtenue par la dïérence entre Ies déplacements selon l'axe Z des points A et B tels que 
montrés aux Figures 7.6, 7.7 et 7.8 

6. On calcule l'enfoncement d'un plot par Ia clifkence entre les déplacements selon l'axe Z du centre d'un 
plot et celui d'un point reposant sur l'alvble en un meme rayon. 
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(a) Dispositif LH19T15S (b) Dispositif A19K15S 

(c) Dispositif CS 6-31 

Figure 7.12 - Déformée des dispositifs d'ancrage à l'ultime 
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0.00 0.05 0.10 0.15 020 

volume plamM4 

(a) Bloc d'ancrage (b)  Plaque d'ancrage 

Figure 7.13 - Volume plastifié en fonction du niveau de charge 

Figure 7.14 - Flèche des dispositifs d'ancrage en fonction du niveau de charge 
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(a) Dispositif LH19T15S (6) Dispositif A19K15S 

(c) Dispositif CS 631 

Figure 7.15 - Enfoncement des plots en fonction du niveau de charge 
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d'ancrage. Malgré cette remarque, c'est le dispositif CS 6-31 qui maintient la plus faible 
progression de l'intensité de la déformation plastique. Pour ce qui est du dispositif A19K15S, 
l'inclinaison de l'alvéole en périphérie tend à faire progresser la plastification vers le bord, 
ce qui constitue un avantage important. Dans le même ordre d'idée les Figures 7.19, 7.20 
e t  7.21 présentent les distributions de la contrainte de von Mises n o m a l ï s ~  par la limite 
élastique du matériau. On constate aisément que les trois dispositifs présentent des zones 
où. la contrainte de von Mises est sur le point d'atteindre la limite d'élasticité du matériau 
( z  1.0). Ce constat vient corroborer l'augmentation subite du volume plastifié au voisinage de 
la limite en service. Aussi, compte-tenu de l'étendue de cette contrainte, on anticipe aisément 
qu'une faible augmentation du chargement provoquera une augmentation du volume plastifié. 
En contrepartie, pour une utilisation en service, c'est le dispositif CS 6-31 qui subit la plus 
faible augmentation de sa contrainte de von Mises (35 % de la Limite d'élasticité). 

Finalement, la Figure 7.22 présente les statuts de contact aux diverses interfaces pour des 
conditions d'utilisation en service. Il s'agit Ià de valeurs scalaires extrapolées permettant de 
qualXer la tendance de la cinématique de contact. Les statuts possibles sont: 

O Non contact 
1 Contact sans glissement 
2 Contact avec glissement 

Dans l'ensemble, on peut identifier des zones de glissement en plusieurs endroits, notamment, 
au niveau de l'interface bloc d'ancrage- plaque d'ancrage. Plus spécifiquement, on remarque 
sur le dispositif LH19T15S' une zone de glissement concentrée au voisinage des alvéoles 2, 3 
et 4. De plus, on remarque que ces trois alvéoles centrales sont dans une condition de type 
glissement-non glissement, permettant d'affirmer que ces dernières subissent une certaine ova- 
lisation. Quant à l'alvéole centrale, on remarque très peu de glissement montrant ainsi l'effet de 
confinement au voisinage du centre du bloc d'ancrage. Pour ce qui est du dispositif AlgKlSS, 
on remarque une tendance tout à fait similaire à celle du précédent dispositif. En particulier, 
on constate aisément que les alvéoles 2 et 3 tendent à s'ovaliser dans la direction radiale. 
Finalement, le dispositif CS 6-31 présente une très forte proportion de zones de glissement 
expliquée par l'état de confinement provoqué par la zone de non glissement au centre du bloc 
d'ancrage. 

Compte-tenu des résultats présentés jusqu'à maintenant, il semble tout indiqué de dire que 
c'est le dispositif CS 6-31 qui semble le mieux adapté à son utilisation en service. La faible 
intensite et étendue des déformations plastiques équivalentes relatives ainsi que l'intensité de 
la fiéche relative montrent que le dispositif CS 6-31 possède une bonne réserve de rigidité en 
service. De plus, la mise en charge à l'ultime de ce dispositif montre que ce dernier possède la 
ductilité nécessaire au bon fonctionnement en service (sécurité). En contrepartie, on conclut 
rapidement ii l'inaptitude de ces dispositifs à être utilisés avec des torons à résistance am& 
liorée. En effet, comme on peut le constater sur les Figures 7.23, 7.25 et 7-25, les dispositifs 
d'ancrage LH19T15S, A19K15S et CS 6-31 présentent une augmentation importante de l'in- 
tensité de la déformation plastique équivalente normalis6e de l'ordre de 204 %, 223 % et 470 
% respectivement. On remarque que malgré le fait que le dispositif CS 6-31 présente le plus 



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES DISPOSITIFS D'A.VCR4GE MULTITORONS 190 

Figure 7.16 - Déformation plastique équivalente normalisée en seruace (LH19T15.S) 
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Figure 

- 8  e.00 IJ 

7.17 - Déformation plastique équa'valente norrnalzsée en seruice 
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Figure 7.18 - Déformation plastique équivalente nonnelzsée en service (CS 6-31) 
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(a) Dispositif LH19Tl5S (b) Dispositif A19K15S 

(c) Dispositif CS 6-31 

Figure 7.22 - Statuts de contact aux interfaces en service 
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faible volume plastifié à l'ultime (voir Figure 7.13(a)), c'est tout de même ce dernier qui se 
dégrade le plus rapidement au del& de la limite en service. Cette situation s'explique par le 
fait que sous l'augmentation de la charge, le dispositif CS 6-31 n'a pu propager adêquatement 
la plastification dans le bloc au détriment d'une augmentation de l'intensité de la déformation 
plastique équivalente. Quant aux deux autres dispositifs (LH19T15S et A19K15S), I'augrnen- 
tation de l'intensité de la plastification a été plus faible en raison d'une meilleure distribution 
de la plastification dans les blocs d'ancrage. Dans le même ordre d'idées, les Figures 7-26, 
7.28 et 7.28 montrent également une détérioration importante des dispositifs. Considérant les 
contraintes de von Mises normalisées maximales, on remarque que les dispositifs LH19T15S, 
A19K15S et CS 6-31 subissent une augmentation respective de 25 %, 9 % et 25 %. Ce constat 
montre encore une fois la détérioration prêdominante du dispositif CS 6-31 au-delà de la limite 
d'utilisation en service. Finalement, les distributions des statuts de contact aux interfaces, tels 
que présentés à la Figure 7.29, montrent une augmentation substantielle des zones allant du 
décoilement au contact sans glissement. Cette situation a pour effet de diminuer considérable- 
ment l'effet de confinement des plots dans les alvéoles et par le fait même, la rigidité globale 
des blocs d'ancrage. 

7.3 Étude paramétrique à l'interface toron-mors d'ancrage 

L'étude que nous venons de mener sur les dispositifs d'ancrage multitorons a été effectuée 
en considérant une représentation équivalente du systéme toron-mors d'ancrage à l'aide de 
plots tronconiques (voir Figure 1.5). On rappelle que cette stratégie, jumelée aux caractéris- 
tiques mécaniques et géométriques des dispositifs, a permis d'exploiter une certaine symétrie 
et par le fait même, de simplifier considérablement le problème. Cependant, le contexte d'uti- 
lisation réel de ces dispositifs est toute autre. En effet, des tests expérimentaux menés sur 
des dispositifs d'ancrage mono- (Michaud et Bastien, 1996; Bastien, 1992) et multitorons 
(Bastien, 1992) 8 l'aide de plots tronconiques et systèmes toron-mors d'ancrage réels ont 
permis de faire ressortir l'influence de ces derniers sur le comportement déformationne1 des 
dispositifs. Entre autres, les dispositifs étudib à l'aide de systèmes toron-mors d'ancrage pré- 
sentent un enfoncement supérieur des mors d'ancrage dans les alvéoles et par le fait même, des 
déformat ions supérieures en périphérie du bloc d'ancrage. Cependant, rien n'est mentionne 
quant & l'intensité ainsi qu'à l'étendue de la plastification dans ce dernier. On rappelle, et 
tel que mentionné au Chapitre 3, que le surcroît de rigidité, engendré par l'utilisation d'un 
plot tronconique ne permet pas de reproduire fidèlement l'enfoncement d'un mors d'encrage 
en fonction du chargement. Cette différence de rigidite est bien entendu une conséquence de 
la nature monolithique du plot, comparativement à un système toron-mors d'ancrage, où les 
trois clavettes composant le mors sont libres de se déformer dans la direction circonférentieile 
et de pénétrer le toron au niveau des encoches (voir Figure 3.10) sous l'effet des pressions 
radiales provoquées par l'enfoncement du mors dans l'alvéole. Ll importe de noter qu'il au- 
rait été très intéressant de modéliser également le comportement de chacun des 6ls du toron 
afin de déterminer la distribution des efforts dans ce dernier. L'auteur en est parfaitement 
conscient, mais le mandat actuel est plutôt de déterminer un comportement équivalent d'un 
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Figure 7.23 - Déformation 

4 - LI 

plastique équ.bualente normalisée à l'ultime (LHISTISS)  
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-im.a U 

Figure 7.24 - Déformation plastique équivalente normalzsée a l'ultime (A19K15S) 
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Figure 7.25 - Déformation plastique équiualente normalisée à l'ultime (CS 6-31) 
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(a) Dispositif LH19T15S (b)  Dispositif A19K15S 

(c) Dispositif CS 6-31 

Figure 7.29 - Statuts de contact aux interfaces à l'ultime 



système toron-mors d'ancrage a h  de reproduire le plus fiddement possible le transfert des 
efforts du mors au bloc d'ancrage. De plus, une première étude numérique menée par Renault 
(2000) sur le comportement d'un système toron-mors d'ancrage a permis de constater que le 
comportement interne du toron ainsi que la plage potentielle des propriétés mécaniques des 
clavette. n ' iduent en rien (ou très peu) le comportement du dispositif. En contrepartie, la 
pénétration des encoches dans le toron ainsi que la distribution des clavettes autour du toron 
ont un effet prédominant sur le comportement du dispositif. 

Dans la présente étude, on propose de concentrer les efforts sur la bonne reprkentation 
de l'effet de l'enfoncement d'un système toron-mors d'ancrage dans un alvéole conique sur le 
comportement déformationnel d'un dispositif d'ancrage. Pour ce faire, on entend déterminer 
le comportement à l'interface toron-mors d'ancrage à l'aide du modéle spécialisé présenté aux 
Chapitres 3 et 4 et de considérer, par le fait même, la nature distincte des trois clavettes 
composant le mors d'ancrage. De plus, sachant que la tension admissible en senrice dans 
un toron est la même quelque soit la nature du dispositif d'ancrage (BPEL, 1990; SETRA, 
1990)' il paraît opportun de procéder à la détermination des paramètres sur un dispositif 
monotoron de même nature (diamètre des torons, propriétés d'interface, etc.) que le dispositif 
d'ancrage multitorons. Quant à la procédure de calage, celle-ci consiste à coupler la résolution 
par élkments finis avec un algorithme de réseaux neurornimétiques (Henchi et al., 1997)' 
technique tout à fait appropriée pour des problèmes d'identification de paramètres physiques 
de systemes complexes. 

Cet te section présente donc une description du dispositif d'ancrage à l'étude, quelques 
informations relatives au programme expérimental ayant permis l'obtention des résultats nt% 
cessaires au calage et finalement, la stratégie proposée permettant la détermination des para- 
mètres à caler. 

7.3.1 Description du dispositif d'ancrage 

Le dispositif d'ancrage monotoron ktudik dans le cadre de cette thèse est celui de type 
LHlT15 de la société Spie-Batignolles (Spie-Batignolles, 1986). Tel qu'illustre à la Figure 7.30, 
ce dernier est constitué généralement d'un bloc de forme cylindrique de 50 mm de diamètre 
et d'une hauteur de 55 mm. Comme son nom l'indique, ce dispositif est constitué d'une seule 
alvéole conique d'un diarnetre maximal (partie supérieure) de 34 mni. Définie sur la hauteur 
totale du bloc, cette alvéole possède donc, tout comme le dispositif LH19T15, un angle de 
7.0 " avec l'axe longitudinal. Pour ce qui est du mors d'ancrage, celui-ci est constitué de trois 
composantes métalliques, appelées clavettes, reliées entre elles à l'aide jonc mktallique. Règle 
générale, les clavettes s'enfilent autour du toron pour buter contre la paroi interne de l'alvéole. 
En paralléle à cette action, la surface interne de chaque clavette agrippe le toron et coince 
par l'intermtkliaire des encoches présentes sur les clavettes. Comme on peut le constater, Ia 
face externe de chacune des clavettes fait un angle de 7.25 par rapport à l'axe longitudinal. 
La face interne étant parallde à ce même axe, il est fort probable que cette écart de 0.25 O 

avec la paroi de l'alvéole soit maintenue après enfilement du mors d'ancrage autour du toron. 
Tout comme les dispositifs multitorons, ce dispositif est généralement appuyé sur une plaque 
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- g r  (45 mm) 

- #2 (30 mm) 

-#3 (15 mm) 

Vue 19-B 

I a Jauge & d c i f i r i o n  
œ LYDT 1 

Vue A-A 

Figure 7.30 - Caractéristique géométrique du dispositzf LH1 Tl5 

epaisse lors de la mise en tension. Cependant, en raison des conditions expérimentales, cette 
derniére n'est pas considérée dans le cadre de cette étude. Au niveau des interfaces, ce type de 
dispositif monotoron compte trois interfaces. Une premiére entre le toron et le mors d'ancrage, 
une seconde entre le mors d'ancrage et la paroi interne de l'alvéole et finalement, une troisième 
entre la face inférieure du bloc et l'appui rigide. 

Pour ce qui est des propriétés mécaniques, le bloc ainsi que le mors d'ancrage du dispositif 
LHlTL5 sont constitués des mêmes matkriaux que le dispositif LH19T15S. On réfère donc le 
lecteur au Tableau 7.1 quant aux valeurs à utiliser. Comme son nom l'indique, le dispositif 
LHlT15 est utilisé pour Ia mise en tension d'un torons standard (contrairement au toron de 
type SUPER) dont les caractéristiques sont présentées au Tableau 7.7. 
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Force maximale à l'origine (kN) 1 197 
Module de Young: 2 . 105 MPa, Coefficient de Poisson: 0.30 

Tableau 7-7 - Caractéristiques d'un toron Tl5 

7.3.2 Résultats expérimentaux 

Section effective (mm2) 
Contrainte nominale de rupture (MPa) 
Force nominale de  rupture (kN) 
Contrainte maximale à l'origine (MPa) 

L'ensemble des résultats expérimentaux utilisés dans le cadre de cette étude sont ceux 
proposés par Bastien (1992) et Michaud et Bastien (1996). Les essais furent menés au La- 
boratoire Central des Ponts et Chaussées ainsi que dans les laboratoires du Département de 
génie civil de l'Université Laval. 

139 
1770 
246 
1416 

Brièvement, la prockdure expérimentale consiste ii effectuer un suivi de l'évolution du 
champ de déformation en périphérie du bloc d'ancrage ainsi que de  l'enfoncement du mors 
d'ancrage dans l'alvéole conique e t  ce, pour une mise en charge correspondant aux condition 
d'utilisation en service. Selon le Tableau 7.7, l'effort à induire dans le toron est de 197 kN 
correspondant à 80% de la limite ultime de rupture du toron. Pour ce faire, le bloc d'ancrage fut 
instrumenté à l'aide de douze jauges de déformations bidirectionnelles localisées uniformément 
sur sa pkriphérie et ce, trois positions le long de l'axe longitudinale (15, 30 et 45 mm). 
Finalement, un capteur de déplacement de type LVDT fut installé sur la partie supérieure 
du mors d'ancrage afin de permettre le suivi de son enfoncement. La Figure 7.30 montre la 
disposition de l'instrumentation sur le dispositif d'ancrage. Également7 la Figure 7.31 montre 
certaines caractéristiques de la procédure expérimentale dont la localisation des jauges, la mise 
en place des composantes ainsi que le banc d'essai utilisé. Les résultats retenus sont tirés d'une 
série de cinq essais et sont tels que présentés aux Tableaux 7.8 et 7.9. Ces derniers présentent 
respectivement l'enfoncement du mors d'encrage à trois niveaux de chargement ainsi que 
les valeurs moyennes et extrêmes des profils de déformations axiales et  circonférentielles à 
chargement maximal. 

Tableau 7.8 - Résultats expérimentaux: en foncement du mors d'ancrage 

Niveau (W) 
Enfoncement (mm) 

49 
123 
197 

Minimum Moyenne Maximum 
0.68 1.25 1.61 
1.60 2.56 3.10 
2.70 3.76 4.43 
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(a) Disposition des jauges de déformation (b)  Mise en place des composantes 

(c) Banc d'essai 

Figure 7.31 - Caractéristiques de la procédure ezpén'mentale 
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Tableau 7.9 - Résultats ezpérimentaux: profils de déformation à chargement maximal 

7.3.3 Description de la stratbgie proposée 

Position 

#l 
#2 
#3 

Selon les informations expérimentales disponibles ainsi que le modèle développé aux Cha- 
pitres 3 et 4 en ce qui a trait au comportement à l'interface toron-mors d'ancrage, on se propose 
d'effectuer un ensemble de résolutions permettant de simuler la mise en charge du disposi- 
tif d'ancrage monotoron LHlT15 par la méthode des éléments finis et de créer une base de 
données dans laquelle sont réunies des combinaisons probables de paramètres physiques et les 
résultats des analyses qui correspondent à ces combinaisons. Une fois complétée, cette base de 
données est soumise à une procédure de calage par la méthode des réseaux neurornimétiques. 
Comme son nom l'indique, cette méthode (Hench et al., 1997) constitue une modélisation 
mathématique des réseaux de neurones qui présente des possibilités potentiellement illimitées 
(Langis, 1997). Durant cette phase, le réseau est entraîné à l'aide de la base de données jus- 
qu'& l'obtention d'une précision satisfaisante. Finalement, le réseau peut être interroge sur les 
propriétés physiques potentielles correspondant à certaines mesures expérimentales spêcitiées. 

Les réseaux neuromimétiques et les ékments finis, bien qu'intimement lies dans le pro- 
cessus de calage des constantes physiques, s'interfacent sans couplage contrairement aux mé- 
thodes statistiques et d'optimisation. Dans cette optique, et telle que montrée à la Figure 
7.32, l'interaction des deux méthodes ne présente aucune difficulté mathématique ou infor- 
matique particulière. Les principales difficultés résident principalement dans la determination 
des paramètres physiques à caler ainsi que dans la structure du réseau à utiliser. Dans le 
cadre de cette thése, la stratégie consiste donc à reproduire numkiquement les conditions 
expérimentales et d'en extraire les résultats correspondants à ceux montrés aux Tableaux 7.8 
et 7.9 et ce, pour différentes combinaisons de parametres physiques à caler. Considérant la 
problématique entourant le système toron-mors d'ancrage, on propose de caler les parametres 
lit% à la loi d'interface spécialisée présentée au Chapitre 3 notés 77, go, p h  (tels que présentés 
dans les expressions (3.52) et (3.54a)) ainsi que le coefficient de frottement à l'interface mors 
d'ancrage-bloc d'ancrage noté p d .  

Axiale (pe) 

Minimum Moyenne Maximum 
-1235 - 1754 -2436 
-724 -1041 -1154 
-515 -642 -817 

7.3.3.1 Analyses par éléments finis 

Circonférentielle (pc) 

Minimum Moyenne Maximum 
2684 3417 5022 
1475 2629 3694 
679 849 1035 

Selon les caractéristiques geométriques montrées à la Figure 7.30 ainsi que par la nature 
même des propriétés mécaniques et du chargement, le dispositif d'ancrage est discrétisé en 
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Données d'entrée 

Colcul et stockage des rérUItals 

f i: Analyse en cours 

Entrainement du réseau 

Entrées: mesures erpérimentales 

Sorties: propriétés physiques estimées 

1 ~ a ~ c u l  de 1 * e m r  sur les sorties 1 

, E: Tolérance sur l'erreur 

- Fin 

Figure 7.32 - Interaction entre la méthode des éléments finis et le calage par réseaux neum- 
mimétiques 
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considérant une portion de 60° définie sur la base d'un sixième du mors d'ancrage (une demi- 
clavette). Faisant l'hypo t hése que les clavettes composant le mors d'ancrage sont uniformément 
distribuées sur la périphérie du toron (voir Figure 7.31(b)), le maillage ainsi que les détails 
de la portion considérée sont tels que montés à la Figure 7.33. Comme on peut le constater, 
la disconnection des composantes du mors d'ancrage fait en sorte que la portion considérée 
fait un angle de 56O et compte donc, par le fait même, une extrémité libre. De plus, afin de 
respecter les conditions expérimentales (Michaud et Bastien, 1996)' le bloc d'ancrage repose 
directement sur un appui rigide. On remarque aussi que le syst5me toron-mors d'ancrage, 
lorsqu'en position de pré-chargement à l'interieur de l'alvéole, dépasse d'approximativement 5 
mm au dessus du bloc d'encrage (voir Figure 7.31(b)). Cette situation correspond aux condi- 
tions r&Ues tout comme le bout de toron dbpassant du mors d'ancrage. Finalement, l a  Figure 
7.34 présente les maillages associés aux trois interfaces de contact. Considérant que l'alvéole 
subit un évasement important de sa partie supérieure durant la mise en charge Bastien (1992)' 
il est tout indiqué d'utiliser une interpolation quadratique afin de représenter correctement 
les effets de flexion locale occasionnés par cet évasement. Les solides sont discrétisés à l'aide 
d'éléments isoparamétriques hexaédriques et prismatiques à 20 et 15 nœuds respectivement. 
La Figure 7.34 présente les recouvrements nécessaires à la définition des interfaces de contact. 
Les frontiéres ont été recouvertes à l'aide d'éléments quadrangles à huit nœuds. Finalement, 
le Tableau 7.10 présente quelques informations concernant les densités de maillage ainsi que 
le nombre d'équations à résoudre. 

Compte-tenu des propriétés mécaniques présentées au Tableau 7.1, le bloc d'ancrage est 
modélisé en considérant une loi de comportement élastoplastique en grandes transforma- 

Tableau 7.10 - Dispositifs d'ancrage LHI TlS: quelques informations sur la densitd de 
maillage 

tions, telle que présentée aux Chapitres 2 et 4 avec une représentation objective du taux 
de contrainte par une dérivée de Jaumann. Quant à la portion de clavette et au toron, les 
données des Tableaux 7.1 et 7.7 permettent l'utilisation d'une simple loi de comportement 
élastique en petites déformations. Finalement, les interfaces mors d'ancrage-bloc d'ancrage et 
bloc d'ancrage-appui sont modélisés en consid6rant un frottement de type Coulomb. Le coef- 
ficient de frottement à l'interface bloc d'ancrage-appui est pris égale à pbp7 tel que présenté 
au Tableau 7.2. 

Nombre d'éléments solides (P 15 320)  
Nombre dl~léments de surface (Q8) 
Nombre d'interfaces de contact 
Nombre d7éIéments de contact 
Nombre de nœuds 
Nombre d'equations à résoudre 

Tout comme les résolutions effectuées sur les dispositifs d'ancrage mdtitorons, celui-ci 
est résolu à l'aide de la méthode de Newton-Raphson jumelée B une technique de pilotage 
en longueur d'arc dont l'incrément est déterminé en pilotant le déplacement vertical (2) du 

900 
340 
3 

180 
5067 
13969 
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Figure 7.34 - Dispositifs d'ancrage LHl T15: znterfaces candidates au contact 

centre de la face supérieure du toron (pt A sur la Figure 7.33. Le paramètre de charge est 
associé à une charge concentrée unitaire appliquée sur la partie inférieure du toron, tel que 
montré à ia Figure 7.33. Les interfaces de contact sont résolues en considérant des pénalitb 
normale et tangentielle de 105, jumelées 4 augmentations des multiplicateurs de Lagrange 
sans factorisation. A l'interface toron mors d'ancrage, les penalités axiale (eT, ) et circonféren- 
tielle (eT2) sont £%es respectivement l0l0 et 105. L'intégration numérique est obtenue en 
considérant un schéma de Gauss 3 . 3  3 pour les hexaèdres et de Hammer-Gauss 3 - 3 pour les 
prismes triangulaires. Au niveau des éléments de contact, l'intégration est effectuée a l'aide 
d'un schéma de Gauss 3.3. Considérant le nombre restreint d'équations à résoudre, le système 
d'équations linéarisé est résolu a l'aide d'une méthode directe (LU). 

Chacun des problèmes, correspondant a une combinaison de paramètres physiques ii caler, 
a été résolu sur un ordinateur Pentium 111 930 MHz Linux SMP possédant I Go de memoire 
vive et a nécessité en moyenne 45 minutes de temps CPU selon le niveau de non-linéarité. 
Considérant le type ainsi que la localisation des résultats expérimentaux à reproduire, un suivi 
de l'enfoncement du mors ainsi que des déformations axiales et circonférentielles en périphérie 
du  bloc d'ancrage aux trois niveaux identifiés à la Figure 7.31(a) a été effectué. Cependant, afin 
de tenir compte de la nature moyemée des résultats expérimentaux, le suivi des dkformationç 
est effectué en trois positions (O0, 30° et 60°) afin de permettre la détection de la variabilité 
de ces quantités sur la périphérie du bloc d'ancrage. Pour un champ de déformations donné, 
la valeur à utiliser est obtenue par l'expression: 

E = 3 (€0 f €60) + 6 ~ 3 0  

12 (7-1) 

où les coefficients de pondération 3 et 6 représentent la répétitivité d'une déformation sur la 



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES DISPOSITIFS D'ANCRAGE MULTiTORONS 2 14 

périphérie totale du bloc d'ancrage (douze déformations). 

7.3.3.2 Calage des pararnetres et  discussion 

Avant même de procéder au calage proprement dit, il importe d'effectuer une étude de 
sensibilité afin de déterminer, selon le choix préalablement établi des paramètres physiques, 
ceux susceptibles d'influencer le comportement du dispositif d'ancrage ainsi que les plages per- 
mettant de bien cerner les résultats expérimentaux. Dans cette optique, les Figures 7.35, 7.36 
et 7.37 montrent Ia sensibilité des paramètres q, go, pt ,  et sur l'enfoncement du syst&me 
toron-mors d'ancrage ainsi que sur les déformations axiales et circonférentielles en périphérie 
du bloc d'ancrage au point 2 (voir Figure 7-30). On constate aisément la grande sensibilité 
des paramétres 7 et go ainsi que celle du coefficient de frottement à l'interface mors-bloc 
d'ancrage. En particulier, on remarque sur les Figures 7.35(a), et 7.35(b) l'augmentation du 
raidissement du mécanisme en fonction de l'enfoncement du systeme toron-mors. Plus go est 
grand, plus l'enfoncement du mors est important. En contrepartie, plus 7 est grand, plus le 
raidissement survient rapidement pour une meme valeur de go. On constate donc un enfonce- 
ment maximal pour go = 1.0 et 17 = 100. Pour ce qui est de la déformation axiale, les Figures 
7.36(a) et 7.36(b) montrent que cette dernière diminue avec une augmentation du coefficient 
de frottement m. Si ce dernier est fixe, on constate que la déformation diminue également 
avec la valeur du paramètre 17 et inversement avec la valeur de go. Quant à la déformation 
circonférentielle, les Figures 7.37(a) et 7.37(b) permettent de constater qu'elle est surtout sen- 
sible à la variation du coefficient de frottement m- Finalement, pour ce qui est du coefficient 
de frottement à l'interface toron-mors d'ancrage et noté pl,, nous avons choisi de vérifier son 
idluence en considérant la combinaison des paramétres go, q et permettant de genérer 
les conditions les plus défavorables en terme de déformations aux points de contr6le. Dans 
un tel contexte, les Figures 7.35(c), 7.36(c) et 7.37(c) montrent que le paramétre pt,  n'a que 
très peu d'influence sur le comportement du dispositif. 

Compte-tenu des résultats obtenus, le Tableau 7.11 résume les sensibilités observées ainsi 
que les plages à considérer dans la procédure de calage. Entre autres, on remarque que le 
coefficient de frottement pt, est exclu de la procédure et fixé à une valeur typique de 0.3. 
Conséquent à ces dernières observations, et dans le but de vérifier l'influence de la variabi- 
lité des combinaisons de paramètres sur la solution, on propose de construire une base de 
données établie selon une distribution uniforme des valeurs entre les paramétres. Considé- 
rant une subdivision des plages en 4 intervalles, la création de la base de données implique 
donc 125 résolutions par éléments finis du problème de mise en charge du dispositif d'ancrage 
monotoron. 
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Une fois la base de données établie, la procédure de calage par réseau neuromimétique est 
élaborée en considérant trois architectures ciBrentes. Compte-tenu du nombre de données 
expérimentales (9) ainsi que du nombre de paramètres à caler (3)' l'architecture des réseaux 
de neurones est de la forme 9-n-m-3 où 9 et 3 représentent respectivement le nombre de 
neurones d'entrée et de sortie et n et ml le nombre de couches intermédiaires. Une régle de 
bonne pratique consiste à élaborer des réseaux possédant un nombre de neurones avoisinant le 
nombre de combinaisons contenues dans la base de données. Dans notre cas, on devrait retenir 
des réseaux tels que le produit 9n + nm + 3m x 125 soit respecté. Dans cette optique, nous 
avons effectué le calage en considérant cinq diE6rentes architectures de réseaux; trois réseaux 
possédant respectivement 6 ,  8 et 12 nœuds sur une couche intermédiaire et finalement, deux 
réseaux possédant respectivement 6, 8 nœuds sur deux couches intermédiaires. Pour ce qui 
est du traitement, nous avons utilisé le logiciel commercial gPropagator» de la société ARD 
Corporation. Les facteurs d'apprentissage et d'oubli sont respectivement a = 0.1 et 7 = 0.5. 
La methode utiliske consiste à effectuer un nombre maximal de cycles d'apprentissage et 
d'interroger le réseau sur la base du cycle correspondant à l'erreur minimale d'apprentissage. 
Dans le cadre de la présente étude, nous avons effectué 25000 cycles d'apprentissage. 

Tableau 7.11 - Sensibilité et plage des parumttres à caler 

La Figure 7.38 montre une courbe typique de convergence d'un des réseaux étudiés dans 
les 2000 premiers cycles d'apprentissage. En particulier, la courbe représentant l'erreur sur 
la validation est obtenue en effectuant une vérification de l'aptitude du réseau, selon l'état 
d'entraînement courant, à obtenir les solutions correspondantes à, un ensemble de combinaisons 
échantillonnées parmi toutes les combinaisons obtenues par éléments finis. On remarque que la 
vitesse de convergence des réseaux est très rapide au départ et diminue graduellement jusqu'à 
la fin des cycles. 

Paramètre 
77 
90 

Ptm 
h b  

Le Tableau 7.12 prbente les résultats obtenus pour les cinq architectures retenues. Comme 
on peut le constater, les erreurs d'apprentissage tendent a diminuer avec l'augmentation de 
Ia taille du réseau. Pour ce qui est des paramétres à caler, on remarque que les trois quantités 
évoluent dans la même direction, ce qui démontre la stabilité de la solution versus l'êchantillon- 
nage fourni aux réseaux. En particulier, le coefficient de frottement entre le mors d'ancrage et 
le bloc d'ancrage (m), qui varie approximativement entre 0.06 et 0.07, correspond à une in- 
terface entre aciers de dureté de surface élevée; ce qui est effectivement le cas pour le dispositif 
à l'étude. Quant au coefficient go, il semble justifié de croire que ce dernier peut être assimilé 
à la profondeur d'une encoche qui est approximativement de l'ordre de 0.5 mm, jumelée à 
la déformation supplémentaire d'un véritable toron constitué de fi (Jolicoeur, 1993)' dont 
nous n'avons pas tenu compte dans le présent mod&le. Finalement, le paramètre 77, qui est 

Sensibilité Minimum Maximum 
grande 100 1000 
grande O. 1 1 .O 
faible 0.30 

grande 0.05 0.20 
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(a) Paramétre fixe: b b  = 0.05 (b) Paramétre fixe: p d  = 0.20 

(c) Paramétres fixes: go = 1.0, 77 = 100, ~ ( m b  = 
0.05 

Figure 7.35 - Sensibilaté des paramètres sur l'enfoncement du systéme toron-mors d'ancrage 
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(a) Paramètre fixe:  p.,,,^, = 0.05 (b) Paramétre fixe: p,,,b = 0.20 

(c) Paramétres fixes: go = 1.0, 9 = 100, = 
0.05 

Figure 7.36 - Sensibilité des paramètres sur la déformation axiale (point #2) 
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(a) Paramètre fixe: ht, = 0.05 (b) Paramètre fixe: Pm* = 0.20 

(c) Paramètres fixes: go = 1.0, q = 100, h b  = 
0.05 

Figure 7.37 - SetasibilitG des paramètres sur la déformation cirwnférentielle (point #2) 
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plus difficilement assidable à un paramètre physique, permet tout de même de quantifier 
l'évolution de la rigidité à l'interface toron-mors d'ancrage en fonction du niveau de charge- 

Tableau 7.12 - Résultats obtenus du calage par réseaux neummtmétiques 

Réseau 1 Erreur (%) 1 W 90 77 

En guise de vérification, les Figures 7.39(a), 7.39(b) et 7-39(c) présentent un comparatif 
entre les r&ultats expérimentaux présentés aux Tableaux 7.8 et 7.9 et ceux issus d'analyses 
par éléments finis, utilisant les paramètres obtenus du calage (voir Tableau 7.12). Dans l'en- 
semble, on constate que le réseau possédant l'architecture 9-8-8-3 donne les meilleurs résultats 
et en particulier pour la représentation de l'enfoncement du mors d'ancrage ainsi que pour 
la déformation circonférentielle. Pour ce qui est de la déformation axiale, on remarque que le 
d a g e  fourni des valeurs supérieures aux valeurs expérimentales. On tente d'expliquer cette 
lacune par l'influence potentielle de certains details géométriques négligés au niveau des cla- 
vettes. En effet, l'absence de la rainure permettant l'insertion du jonc métallique (voir Figure 
7.30)' du chanfrein situé en sa partie inférieure ainsi que d'une Iégère modification de l'incli- 
naison de la partie de la clavette au niveau des encoches pourraient effectivement diminuer 
l'effet de coincement du mors dans l'alvéole et par le fait même, la déformation axiale. Il im- 
porte de garder à l'esprit que la déformation axiale du  bloc est principalement engendrée par 
le cisaillement à l'interface mors-alvéole conique, contrairement A la déformation circonfkren- 
tielle qui elle, émane principalement de la composante radiale et donc de la pression agissant 
à cette interface. Si le mors coince dans l'alvéole, cela aura donc pour effet de faire augmenter 
de façon plus importante la déformation axiale que circonférentielle; ce qui est bien mis en 
évidence à la Figure 7.39(b). 

9-6-3 
Apprentissage Validation 

2 -2 3.1 0.05774 0.94879 750.85 
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Figure 7.38 - Courbe de convergence typique d'un réseau neurornirnétique 
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(a) Enfoncement du mors d'ancrage 

, . 

cz sr' 0 -  . 

(b)  Déformation axiale (c) Déformation circonférentielle 

Figure 7.39 - Validataon des paramètres obtenus à l'aide des réseaux neurornimétiques 



Chapitre 8 

Conclusion 

8.1 Rétrospective et conclusions 

Ce chapitre présente l'ensemble des conclusions générales et recommandations relatives 
aux travaux effectués dans le cadre de cette thèse, dont les principaux objectifs furent de 
développer un modèle numérique permettant la bonne représentation du problème de contact 
tridimensionnel avec frottement dans un contexte de grandes transformations et d'appliquer 
ce dernier à l'étude du comportement déformationnel des dispositifs d'ancrage multitorons. 

Pour ce faire, nous avons présenté, dans un premier temps, les équations tridimension- 
nelles de  la mécanique des milieux continus dans un contexte de grandes transformations 
(Chapitre 2). Après avoir effectué une revue des principales mesures de contraintes et de 
déformations actuellement disponibles dans la littérature, nous en sommes venus à faire un 
choix quant a u  quantités conjuguées à utiliser afin de permettre une représentation objective 
des grandes transformations ainsi que la définition de la loi de comportement respectant le 
principe de l'indifférence matérielle, correspondant à une classe de matériaux élastoplastique 
avec écrouissage isotrope, possedant une surface d16coulement répondant au critère de von 
Mises. Afin de palier le coût ainsi que l'imprécision liés à la décomposition polaire du  tenseur 
gradient de déformation par calcul des valeurs et vecteurs propres, l'auteur a présenté une 
méthode permettant le calcul du tenseur des élongations sans évaluation explicite des direc- 
tions principales associées (Annexe A). L'ensemble des quantités tensorielles préalablement 
définies, en l'occurrence le tenseur des contraintes de Cauchy ainsi que le tenseur taux de 
déformation, ont permis l'ktablissement de la la formulation variationnelle associée au prin- 
cipe du travail virtuel exprimé sur la configuration spatiale (déformée). En particulier, une 
séparation des diverses contributions sur la forme faible a permis de définir les termes de 
contour nécessaires a l'écriture des expressions liées à la contribution des efforts de contact et 
de frottement au travail virtuel. On y retrouve également les détails associés B la linéarisation 
du rbidu d'équilibre permettant l'obtention des composantes matérielle et géométrique (non 
symétrique) constituant la matrice de rigidité tangente. 



Par la suite, afin de permettre la détermination des contributions associées aux efforts 
potentiellement engendrk aux interfaces candidates au contact, on expose le cadre mathé- 
matique du probléme de contact tridimensionnel avec frottement en grandes transformations 
(Chapitre 3). Inspirés des travaux de Laursen et Simo (1993); K l a r b ~ g  (1995); Sirno et 
Laursen (1992) et Laursen (1994)' cette formulation, établie sur le milieu continu, a permis 
d'obtenir une écriture indépendante de l'aspect discrétisation spatiale et par le fait même, 
une perspective d'implémentation informatique beaucoup plus générale qu'une formulation 
établie sur le milieu discret. En plus d'être directement applicable à la discrétisation, cette 
dernière stratégie permet d'éviter la construction de taux de frottement compliqués. On y 
retrouve, entre autres, l'ensemble des détails relatifs A l'écriture d'une cinématique exprimke 
dans la base convective, permettant ainsi, une représentation objective de la loi de frottement 
en présence de grandes transformations. La régularisation des inéquations inhérentes aux lois 
de contact et de frottement (Coulomb) a été effectuk par une méthode de pénalisation clas- 
sique- Compte-tenu de la nature générique du modéle anticipé, l'auteur a présenté l'ensemble 
des variations et linéarisations nécessaires à l'établissement du résidu et de la matrice de ri- 
gidité tangente consistance associée au probléme de contact avec frottement (Annexe 13)' ce 
qui constitue, en soit, une des originalités de cette thèse. Autre partie originale, l'auteur a 
proposé une spécialisation de la formulation présentée et ce, dans le but de permettre une 
modélisation adéquate du comportement B l'interface toron-mors d'ancrage. Basée sur des 
observations expérimentales, la loi de comportement développée a pennis, entre autres, de 
reproduire la pénétration des encoches présentes sur les clavettes dans le toron à l'aide d'une 
loi hyperbolique. Les variations ainsi que les linéarisations ont également été détaillées en 
Annexe B. 

Afin de permettre la résolution numérique des expressions préalablement établies sur le 
milieu continu, on a procédé, dans un premier temps, à la discrétisation temporelle permettant 
ainsi, par l'entremise de schémas d'intégration appropriés, de procéder à la détermination 
implicite des lois de comportement élas toplastique et de frottement nécessaires à la résolution 
incrémentale des équations d'équilibre coupl6es aux inéquations de contact et de frottement. 
En particulier, l'auteur a procédé à l'intégration de la loi de comportement élastopIastique à 
l'aide d'un schéma d'Euler implicite à l'ordre 2 effectuée dans un repère tournant et ce, en 
admettant une évolution linéaire du taux de déformation sur le pas. Quant à l'intégration de la 
loi de frottement, un schéma d'Euler implicite a également été utilisé mais cette fois, intégrée 
dans la base convective afin de préserver l'objectivité des quantités mesurées. Pour ce qui 
est du frottement associé à la loi spécialisée à l'interface toron-mors d'ancrage, l'hypothbe 
des petites transformations à permis d'effectuer l'intégration directement dans la direction 
circonférentielle préalablement établie sans tenir compte du tenne convectif. Les variations 
et linéarisations Liées à ces termes de frottement ont kgaiement été présentées en Annexe B 
afin de permettre une meilleure compréhension des formes matricielles obtenues. Dans un 
deuxiéme temps, on a procedé à la discrétisation spatiale par éléments tinis en considérant le 
champ de déplacement aux nœuds comme étant une fonction continue du temps. Le résultat 
d'une telle discrétisation a permis, d'obtenir un systéme d'équations non linéaires pour lequel 
les composantes nodales du champ de déplacement représentent les inconnues du probléme 
à résoudre. Les expressions ainsi obtenues ont pu alors être directement traduites sous une 
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forme matricielle générique indépendante, du niveau d'interpolation. 

Dans l'optique d'une résolution numérique des expressions discrètes (Chapitre 5), nous 
avons par la suite procédé à une énumération exhaustive des clifficuités inhérentes à cette 
résolution. On a pu constater que l'obtention d'une solution à ce type de probkme implique 
non seulement des difficultés associées à la convergence des schémas de résolution, mais aussi 
en ce qui à trait à la quantité de mémoire ainsi qu'au temps de calcul requis. En particulier, 
la nature non différentiable des lois de contact et de frottement ainsi que les discontinuités 
géométriques engendrées par une discrétisation du premier ordre ont pour effet de réduire 
le taux de convergence quadratique de la méthode de Newton. Aussi, une gestion brute des 
interfaces de contact, en considérant tous les couplages possible lors de la création du système 
à résoudre peut mener rapidement à l'épuisement de la mémoire disponible ou encore, à 
des temps de résolution inacceptables. Dans un tel contexte, l'auteur a donc proposé divers 
outils qui ont permis de réduire ou encore mieux d'éliminer ces dernières difficultés et h i ,  
d'en arriver à la mise sur pied d'un environnement de résolution à la fois flexible et robuste, 
permettant l'obtention, d'une solution cinématiquement et cinétiquement admissibles à un 
coGt informatique raisonnable. Ces propositions furent les suivantes: 

Utilisation systématique d'une double norme de convergence basées respectivement sur 
le champ de déplacement et sur le résidu d'équilibre; 
Utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté pour la résolution des inéquations de 
contact et de frottement. L'auteur a présenté les détails relatifs à la prise en compte de 
cette méthode dans un contexte de grandes transformations (Annexe C); 
Utilisation d'un facteur de relaxation intégrée avec contribution sur la frontière de 1'416- 
ment afin de permettre la détection des changements brusques de la géométrie. Cette 
méthode, paraissant très int6resante au niveau théorique, n'a pas été investiguée plus 
en profondeur et ce, en raison de de la performance envisagée par l'utilisation d'une 
méthode de lagrangien augmenté; 

0 Reconstruction du systéme matriciel selon le résultats des projections; 
Contrale du taux de factorisation; 
Utilisation de méthodes itératives pour la résolution du système linearisé. 

Par la suite l'auteur s'est attardé à la présentation des opérations jugJes les plus critiques 
inhérentes à l'évaluation des contributions associées à un élément de contact ainsi que la dé- 
termination du point de projection d'une particule esclave sur la surface maître- Les détails 
relatifs à ce dernier point ont d'ailleurs été présentés en Annexe D. Entre autres, le passage 
d'une particule esclave sur un nouvel élément maître, la mise en contact ainsi que l'indéter- 
mination du point de contact ont été traités en détails. Suite B la définition de ce laborieux 
cahier des charges, l'auteur à proposer, dans le cadre de la mise en œuvre informatique, le 
développement d'un module indépendant permettant une gestion intégrale du probkme de 
contact et de frottement. Pouvant être greffé à tous logiciels dYanaIyse par éléments finis exis- 
tant et permettant l'ajout de nouveks lois de contact et de frottement, ce module, programmé 
selon une philosophie oriente objet, constitue en soit une des parties originales de cette thése. 
Les grandes idées directrices ainsi que les principaux diagrammes de classe ont d'ailleurs été 
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présentés à la fin du Chapitre 5. Il importe de noter qu'au cours de  la dernière année, ce 
module a été implanté avec succès chez Pratt & Whitney Canada afin de permettre la prise 
en compte des phénoménes de contact avec frottement dans leur code interne d'analyse par 
éléments finis en mécanique des solides. 

Une série d'exemples a ensuite été présentée (Chapitre 6) afin de valider l'ensemble des 
développements effectués mais aussi, de démontrer l'aptitude, les performances ainsi que les 
limites du modéle propose. Selon les résultats obtenus, nous pouvons en faire ressortir les 
points suivants. 

Mod&le numérique 

0 Dans l'ensemble, le modéle développé a pennis de représenter adéquatement les condi- 
tions de contact avec frottement dans un contexte de grandes transformations. Les 
problèmes de Hertz et de glissement d'un bloc ont permis de valider le modèle sur des 
cas theoriques. Aussi, les problèmes de la poutre courte en grandes transformations 
et de formage d'une tôle ont permis la validation sur des exemples présentés dans la 
littérature; 

O L'utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté avec factorisation sélective en phase 
d'augmentation constitue une très bon compromis qui permet de diminuer considéra- 
blement les temps de cdcul; 
Le nombre d'augmentations nécessaires à l'obtention d'une solution acceptable est gran- 
dement influencé par le niveau de p6nalisation. Selon les problèmes traités, deux à quatre 
augmentations ont toujours suffit à l'obtention d'un telle solution; 
L'utilisation de la valeur extrapok du statut de contact permet de qualifier aisément 
les conditions de contact aux interfaces; 

O Le modele spécialisé a l'interface toron-mors d'ancrage a été validé et a permis de simuler 
adéquatement les observations expérimentales ayant inspirées sont d4veloppement; 

O En présence de maillages non structurés l'utilisation de schémas d'intégration plus riches 
permettent, en partie de palier à l'imprécision de la discrétisation. Cependant, on re- 
marque qu'une augmentation trop importante peut mener à l'apparition d'oscillation 
lorsque les inéquations régularisées sont résolues par simple pénalisation. En présence 
d'une méthode de lagrangien augmenté, ces oscillations tendent à s'atténuer en raison 
de l'effet relaxant de  la méthode. 

Utilisation de méthodes itératives 

0 La méthode itérative Bi-CGSTAB jumelée à un préconditionnement de type SOR semble 
bien supporter la résolution des systèmes linéarisés tels que ceux rencontrés dans le 
cadre de cette thèse. Les performances obtenus avec cette combinaison est de loin la 
plus intéressante, comparativement aux méthodes GMRES et TFQMR; 
La méthode itérative de GMRES est particulièrement sensible à la présence ainsi qu'à 
l'intensité des non-linéarit és; 
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Parmi les préconditionneurs utilisés, celui de type E U  n'a jamais permis l'obtention 
d'une solution pour le probléme de la poutre courte en grandes transformations, contrai- 
rement à ceux de Jacobi et SOR qui ont été efficaces. Le préconditionneur de Jacobi a 
cependant été moins performant que celui de type SOR; 

O En présence de grands déplacements relatifs tels que ceux obtenus dans le cas du glis- 
sement d'un bloc sur une plaque, seul un préconditionnement de type E U  B permis la 
résolution du systéme linéarisk au voisinage du point critique; 
La stratégie d'utiliser une met hode de  lagrangien augmenté avec factorisation sélective 
en cours d'augmentation perd légèrement de son efficacité lorsque utilisée en présente 
d'une méthode itérative. 

Finalement, le modèle développé a été utilisé dans le cadre d'une étude du comportement 
déformationnel de trois dispositifs d'ancrage multitorons (Chapitre 7). Les dispositifs ont été 
soumis à des conditions de mise en charge correspondant aux limites d'utilisation à l'ultime 
et les résultats obtenus ont 6té comparés afin de vérifier leurs tenues en service et d'envisager 
l'utilisation potentielle de ces derniers dans des conditions de chargement & l'ultime des câbles 
actuellement utilisés ou encore de câbles constitués de torons à résistance améliorée. Par la 
suite, l'auteur a procédé à la détermination des paramètres associés à la loi de comporte- 
ment spécialisé & l'interface toron-mors d'ancrage, en jumelant une séquence d'analyses par 
éléments finis sur un dispositif d'ancrage monotoron à une technique de calage par réseaux 
neurornimét iques. Les résdt ats de ce calage ont permis de déterminer complètement l'effet 
du systéme toron-mors d'ancrage s u r  le bloc d'ancrage et de permettre, par le fait même son 
utilisation dans le cadre d'une analyse sur un  dispositif d'ancrage multitorons complet. L'en- 
semble des travaux contenus dans ce chapitre constituent, en soit, une originalité importante 
de cette thèse. Les aspects qui y ont 6té traitée ont permis de faire ressortir les conclusions 
suivantes. 

Dispositifs d'ancrage multitorons 

Les dispositifs d'ancrage mult it orons étudiés sont adéquatement conçus a h  de supporter 
les charges en service; 

+ Selon les critères de comparaison, c'est le dispositif d'ancrage CS 6-31 du procédé CS de 
la soci6té VSL qui s'est avéré le plus efficace en service, suivi des dispositifs LK19T15S 
du procédés LH de la société Spie-Batignolles et A19K15S du procédé K de la société 
F'reyssine t ; 
En service, les dispositifs d'ancrage CS 6-31, LH19T15S et A19K15S ont respectivement 
un pourcentage du bloc d'ancrage plastifié de l'ordre de 12%, 38% et 62%; 
Passée la limite d'utilisation en service, on a constaté une détérioration très rapide du 
dispositif d'ancrage CS 6-31 et ce, en raison de l'intensité de la plastification au voisinage 
des alvéoles périphériques. Cette plastification localisée entraîne une ovalisation impor- 
tante de ces mêmes alvéoles et donc, une augmentation importante de l'enfoncement 
des plots tronconiques; 
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A l'ultime les trois dispositifs ont une zone plastique s'etendant de la partie supérieure 
du bloc jusqu'8 la base, ce qui indique une détérioration importante des dispositifs. 

Calage à l'interface toron-mors d'ancrage 

0 L'utilisation d'une architecture (une ou deux couches intermédiaires) dont le nombre 
de connexions est de l'ordre du nombre d'analyses par éléments f i s  effectuées donne 
généralement de bons réçultats; 
La prise en compte de la différence entre l'angle du  mors d'ancrage et celui de l'alvéole 
conique dans le modéle éléments finis a une influence majeure sur l'état de déformation 
en périphérie; 
Le coefficient de frottement à l'interface mors-alvéole conique ainsi que la pénétration 
des encoches dans le toron (représentée par le paramétre go) demeurent les paramètres 
les plus influents sur le comportement d'un dispositif d'ancrage. En contrepartie, l'effet 
du glissement circonférentiel à l'interface toron-mors d'ancrage n'a que peu d'influence. 

8.2 Recommandations 

Nous tenninons ce chapitre par quelques recommandations dans le but d'apporter une 
meilleure orientation des travaux futurs dans les domaines de la modélisation du problème 
de contact avec frottement en grandes transformations et de l'étude des dispositifs d'ancrage 
multitorons. 

ModGle numérique 

Il serait intéressant de permettre la résolution du problème de contact sur une repré- 
sentation d'ordre supérieure provenant d'un lissage au voisinage des points de contact 
appartenant B un élément esclave. La stratégie de base consiste à effectuer, dans un 
premier temps, la recherche des points de projection associés aux points d'integration 
d'un élément de contact. Connaissant l'ensemble des éIéments maîtres concernés, il s a t  
d'effectuer un lissage sur I'ensembIe des nœuds appartenant à ces éléments et dévaluer 
les conditions de contact sur ce lissage et de finalement reprojeter les diverses quantités 
calculees sur la représentation discrète. Reste à établir le type de lissage à utiliser; 
Permettre à Contacta de prendre en compte diverses lois d'interface. La conception 
orientée objet de Contacta permet un tel ajout. Il serait alors possible d'utiliser ce 
module dans le but d'imposer des conditions de périodicité, de continuité entre maillages 
disjoints ainsi que pour résoudre des problèmes d'interfaces multi-physiques (ex. therm* 
électro-mécanique) ; 
Permettre à Contacta de résoudre les problémes de contact avec frottement en présence 
de corps orientés. Il s'agit là d'une modification mineure, mais qui ne fut pas essentielle 
au cadre de cette thhe;  
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a Pousser à fond une étude sur le développement potentiel de préconditionneurs bien 
adapté à la résolution des problèmes de mécanique des solides en grandes transforms 
tions. Ces problémes mettent en cause divers types de non-linéarités associées à des 
lois de comportement non différentiables qui doivent être étudiées d'un point de vue 
mathématique; 

a elaborer une procédure permettant la résolution des problémes d'interfaces de grandes 
tailles en exploitant les notions de parallélisme et de sous-domaines. Dans un tel contexte, 
il serait possible de résoudre, dans un processus itératif, chacun des solides en mémoire 
distribuée par une méthode de rbolution bien adapth et de procéder ensuite B la résolu- 
tion de chacune des interfaces. Cette description fort simpliste de la situation, constitue 
un défie de taille; 
permettre & Contacta de prendre en compte diverses lois de comportement d'interface. 

Dispositifs d'ancrage multitorons 

Suite à l'étude des dispositifs d'ancrage multitorons, il paraît opportun de suggérer que 
ces trois dispositifs d'ancrage ne soient utilisés que pour les niveaux de chargement 
spécifiés par le fabriquant et ce, en raison de la progression rapide de la plastification 
au delà de ces limites prescrites; 

a Suite à la détermination du comportement d'un syst6me toron-mors d'ancrage, il serait 
maintenant intéressant d'effectuer l'étude d'un dispositif d'ancrage complet avec un sys- 
téme toron-mors d'ancrage dans chacune des alvéoles. Ii serait alors possible de vérifier 
l'influence de l'orientation de l'ensemble des systèmes toron-mors d'ancrage ainsi que de 
la disposition des clavettes composant le mors sur le comportement global du dispositif 
d'ancrage; 
Il serait tout aussi intéressant de proceder à d'autres essais en laboratoire sur des dis- 
positifs d'ancrage monotoron en contrôlant la disposition des trois clavettes composant 
le mors afin d'avoir une meilleure fiabilité sur les résultats obtenus du calage par réseau 
neuromimé tique; 
Modéliser plus finement chacune des clavettes afin de prendre en compte les congés 
ainsi que la rainure en tête de clavette afin de simuler le plus fiddement possible la 
pénétration des encoches dans le toron ainsi que la distribution non uniforme des sta- 
tuts de contact & l'interface mors-alvéole conique. L'ensemble des deux derniers points 
poürraient aiskment faire l'objet d'un projet de maitrise. 
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Annexe A 

Méthode de décomposition polaire par 
application du théorème de 
Cayley-Hamilt on 

A. 1 Généralités 

Cette annexe présente les détails relatifs à la méthode de décomposition polaire du tenseur 
gradient de déformat ions F à l'aide du théorème de Cayley-Hamilton. Cette mét hode, décrite 
dans Hoger et Carlson (1984), permet de déterminer le tenseur de déformations pures U 1  
sans recourir A l'évaluation de la racine carrée ainsi que des valeurs et vecteurs propres des 
tenseurs en cause. 

A.2 Expression du tenseur des déformations pures 

En présumant le tenseur gradient de déformations connu, considérons sa dkomposition 
polaire telle que décrite par la relation (2.11). On rappelle que cette décomposition m h e  à 
une matrice de transformat ion orthonormée R ainsi qu'à une matrice de déformation pure 
U symétrique et définie positive. Ces derniéres caract6ristiques du tenseur U permettent 
l'utilisation du théorème de Cayley-Hamilton selon lequel: 

où G, ZZL, et sont les trois invariants du tenseur U définis par: 

1 
Tu = tr (U), ZZ, = ;; (tr ( u ) ~  - tr (u2)), IZZu = det U 
1. La methode présentée dans cette annexe mène B la détermination du tenseur U mais peut tout aussi bien 

étre utilisée pour le tenseur V. 
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En exprimant U en fonction du tenseur de Cauchy-Green droit selon les relations (2.5) et 
(2. I l ) ,  l'expression (A.1) devient: 

En regroupant les termes, on obtient l'expression du tenseur U en fonction de ses trois 
invariants ainsi que ceux liés au tenseur C tel que: 

L'expression (A.4) est bien évidemment non résolue car les invariants de U sont, a priori, 
inconnus. De plus, il est possible d'exprimer explicitement l'expression (C + z ~ I ) - '  permet- 
tant de faire disparaître l'inversion matricielle. 

A.3 Définition de l'expression (C + ZZ,I)-' 

Telles que définies précédemment, les caractéristiques liées au tenseur U et par le fait 
même, de Cl permet tent d'affirmer l'existence de l'inverse du tenseur (C + q 1 )  et aussi, de 
définir sa résolution spectrale sous la forme: 

où a, ,O et 7 sont des constantes à déterminer selon la relation caractéristique de l'inverse 
définie par: 

En regroupant les termes Ct gauche et en divisant par cr, on obtient l'expression caracté- 
rist ique: 

Comme on peut le constater, l'expression (A.7) peut être redéfmie selon le théorème de 
Cayley-Hamilton sur le tenseur C tel que: 

En comparant (A.8) à (A.7)' il est donc possible de déterminer les constantes, selon les- 
quelles: 
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Les constantes a, /3 et  7 s'écrivent donc, après résolution de (A.9) : 

(A. 10) 

oii 4 = TTLl (q (& +&) +ZZ,) + ZZZ,. Cette dernière expression permet donc de 
définir complètement l'expression (A.5) en fonction des invariants de U et C tel que: 

1 
(C + ~ z u I ) - '  = - (c2 - (1% +Xe) c + (ZZ, (II, + 1,) + ZZ,) 1) . 4 

(A. 11) 

L'expression (A. i 1) permet ainsi d'éliminer entièrement l'inversion matricielle de (A.4) 
qui halement, s'&cri t sous la forme: 

A.4 Expression des invariants de U en fonction des invariants 
de C 

L'approche utilisée est basée sur le fait que les directions principales des tenseurs U et C 
sont identiques. Dans cet te optique, les élongations principales de C correspondent au carré 
de celles de U, exprimons les invariants de ces deux tenseurs en fonction de ces élongations 
telles que: 

On voit donc, selon (-4.13)' que les invariants de U peuvent s'écrire sous la forme: 

(A.14a) 

(A. l4b) 

(A. l4c) 

permettant ainsi de déterminer directement ZZZu. Pour ce qui est de TTu et Z,, ceux-ci 
sont obtenus par combinaison des relations (A.14b) et (A.14~) générant ainsi une équation du 
quatriéme ordre en Tu définie par: 

L'expression (A.15) a la propriété de ne générer qu'une seule racine positive (nécessaire à 
&,) possiblement répétée. Hoger et Carlson (1984) présente une méthode détaillée permettant 
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sa rbolution. Cependant, la résolution de (A. 15) , à l'aide d'un processeur symbolique permet 
la détection immédiate de cette racine positive unique. Celleci s'écrit: 

avec 

a =  

b = 

C = 

(A. 16) 

permettant ainsi l'évaluation complète du tenseur U. 



Annexe B 

Détails relatifs à l'écriture du PTV 
associé au problème de contact avec 
frottement 

B. 1 Généralités 

Cette annexe présente les détails relatifs à l'évaluation des divers termes nécessaires à 
I'kriture du PTV ainsi qu'à sa Linéarisation. En particulier, on présente la dérivation complète 
des expressions en mettant l'accent sur les diverses étapes permettant l'obtention des formes 
finales. En certaines occasions, et ce, en raison de la complexité des expressions, il devient 
nécessaire de passer en notation indicielle permettant ainsi d'alleger les écritures. Cependant, 
ces formes seront toujours obtenues à partir des expressions détaillées. Il importe de noter 
que la lecture complète des dérivations présentées dans cette annexe, quoique laborieureuse, 
constitue une expérience extrêmement enrichissante au point de vue de la compréhension du 
modèle mais aussi en ce qui à trait à la manipulation des expressions variatiomelles incluant 
des composantes convectives. 

B.2 Évaluation de la variation des vecteurs de base 

L'évaluation des composantes utilisées dans l'écriture du PTV ainsi que dans sa linéari- 
sation, implique nkcessairement la prise en compte de la variation des vecteurs de base au 
voisinage du point de contact. 
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B.2.1 fivaluation des vecteurs 6 T, 
hl 

L'éduation de la variation des vecteurs de base ra est obtenue en appliquant l'opérateur - 
d sur l'expression (3.10b) telle que: 

où encore, en permutant l'ordre de dérivation selon laquelle: 

Comme on peut le constater, l'évaluation de (B.2) requiert certaines précautions, et ce, 
en raison de la dépendance du champ f2 envers la paramétrisation associk B l'kvaiuation 
du point de projection £- Afin de permettre une meilleure compréhension, considérons la 
définition explicite de f 2  provenant de (2.2), et définies par: 

Selon (B.3), la variation de p2 s'effectue en deux temps. Premièrement, on évalue la 
variation par rapport à f, et finalement, en considérant fixe. Cette d e r n i h  etape correspond 
A la dérivée partielle de Gâteaux ' . D& lors la variation de f 2  s'écrit: 

où 6 fP et 6 u2 - représentent respectivement les champs de déplacements virtuels paramétrique 
et global associés A la frontière l?:. Considérant la dkfinition (B.2), on obtient la forme finale 
de 6 r a  telle que: 

h 

Il importe de noter que le passage de r p  à 9 devient nécessaire en raison de la définition 
CI 

particulière de T B  - donnée par (3. lob). 

1. Mathématicien français, René Gateaux publie en 1907 un mémoire oû il introduit la différentielle qui 
porte son nom. il ht aussi un précurseur des études mathématiques du mouvement brownien. 



B.2.2 Évaluation du vecteur 672 ly 

Dans un premier temps, exprimons le vecteur -, B l'aide de (3.1 1) telle que: 

oii K représente la normalisation définie par: 

K = llp x &- 
Selon (B.6), la variation 6 n rn s'écrit: 

Comme on peut le constater, 17évaluation de (B.8) implique la prise en compte de compo- 
santes variatiomelles exprimkes à l'aide produits vectoriels. Considérant la décomposition du 
produit vectoriel sous la forme: 

a x b = a b = b a  - - - (B-9) 

où a et b sont des matrices anti-symétriques associées aux vecteurs a - -  et b  respectivement, 
l'expression (B -8) devient: 

d n =  CY K(r2 

avec 

Pour ce qui est de K, son expression est obtenue en appliquant la déilnition (B.9) sur 
(B.7). Considérant la propriété des matrices anti-symétriques telle que -a = aT, l'expression 
(B.7) devient: 

( B .  12) 

Cette derniére forme permet donc une évaluation aisee de 6 K obtenue du principe de déri- 
vation en chaîne te1 que: 
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Apr& simplification et regroupement des termes, on obtient l'expression finale de 6 K définie 
par: 

permettant ainsi d'exprimer (B.10) sous la forme: 

(B. 15) 

La derniere étape, dans l'kvaluation de 6n, consiste éIiminer les formes matricielles de 
(B.15). Pour ce faire, considérons la  propriété^ 

a a = g @ g - a - &  hi CI (B. 16) 

où @ représente le produit tensoriel, 1, le tenseur identité, et a, la matrice antisymétrique 
associée au vecteur a telle que définie par (B.9). Appliquée à (B.15), l'expression d n B  peut 

.y 

être réécrite sous la forme: 

où map = 7- zp sont les composantes de la métrique covariante associée à la configuration 
spatiale et définie de façon similaire à (3.15). Considkrant la métrique duale obtenue par la 
relation: 

(B. 18) 

l'expression (B. 17) devient: 

En substituant, l'aide de (B.9), l'expression rlr2rT - hi par r2r1rT C Cr et utilisant (B. 16), l'expres 
sion (B. 19) devient: 

Finalement, en substituant, à l'aide de (B.16) les produits matriciels tnples de (B.20) par: 

(B -2 la) 

(B.21b) 



et considérant la propriété m,gmyfi = b7, ainsi que la définition anti-sym6trique de la normale, 
donnée par (B.9), l'expression (B.20) se réécrit sous Ia forme: 

Après substitution dans (B.15), l'expression de 6 n -4 devient, après simplification: 

où encore, sous format indiciel: 

Finalement, considérant la démtion de 6 rq obtenue de (B.5), l'expression (B.24) devient: 

B.3 Évaluation du terme bg 

L'éduation du  terme 6 g est directement obtenu par application de l'opérateur 6 sur la 
fonction écart g définie en (3.20): 

Selon les dépendances présentent dans (B.26), l'évaluation de l'expression virtuelle de la 
fonction écart nécessite la détermination des termes b 6 f2 et 6 n. Considérons, dans un 

h 

premier temps, la définition explicite de el: 

On remarque aisément que contrairement & 6 re2, l'expression 6 101 s'obtient directement et 
simplement par application de l'opérateur 6 sur (B.27) telle que: 
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oh du1 - représente le champ de déplacement virtuel associé B ri. Utilisant les definitions de 
6 v2 et 6 n - telles que données par (B.4) et (B.25), ainsi que (3.12)' l'expression (B.26) devient: 

Finalement, l'application de la condition d'orthogonalitk n-T, = O à (B.29) permet l'obtention 
de la forme h a l e  de la composante virtuelle de la fonctGn"écart telle que: 

D'une façon toute aussi élégante, l'expression (B.29) peut &tre obtenue par application de 
I'opi5rateur 6 à la définition de base de la fonction écart (3.7) teile que: 

où 191 représente la valeur absolue de la fonction écart et par le fait même, la distance entre les 
points Pl et P2. L'expression (B.31)' qui ne nécessite que le calcul de 6 lgl et 6 S (g), permet 
d'éviter l'evduation expiicite de 6 n. Dans ce contexte, le terme S (gI est obtenu directement 
en procedant A une écriture explicite de lgl telie que: 

représentant ainsi l'&pression virtuelle de la distance entre les points Pl et P2. Considérant 
les définitions usuelles de 6 et 6 F2 données respectivement par (B.27) et (B.4) ainsi que 
(3.1 2), l'expression (B.32) devient: 

Pour ce qui est du terme 6 S (g), celui-ci est obtenu en considérant la définition usuelle de 
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S (g) telle que: 

Par conséquent, en regroupant les expression (B.33) et (B.34) dans (B.31), ont obtient 
l'expression de Sg telie que: 

Finalement, par respect de la condition d'orthogonalité entre n et r,, l'expression (B.35) 
N - 

devient: 

B.4 Évaluation du terme be 

L'évaluation de 6 est obtenue par application de l'operateur 6 sur la condition d'or- 
thogonali te: 

où F2(%o(D,t) correspond il la projection de (X1,t) sur îz. De ce fait, la variation de (B.37) 
'5 

s'écrit: 

Considérant les expressions respectives de 6 p l ,  6 ie2 et 6 T, N définies par (B.28), (B.4) et 
(B.5), ainsi que (3.12), (B.38) peut être réécrit sous la forme: 



Finalement, en regroupant les termes en dfa  et considerant la condition d'orthogonalité 
n .y - T~ - = O, l'expression (B.39) devient; 

avec 

Il importe de noter qu'en g = 0, l'expression (B.40) se résume à: 

B.5 Évaluation du terme A t~ 

Considérant une méthode de régularisation par pénalisation des equations de contact avec 
frottement, l'expression A t~ est obtenue par application de l'opérateur A à, la relation (3.34): 

Les dépendances associées a (B -43) permettent d'écrire: 

1 sig > O 
autrement 

représente la fonction de ~ e a v i s i d e ~  et A g, obtenue directement de (B.29) en remplaçant 6 
par A telle que: 

2. Bien que la fonction de Heaviside est non définie en H(O), un certain abus de language a été introduit 
dans la définition (B.45) admettant H ( 0 )  = 0. 
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B.6 Évaluation du terme A ( 6 g )  

La linéarisation de la  forme virtuelle de la fonction écart est obtenue en considérant l'ex- 
pression non simplifiée (B.35) et ce, afin de permettre une meilleure visualisation de la sy- 
métrie associée au résultat de cette linéarisation. Dans ce contexte, A ( 69) est obtenue par 
application de l'opérateur A a (B.35) telle que: 

oil les termes za et A n - sont définis respectivement par les expressions (B.5) e t  (B.%), en 
remplaçant d par A : 

Pour ce qui est des termes A ( 6  u l )  et A (du2), ceux-ci sont évalués en considérant nulle, 
la dérivk partielle de Gâteaux et &, en raisonde la nature virtuelle des ternies en cause. 
De ce fait, seule la variation en fonction des composantes paramétrique fa permet l'obtention 
d'une contribution non nulle à la linéarisation. Dans cette optique, les deux termes s'écrivent 
respectivement : 

L'expression entièrement définie de A ( 6 g )  est donc obtenue en substituant les expressions 
(B.48), (B.49a) et (B.49b) dans (B.47) telle que: 

A (bg)  = [ b u 1  cY - 6u2 - - T, % 6 ~ ]  - pnTmp7 [t3,7(g) Aca + A&] 

Finalement, la prise en compte de l'expression (B.39) dans (B.50) permet de réécrire celle- 
ci sous la forme: 
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B. 7 Évaluation du terme A ( 6 Ca) 

Considérons, dans un premier temps, l'expression de &fa définie par (B.40) dans Laquelle 
le terme -gn a été remplacé par (3.12) afin de faire disparaître la contribution implicite de 
la normale 2 ainsi alléger la linéarisation: 

L'évaluation de A (6 fa )  consiste donc en l'application de l'opérateur A sur chaque terme 
de l'expression (B.52). Ainsi, considérons la linearisation de (B.52a) définie par: 

où AaB est defini par (B.41). Considérant la définition déjB établie de Ar, donnée par ... 
(B.48a) ainsi que celles de A v' et Av2,  donn6es respectivement par (B.28) et (B.4)' en 
remplaçant 6 par A tel que: 

(B. 54a) 

(B.54b) 

le seul terme indéterminé demeure Ae,,p. Connaissant pertinemment la définition de c a , ~  
par (B.54b)' sa Iinéarisation est s'écrit: 
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Selon les dernières définit ions, l'évaluation des termes (B -53) donne respectivement: 

Quant au terme (B.52b), sa linéarisation est définie par: 

Utilisant les définitions de A ( 6 u'), A ( 6 u2) et A Ta -. donneeS respectivement par (B.49a), 
(B -49b) et (B.48a), l'expression (E.57) devient: 

Findement, la linéarisation de (B.52~) s'obtient par: 

Considérant les définitions de A et A lo2 données respectivement par (B.54a) et (B.54b) 
et celie de A ( 6 147~) définie par: 





B.8.1 Linhrisation sans glissement 

En absence de glissement, la linéarisation (B.63) peut être réécrite sous la forme: 

où A MarB représente la lin4arisation de la métrique AtQ8 associée B la configuration de 
réference. Se basant sur la définition (3.15)' le terme A Mao n'est fonction que de la position 
du point de projection c e t  s'kcrit: 

Pour ce qui est du deuxiéme terme de (B.64)' celui-ci est obtenu simplement par: 

Finalement, en regroupant les expressions (B.65) et (B.66) dans (B.64), on obtient l'ex- 
pression: 

A %+ A t = A ~ T , , + ~ ~  

=ET [ M ~ P . ~ A P  (cf:,, 4) + M , A P ]  

B.8.2 Linéarisation avec glissement 

L'obtention de la forme linéarisée de la contrainte de frottement dans un contexte de 
glissement, constitue une des 6tapes les plus laborieuse dans la procédure de linéarisation du 
problème de contact avec frottement. Dans un premier temps, considérons la variation de 
(B.63) et ce, par rapport à chaque quantité: 
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On remarque a isbent  que les termes (B.68a) et (B.68b) sont entièrement dkterminéa, et ce, en 
raison des définitions déjà etablies de A t~ et A îTot+ A, par (B.44) et (B.67) respectivement. 
Dans ce contexte, et introduisant la définition: 

l'expression (B -68) 

- 
A %+ a t 

- 

devient: 

Pour ce qui est de A K,  celui-ci est directement obtenu par: 

Selon (B.72), la dif6culté majeure réside donc dans l'évaluation du terme A k. Pour ce faire, 
r6écrivons le terme k en fonction de la définition (3.29), selon laquelle: 

La variation A k est donc obtenue par application de l'opérateur A sur l'expression (B.73) 
telle que: 

En injectant le résultat (B.74) dans l'expression (B.72), et sachant que maB = rP - a . Y  - T B ,  cette 
dernière peut être réecrite, sous la forme: 

1 
A K = - - ( A K A +  A K B )  

k3 
(B -75) 

avec 

A KA = (ml1 iTl + m12iT2) A iT, + (ml2 iTl + +22i?T2 ) A iT2 (B.76a) 
-2 2 A K s = ( ~ l ~ 1 + ~ T l ~ T 2 1 2 ) -  - A T ' + ( ~ ~ T  ry +iTifGI1). AT* N (B.76b) 

où A~T, ,  &, est donné par (B.67). Le reste du travail associé à la détermination de A K, 
consiste B determiner les écritures associées B la Iinearisation des vecteurs de base A rO - présent 
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dans (B.76b). Pour ce faire, exprimons simplement le vecteur T' - en fonction des vecteurs 7, - 
à l'aide des relations (3.14) et (B.18) tel que: 

= milzi + m12p 

représente le déterminant de la métrique map. Sachant pertinemment que m,p = T, N -9, la 
iinéarisation de (B.77) n'implique donc que des variations pax rapport aux vecteurs 71 et 7 2 .  - 
Dans ce contexte, l'application de l'opérateur A à l'expression (B.77) permet d'écrire: 

Utilisant la définition usuelie des composantes de la métrique telle que définie par (B.18)' la 
linéarisation des composantes mi l ,  m22 et ml2 est obtenue de façon similaire à (B.65) telle 
que: 

En remplaçant (B.80) dans (B.79)' on obtient l'expression: 

Finalement, et  utilisant la définition (B.77) et regroupant les termes en AT,, CI l'expression 
(B .8 1) devient : 

Par une prococédure tout à fait similaire, on verifie aisément que la forme linéarisée du vecteur 
r2 s'écrit: - 



Les expressions (B.82) et (B.83) permettent donc la détermination complète de (B.76b) en 
fonction de termes déjà évaluées, en l'occurrence, les vecteurs  AT^. En injectant les nouvelles 
dkhitions des vecteurs A r1 - et  AT^ dans (B.76b), et en appliq&nt la transformation (B.77) 

AI 

ainsi que la simplification r, T@ = &, on obtient, après regroupement des termes en A 5: 
Cr h, 

Comme on peut le constater, le membre de gauche du produit scalaire présent dans (B.84b) 
représente l'expression globale du vecteur des contraintes nominales de fiottement 8Jt+ telie 
que définie par (3.29). En introduisant les définitions: 

dans (B.84), l'expression h a l e  de A K, definie par (B.75) s'&rit: 

Considérant (8.86), il est maintenant possible d'évaluer complètement l'expression linéa- 
risée de la contrainte nominale de frottement danç un contexte de glissement. En effet, en 
substituant (B.86) dans (B.71) et utilisant la définition (B.?O), on obtient: 

partie 1 Partie 2 

Finalement, en regroupant les expressions (B.87b) et la partie 1 de (B.87~) de même qu'en 
utilisant les définitions de k et A l;e donnée respectivement par (B.69) et (B .48a), l'expression 



AMVEXE! B. Dl?MES RELATIF'S A L'&!RITURE DU PTV.. . 256 

(B.87) devient: 

B. 9 Linéarisation à l'interface toron-mors d'ancrage 

Cette section présente les détails relatifs à la linéarisation des contraintes tangentielles à 
l'interface toron-mors d'ancrage, notés respectivement A tnt+ A et A t ~ ~ ~ +  

En tout premier lieu, considérons la linéarisation de la contrainte t ~ , ~ +  A par application 
de l'opérateur A à (4.27) tel que: 

A t ~ l c +  A ,  = A {&+at) 
= ET, A?. (B.89) 

Pour ce qui est de A t ~ ~ , +  celle-ci est obtenue par la linkarisation de l'expression (4.29) 
telle que: 

si Qt+ A t 5 O (sans glissement) 

autrement (avec glissement). 
t + A t  

Considérant le cas sans glissement, la linéarisation de la contrainte i!T2c+ O c ,  donnée par 
(4.28) est telle que: 

A t ~ 2 t +  A t = A {t7iC f ET2 (e+ a t - e) } 
= ET* A?. (B -91) 

Quant au cas avec glissement, la linéarisation de thc+ A t  est donnée par: 
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ob A t ~ ~ + ,  , est donnée par (3.60). 

I.i importe de noter que le terme A fa présent dans (B .89), (B.91) et (B .92) est directement 
obtenu de (B.42) en remplqant l'opérateur 6 par A .  



Annexe C 

Utilisation d'une méthode de 
lagrangien augmenté dans la 
régularisation des inéquations de 
contact et de frottement 

C .  1 Généralités 

Nonobstant les indéniables avantages d'une régularisation des lois de contact et de frotte- 
ment par la méthode de pénalisation, il n'en demeure pas moins que le conditionnement du 
syst6me matriciel utilisé dans les techniques de résolution ainsi que la solution obtenue sont 
grandement affectés par le choix des paramètres EN et ET.  En effet, la pénalisation doit être 
suffissamment élevée pour éviter les pénétrations excessives et glissements réversibles, sans 
toutefois perturber de façon significative le condit io~ernent du système matriciel. 

Ces limitations peuvent être levées en injectant un multiplicateur de Lagrange au niveau 
des expressions pénalisées des lois de contact et de frottement (3.34) et (3.35) afin de per- 
mettre une meilleure précision lors de l'évaluation des conditions d'admissibilité et ce, en 
considérant de plus faibles paramétres de pénalisation. Cette méthode, qui est présentée en 
détail dans Sirno et Laursen (1992) dans un contexte de petites déformations, demeure néan- 
moins applicable dans la formdation actuelle en raison de l'utilisation d'une base convective 
dans l'écriture des lois de contact et de frottement. On constate aisément que la méthode du 
lagrangien augmenté, qui constitue un compromis entre la méthode de pénalisation et celle 
des multiplicateurs de Lagrange, présente l'avantage de n'engendrer aucune modification au 
niveau de la formulation. 

Cette annexe présente donc les détails relatifs à la prise en compte d'une méthode de 
lagrangien augmenté dans les expressions développées aux Chapitres 3 et 4. 
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C.2 Prise en compte des multiplicateurs de Lagrange 

Dans le contexte actuel, la méthode consiste B redéfinir les vecteurs contraintes t~ et & 
de telle sorte qu'ils puissent prendre en compte la pénalisation ainsi que les multiplicateurs 
de Lagrange. Dans le cas de la contrainte nonnale, l'expression (3.34) devient: 

où AN est le multiplicateur de Lagrange associe A la contrainte normale. La relation ((3.1) 
montre effectivement qu'une valeur exacte du multiplicateur implique directement g = 0. 
Cependant, cette représentation de la contrainte normale à l'aide d'un multiplicateur de La- 
grange, nécessite une légère modification quant à la définition de la fonction écart g. En 
effet, le développement d'une contrainte normale t~ non n d e  obtenue de l'expression régu- 
larisée par pénalisation (3.34) implique nécessairement une violation des conditions (3.28) 
d'où l'obtention d'une pénétration résiduelle (g > O). Selon (C-l),  une telle restriction sur 
g n'est plus possible car la même contrainte peut être obtenue pour des valeurs signées de 
la fonction g. Ce constat emane directement de l'application de I'op6rateur (-) sur la somme 
AN + É N ~ .  Puisque AN doit être positif, l'augmentation e ~ g  peut éventuellement apporter des 
contributions négatives à la contrainte t ~ .  

Dans la direction tangentielle, la stratégie est essentiellement basée sur l'hypothèse d'une 
dkomposition additive du vecteur des contraintes tangentielles t ~ ,  utilisées dans la définition 
(3.29) en sa partie pénalisée et celle associée aux multiplicateur de Lagrange AT,. Dés lors, 
les conditions (3.35) deviennent: 

Selon l'expression (C.2)' on anticipe aisément qu'A multiplicateur exact (iT, = iTQ), la 
pénalisation devient carrément inutile permettant ainsi une représentation exacte de la loi de 
frottement (3.33b). Aprés intégration en temps de l'expression ((2.2)' on obtient une expression 
tout à fait similaire (4.22) telle que: 



représente l'incrément associé à l'augmentation de la contrainte de frottement au cours du pas 
de temps. Intuitivement, il parait tout A fait raisonnable, compte tenu de la représentation 
en vitesse de la condition d'admissibilité dc la loi de frottement, d'utiliser une description 
incrémentale des augmentations plutôt que de conserver l'information liée aux multiplicateurs 

AT,,+ A t et AT,, - 
Dès lors, La résolution tridimensionnelle du problème de contact avec frottement à l'aide 

d'une telie méthode nécessite la prise en compte de trois multiplicateurs; soit un pour la 
contrainte normale et un pour chaque composante définissant la contrainte tangentielle. 

C .3 Répercussions sur la forme variationnelle 

L'idée principale dans la méthode du lagrangien augmenté est de résoudre le systéme 
d'équations (4.78) tout en admet tant les multiplicateurs comme étant des estimations fixes 
de l'état de contrainte aux diverses interfaces de contact. Cette stratégie implique donc une 
procédure itérative supplémentaire à celie associée à la résolution globale par la méthode de 
Newton-Raphson et par le fait même, deux possibilités quant à Ia mise à jour des lagrangiens. 
La premiére, qui fut largement utilisée par Fortin et Fortin (1985) pour la résolution des 
équations de Navier-Stokes incompressibles, consiste à effectuer une mise à jour des multi- 
plicateurs après chaque évaluation de la correction de Newton-Raphson. Quant à la seconde, 
celle-ci consiste à effectuer la mise B jour des multiplicateurs une fois les équations d'équilibre 
convergées- Peut importe la technique, adoptée, la convergence globale ne peut être atteinte 
qu'à convergence sirnultank du schéma de Newton-Raphson et des multiplicateurs. Dans un 
tel contexte, et considérant les modifications apportées à la définition du vecteur contrainte 
normale ainsi qu'à la loi de frottement, l'expression (2.53) peut être réécrite sous la forme: 

avec 

où n est un cycle quelconque dans la procédure d'augmentation des multiplicateurs. Considê- 
(n+ 1) rant qu'à convergence des multiplicateurs, la contrainte normale t ~ , ,  , , sera égde à AN , 

on anticipe aisément, à l'aide de (Cl), qu'une bonne approximation de la procédure d'aug- 
mentation peut s'écrire sous la forme: 



AMVEXE C. UTlLISATION D'UNE MGTHODE DE LAGRANGIEN AUGMENT&. . 261 

Quant & la contrainte tangentielle, l'augmentation peut être directement établie en admettant 
qu'à convergence, t ~ , ~ +  , , - - c:L et t ~ , ~  = AT,, . DéS lors, A AT, devient egale à la modX- 

cation de la contrainte de frottement sur l'intervalle [t,t + A t]. En s'inspirant de l'expression 
(C.3)' la procédure d'augmentation peut s'écrire sous la forme: 

Finalement, il importe de mentionner que l'expression (C.6) implique certaines modifica- 
tions au niveau de l'évaluation de la matrice tangente de contact. En effet, malgré l'invariance 
des multiplicateurs durant la résolution du schéma de Newton-Raphson, la nature particulière 
de la fonction écart associée à l'utilisation d'une méthode de lagrangien augmenté mène à une 
toute nouvelle interprétation de l'évolution de la rigidité (I l'interface de contact. Considkrant 
que la fonction écart peut prendre des valeurs négatives dans des conditions de contact non 
nulles, il en résulte une certaine diminution de rigidité au niveau des expressions (4.59), (4.61) 
et (4.62). On anticipe aisément ce constat dans la direction normale, puisque un écart négatif 
doit nécessairement mener à un rapprochement des solides, d'où la diminution de rigidité. 

Dans le même ordre d'idées, on remarque que la linéarisation de la contrainte normale 
telle que définie par (C.1)' rnéne à une toute nouvelle expression de la fonction de Heaviside. 
Utilisant une approche tout à fait similaire à celle utilisé pour l'obtention de l'expression 
(B.44)' la linearisation de la contrainte normale augmentée (C.1) peut s'écrire sous la forme: 

Les dépendances associées à (C.9) permet tent d'écrire: 

représente la fonction de Heaviside associée B la condition de contact et Ag, donné par (B.46). 
On remarque aisément que contrairement à (B -45) l'expression (C .Il) reflète maintenant le 
fait que la fonction écart peut prendre des valeurs signées. Cette situation implique donc que 
le statut de contact doit être établi en considérant le signe de la contrainte normale et non le 
signe de la fonction écart comme c'est le cas lors d'une simple p4nalisation. 



Annexe D 

Résolut ion du problème de projection 
orthogonale d'une particule esclave 
sur un élément maître 

DI 1 Généralités 

La procédure permettant la détermination du point de contact d'une particule esclave sur 
une surface maître, passe nécessairement par une évaluation, de proche en proche, des projec- 
tions orthogonales de cette même particule sur un ensemble d'ékments frontières définissant 
la surface maître. Cette annexe présente donc les détails associés à la mise en équation ainsi 
qu'& la résolution des expressions mathématiques permettant la détermination d'une telle 
projection. 

D.2 Mise en équation du problème de projection 

Tel que défini par l'expression (3.7), le critere associé à l'obtention d'une projection or- 
thogonale entre une particule esclave de coordonnée f l ( ~ l , t )  et un élément de frontière l?: 
passe indirectement par la détermination de la particule Gaitre correspondaot à la plus petite 
distance entre la particule esclave et ïze. Par une approche totalement similaire, et tel que 
montré à la Figure D.1, ce critGre peut aussi être défini par le respect d'une orthogonalité 
entre le vecteur non unitaire défini par la position des particules esclave et maître tel que: 

et les vecteurs de base k e&t) définissant le plan tangent au même point. D'un point de vue 
mathématique, e t  en considérant le temps fixe, cette demiére condition peut être réécrite sous 
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la forme: 

avec cr = 1'2. Dans le plus ghérai  des cas, le système d'équation (D.2) doit &tre résolu à 
l'aide de méthode itérative et ce, en raison de la non-linéarité potentielle associée au niveau 
d'interpolation de la surf'e maître et en particulier, de l'élément î:. Pour ce faire, effectuons 
u n  dkveloppement en serie de Taylor limité au voisinage de la position 5 et tel qu'A l'itêration 
i + 1, il est possible d'écrire: 

où A c@ représente la correction nécessaire A ~ i ( c , t ) ,  par l'entremise de 58 afin de permettre le 
respect de la condition (D.2). Considérant la définition (D.l) ainsi que le principe de dkrivation 
en chafne, la dkriv& apparaissant dans l'expression (D.3) peut être réécrite sous la forme: 

En injectant l'expression (D.4) dans (D.3) et utilisant la définition des vecteurs de base 
donnée par (3.8), l'expression finale de (D.3)' en remplaçant g ( c , t )  par son &quivalent 
provenant de (D .2), s'écrit: 

avec 

Considérant chacune des directions a, l'expression (D.5) peut être réécrite sous forme d'un 
système d7équat ions linéarisées defini par: 

1 - 1 - 1 

Bi] { a<'} - - {;} {?(6't) - 52(f,t) A2 B2 At2  

permettant ainsi l'obtention des corrections A t1 et A c2. 
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te2 
Figure D.1 - Représentation schématique du problème de projection 

D.3 Résolution du problème de projection 

La résolution du problème de projection revient donc il déterminer les composantes du  
vecteur < permettant de respecter l'expression (D.2). Considkant la nature non Linéaire du 
problème, on propose de résoudre cette derniére expression à l'aide d'un schéma itératif de 
Newton-Raphson avec comme solution de départ, la position d7ent rée de la particule esclave 
sur l'élément maître, telle que montrée à la Figure 5.9. Connaissant cette dernière position, 
il est alors possible de déterminer l'ensemble des ternes nécessaires à la détermination d'une 
premiere correction du vecteur position $. A ce stade-ci, il importe de noter que la détermina- 
tion, à chaque itération, du vecteur n($,t) implique une certaine prudence lors de 1'6valuation 
du second membre provenant de (D.?). En effet, lorsque la longueur de ce dernier vecteur de- 
vient très petite, le système (D.7) devient très mal conditionné et mène systématiquement à 
la divergence du schkma de Newton-Raphson. Afin de contrer cette situation, il est fortement 
suggére de comparer la longueur du vecteur n(g,t) à une certaine tolérance, notée EL et d'ad- 
mettre, le cas Méant ,  que la position actueie correspond au point de projection recherche. 
L'Algorithme D. 1 présente l'algorithme permettant la résolution du problème de projection. 

Comme on peut le constater, ce type de problerne est grandement influence par le ni- 
veau d'interpolation associé & la frontière maître. En particulier, on remarque aisément que 
pour une interpolation linéaire de continuité @, l'invariance des vecteurs de base mene à la 
détermination immédiate du point de projection sans avoir recours à la procikiure itérative. 
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Algorithme D.l - O~érations relatives à la résolution du ~robkme de ~roiection 

1: Requête de la coordonnée esclave: < e l ( ~ l , t )  - 
2: Requête de la position initiale: p 
3: Requête de I'ékment maître A considérer: rr 
4: Requête du nombre d'itérations maximal: Iter,, 
5: lnitialisation de la procédure itérative 

Iter = O,  ConvergeOK = faux 
6: Repète 
7: lhaluation de la position de la particule maître F2(zo(c),t) 
8: Evaiuation du vecteur n(c,t) - (Eqn (D.1)) 

9: Si Iln(g,t) 11 < EL Alors (Les deux particules sont au meme endroit) 
10: CmuergeOK = vrai 
11: Sinon (Les deux particules sont distinctes) 
12: Évaluation des vecteurs de base el (tp , t )  et ez (f ,t) - - 
13: Évaluation des termes associés A la matrice tangente 

Act (EQn (D -Ga)) 
Ba (Eqn (D.6b)) 

14: Résolution du système héarisé (Eqn (D.7)) 

15: Mise à jour de la position E'fl=r+ A r  - 
16: Si 11 A ti 11 < E,,I Alors - 
17: ConvergeOK = oui 

18: Fin Si 
19: Fin Si 
20: Iter = Iter + 1 
21: Tant que ConvergeOK # vrai ET Iter < Iter,, 




