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Résumé 

Ce mémoire est consacré à I'étude de techniques de simulation numérique qui combinent 

Ia méthode de discrétisation par éléments finis et les idées d'adaptation. Il existe de 

nombreux champs d'application de telles techniques, mais nous nous sommes concentrés 

sur la simulation des fluides dits non-newtoniens qui sont d'un intérêt particulier pour 

l'industrie des plastiques. 

Le modèle visco6lastique de Maxwell est souvent considéré comme un bon banc d'essai et 

c'est celui que nous avons retenu. Pour l'outil informatique, nous avons choisi de travailler 

avec le code MEFf + développé à l'université Laval. Ce code est suffisamment souple et son 

utilisation nous a permis de monter assez rapidement une librairie d'outils d'adaptation 

performants. Wos différents tests démontrent clairement le potentiel de cette approche 

pour I'étude numérique de ces fluides complexes. 

Daniel lbrgeon Direaeur : Roger Pierre 
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Introduction 

De nos jom, l'ordinateur est devenu un outil incontournable de la recherche scien- 

tifique. U ne faut pourtant pas remonter très loin pour se retrouver B une époque où 

les ordinateurs étaient peu nombreux, volumineux et Ients. U y avait bien sQr des "super- 

ordinateurs1', mais ils étaient réservés à une poignée de chercheurs favorisés. C'est pourtant 

B ce moment-l& qu'est née la simulation numkique, une technique d'analyse scientifique 

qui a maintenant gagné ses lettres de noblesse au meme titre que la méthode expérimen- 

taie. t'apparition des rnicrwrdinateurs et Ia croissance phénoménale de leurs capacités 

rend cet outil de plus en plus disponible aux ingénieurs et praticiens et ce, quel que soit 

le type d'industrie qui les abrite. 

Un des domaines dans lequel la simulation numérique a fait une percée intéressante est 

celui de la mécanique des fluides, en particulier, celle des ffuides non-newtoniens, poly- 

méres fondus et dilués, huiles, etc., que l'on rencontre souvent en ingénierie des procédés 

de transformation des matériaux plastiques. Dans ces domaines, comme dans beaucoup 

d'autres, I'expérimentation coûte cher et k possibilitb de simuIer certains procédés indus- 

triels pour analyser leur validité est particuliérement attrayante. 

Une des méthodes num4riques de choix, maintenant couramment utilisée pour résoudre 

ce type de problbe, est appelée Méthode des Jhhents F i s  (MEF). Son application à 

l'étude des fluides non-newtoniens fut développée vers 1975 et popularisée par des cher- 

cheurs comme P. Le Tallec, M. Fortin, M.J. Crochet et R.I. Tanner. On trouve d'ailleurs 

une bibliographie intéressante dans la thèse D. Esselaoui (71. Jusqu'B il y a que1ques an- 



nées, seuls les probkmes bidimensionnels étaient envisageables et ce, dans des géométries 

simples et avec des maillages grossiers. Les principales difiicultés rencontrées concernent 

le nombre élevé de variables qui a un impact majeur sur l'espace mémoire et la forte non- 

linéarité. Cette dernière influe sur le temps de calcul ainsi que sur la présence fréquente 

de singularités qui requiert des maillages assez fins. Les progrès initiaux furent donc lents 

et ce, sur tous les fronts : choix des discrétisations, méthodes de résolution, création et 

gestion des maillages. 

LA comme ailleurs en analyse numérique, on a vu emerger des techniques dites adap- 

tatives qui permettent de modifier le maillage de calcul dans le but de réduire la taille 

des systèmes linéaires B résoudre tout en améliorant la précision de la solution obtenue. 

Une de ces techniques, apparue dans les années 80, produit des triangulations dites de 

Delaunay dans lesquelles la forme des triangles dépend de la minimisation d'une fonc- 

tionnelle déterminée. Maintenant, cette technique est surtout utilisée pour la création de 

maillages plutôt que pour leur modification. La technique de modification la plus classique 

est appelée rafEnement local. Dans cette technique, on cherche A déterminer les zones où le 

maillage n'est pas assez raflmnh pour obtenir la précision visée. Une fois la zone identifiée, 

les triangles sont découpés en trois ou en quatre, puis des modifications sont apportées 

au reste du maillage (ajout d'arêtes) pour qu'il continue de respecter les régles usuelles. 

Cette technique peut être améliorée en introduisant le déraflinement, c'est-&-dire que l'on 

enléve des triangles là où il n'est pas nécessaire que leur densité soit élevée. On peut même 

aller jusqu'à déplacer les sommets pour r6gulariser les maillages. 

Dans tout ceci, le point crucial est la détection des zones B modifier. Puisque le critère 

est la précision, il faut donc mettre au point des indicateurs d'erreur et ce, en absence 

de la solution exacte. C'est le probléme de base de L'adaptation, & savoir : comment ti- 

rer de l'information de l'approximation obtenue pour modifier le maillage et obtenir une 

approximation de meilleure qualité? A la base de l'étude de ces questions, on trouve les 

estimations a priori qui nous renseignent sur le lien entre la précision et le comportement 
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de la solution cherchée, ou plus précisément, sa régularité. La plupart de ces estimations 

contiennent des facteurs qui dépendent du maillage. L'idée de base du rffiement est de 

modifier le maillage pour diminuer ces facteurs. Plusieurs travaux dans cette direction ont 

été menés par Verfürth [la], Babilska (11 et Bank 121. Dans tous les cas, on a cherché à 

construire des maillages pour lesquels la condition d'angle minimal, requise pour l'obten- 

tion de bonnes estimations a priori, soit respectée. On obtient alors des maillages dont 

les triangles sont de plus en plus proches d'un triangle équilatéral. De tels maillages sont 

dits isotropes et sont parfaitement adaptés au calcul des solutions dont la variation n'a 

aucune direction privilégiée. 

Pourtant, en mécanique des fluides, on rencontre beaucoup de situations oh les axes de 

variation de la solution sont dictés par la physique. C'est le cas des chocs aérodynamiques 

et des couches limites. Dans ce dernier cas, il y a longtemps que les praticiens ont remarqué 

que des triangles allongés dans la direction des lignes de niveaux de la solution donnaient 

une précision bien plus élevée que celle prédite par la condition d'angle. Dans ce cas, 

il semble donc que le maillage optimal soit un maillage orienté pIut6t qu'un maiüage 

isotrope. 

Récemment, un nouveau paradigme s'est ainsi imposé, sugghré en partie par la remarque 

précédente mais surtout par les travaux de Simpson et D'avedezo [15]. Ces chercheurs se 

sont intbressés B l'adaptation de maillage du point de vue de l'interpolation. Pour résumer 

leurs résultats, nous énonçons d'abord précisément la question qu'ils se sont posés : étant 

donnée une fonction de deux variables définie sur un domaine D, quelle est la trimgdation 

de D pour laquelle l'interpolant linéaire par morceaux de f donne la plus petite erreur? Si 

f est une forme quadratique définie positive, la réponse est simple : le maillage optimal est 

celui pour lequel, tous les triangles sont équilatéraux, si la norme utilisée pour mesurer 

leurs côtés est celle définie par f. Ii n'est pas difficile d'imaginer un f pour lequel un 

tel maillage sera fortement orienté et les triangles très étirés. Un tel maillage sera dit 

anisotrope. Ce résultat peut Btre généralisé pour une fonction f assez régulike, si on 
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se rappelle que l'erreur d'interpolation dépend du hessien de cette fonction f. Or, les 

estimations a priori classiques de la méthode des éléments finis disent précisément que 

l'erreur de discrétisation est dominée par l'erreur d'interpolation et qu'elles sont du même 

ordre. C'est cette remarque qui a mené MG. Vdet  B considérer l'adaptation anisotrope 

dans sa thèse de doctorat [17]. Cette approche est au centre des nombreux travaux récents 

du groupe de M. Fortin [91, membre fondateur du GIREF, un centre de recherche en 

analyse nubrique auquel appartient l'auteur, 

Dans ce mémoire, nous allons étudier ce type d'adaptation de maillages, dite anisotrope 

basée sur un concept de métrique non euclidieme. Par la suite, nous appliquerons cette 

technique à la résolution de problémes Mscoélastiques, Dans le premier chapitre, nous 

allons rappeler brièvement les méthodes d'éléments finis et les illustrer sur l'exemple du 

problème de Poisson. Dans le second chapitre, nous discuterons des estimateurs a priori 

pour ensuite introduire les estimateurs a posteriori. En outre, nous décrirons en détails la 

construction et l'utilisation de la métrique d'erreur basée sur un tel estimateur. 

Dans le chapitre 3, nous détaillerons les quatre opbrations élémentaires de l'adaptation 

A savoir le rafkement, le dérffiement, le retournement d'arêtes ainsi que le déplacement 

de sommets. Nous donnerons les dbtails des algorithmes et discuterons du bien fondé des 

idées principales qui soutendent ces opérations. Les travaux informatiques nécessaires pour 

impkmenter un code d'adaptation de maillages dans un langage orienté objet tel que le 

Cf+, seront décrits dans le chapitre 4. De plus, nous validerons les opérations de base 

de l'adaptation sur un cas analytique. Enfin, dans le chapitre 5, nous introduirons les 

concepts de base de la mécanique des fluides non-newtoniens en mettant l'emphase sur 

le modèle le plus simple de fluide viscoélastique appelé fluide de Maxwell. Ceci fait, nous 

proposerons une discrétisation du modéle mathématique correspondant. Ayant choisi un 

estimateur a posteriori qui dépend d'une des composantes de la solution discrète, nous 

pourrons balement l'utiliser pour tester les algorithmes d'adaptation et démontrer leur 

puissance sur des probl&mes considérés comme très rigides. 



Chapitre 1 

Les méthodes adaptatives en éléments 

Dans ce chapitre nous allons faire une bréve présentation des concepts de base sur 

lesquels reposent ce travail. Puisque notre but est avant tout d'introduire un vocabulaire, 

nous ne viserons ni Ia profondeur ni la généralité. C'est la raison pour laquelle, bien que 

le probléme que nous traiterons au chapitre 5 soit issu de la mécanique des fluides, nous 

limiterons ici notre attention au probléme classique de Poisson. 

1.1 Le probléme modde de Poisson 

Soit 0, un domaine rbgulier, fermé et connexe de R2 dont la frontiére est notée r. On 

note I'opérateur Laplacien A par 

Soit f (x ,  y) une fonction continue sur fi et g(x, y) une fonction continue sur r. On appelle 

dution classique du probléme de Poisson, une fonction u(x, y) de classe C2 qui satisfait 

les conditions 
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Sans perdre de généralité, nous choisirons g = O. En effet, pour f = fi et g = gl donnés 

et ul la solution correspondante de (LI), soit uo une fonction de classe C2 quelconque 

pour laquelle voir = gl. Il est fade  de voir que u = u1 - uo est une solution du même 

problème avec g = O et f = fi + Auo. 

L'étude de l'existence et da l'unicité des solutions de (1.1) peut être menée de dî6rentes 

manieres, mais l'approche la plus moderne repose sur l'utilisation des idées du calcul des 

variations, La premiére étape consiste A remplacer l'bquation aux dérivées partielles (EDP) 

par une équation variationneile obtenue de la façon suivante. Soit 4 une fonction réguliére 

qui s'annule sur ï. Multiplions les deux membres de 1'EDP par $ puis intégrons les produits 

obtenus sur tout le domaine. Nous obtenons que u est la solution cherchée si 

L'application de la seconde formule de Green au membre de gauche conduit alors à 

où n dénote la normale unitaire extérieure et = n Vu la dérivée normale de u. 

Ce calcul est purement formel, puisque nous n'avons ni précisé la nature des fonctions 

q5 ni vérifié la validité des différentes intégrations. Cette étape est cruciale, mais nous ne 

la développerons pas. Pour de plus amples détails, le lecteur peut consulter [5] et (121. 

Notons tout de meme que, pour que les intkgrales apparaissant dans (1.2) aient un sens, il 

d i t  que Vu, 9, f ainsi que leurs produits soient intégrables. Nous dfisignerons donc par 

V := H~(Q) = {u E L'(Ci) 1 VU E (L'(Q))~, u Ir = O}, 

l'espace des fonctions de I;? dont les d4rivbes partielies au sens des distributions sont aussi 

dans L2. Ensuite, nous chercherons la solution de (1.2) dans cet espace. Le problème se 
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aui t  alors à un probléme assez simple d'inversion d'un opérateur auto-adjoint défini 

positif dans un espace de Hilbert (voir [12]). Même si nous pouvons montrer que (1.2) 

p d e  une solution unique, ce ne sera pas tout. Il restera B montrer que cette solution est 

une solution du problème de départ. De tels résultats sont appelés résultats de régularite. 

Ils sont généralement difEciles B démontrer, mais ils en existent plusieurs. Toute solution 

de (1.2) est appelée solution faible de (1.1). Dans le cas oh la hontiére l' n'a pas de point 

anguleux trop prononcé, on peut montrer qu'une solution faible est aussi une solution 

classique. Dans le cas contraire, il se peut qu'il n'existe que des solutions faibles. Ainsi, ce 

que nous chercherons à calculer sera la solution faible et ce, dans tous les cas. 

Puisqu'il existe assez peu de cas oh on peut obtenir une expression analytique de la 

solution de (1.1), nous sommes naturellement conduit aux méthodes numériques dites de 

discrétisation. Parmi celles-ci, nous favoriserons la méthode des éléments finis (MEF). 

1.2 Discrétisation du problème de Poisson 

Pour résoudre numériquement le problème (1.2), nous adoptons une id& naturelle due 

il Galerkin. Donné un espace de dimension finie W C V, on cherche une approximation 

fi € W de u qui est solution du probléme : 

Si on connaît une base B = {wl, ..., wn) de W, le systéme précédent se réduit B un nombre 

fini d'équations 
L 

n 
En exprimant iï dans la base B par ü = C Gwi, et en substituant dans l'équation pré&- 

L 

dente, le problème est ramené à celui de résoudre le système Iinéaire 



dans lequel la matrice A = (Q) et le vecteur B = (bi) sont définis par 

Comme il faut s'y attendre, la précision de la méthode va croitre avec la dimension de 

W ,  c'est-&-dire ceile du système ünbaire. Pour que cette méthode soit viable, il faut donc 

choisir des bases pour lesquelles le systéme (1.4) est facile B résoudre, bien qu'il soit de 

grande dimension. 

Pour des domaines simples, on peut choisi des bases orthogonales au sens du produit 

scalaire défini par A et obtenir un systéme diagonal. Cette approche, dite spectrale, n'est 

cependant pas applicable aux domaines complexes. On doit alors utiliser une autre mé- 

thode qui donnera une matrice creuse. Cette méthode est appelée méthode des éléments 

finis. Nous allons en donner une description dans le cas où R est un polygone (pour le cas 

gbnéral, voir [51). 

On se donne d'abord une triangulation de 0, c'est-à-dire une partition 

oil X est un triangle droit, n, est le nombre d'éléments trianoplaires et tel que satisfait 

les conditions suivantes 
ne 

1. 0 =  U T i ;  
i=l 

2. si i # j, n T, coïncide avec 

(a) l'ensemble vide, 

(b) un sommet commun aux deux triangles, 

(c) une arête commune aux deux triangles. 

Avec cette triangulation, on peut maintenant construire le sous-espace de V des fonctions 

polynômiaies par morceaux de degré donné 
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oh Pk(Ti) est l'espace des polyn6mes de degré infBrieur ou égal à k defini sur Ti. C'est 

B partir de cette suite d'espaces que nous allons appliquer la méthode de Gderkin. Il 

ressort de la définition de Wh que cette discrétisation est entièrement dkfinie par deux 

paramdtres : 

1. la triangulation 5, 

2. le degré k de l'approximation des polynômes. 

Les éléments de sont appelés é16ments finis (El?), d'où le nom de la méthode. Le 

diamétre de T E 5 est noté hT, 

De même, la "rotondité" de T, c'&&-dire le diamètre du cercle inscrit sera notée pr. Un 

maillage sera dit régulier s'il existe une constante a indépendante de h pour laquelle 

Nous aurons aussi besoin de considérer des sous-ensembles de la triangulation 5. On 

appellera coquille un sous-domaine ferme connexe du maillage global. On construira une 

coquille B partir d'une entité du maillage (e.g. une arête, un sommet) en incluant tous 

les éléments qui sont adjacents à cette entité. La figure 1.1 est un exemple d'une coquille 

extraite autour d'un sommet S. 

Pour revenir A la mbthode de Galerkin, nous devons maintenant construire une base. 

Comme nous l'avons vu, le chut  de cette base doit etre tel que la matrice A qui en 

résultera sera creuse, c'est-Mire qu'un grand nombre des integrales Jfi Vwi Vwj dz 

seront nulles. 
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FIG. 1.1 - Coquille extraite d'un maiiiage. 

Nous allons décrire cette construction dans b cas des polynômes de degré un (k = l ) ,  

pour les autres cas, le lecteur peut consulter 1121. Notons SI, ..., s,, les n, sommets de la 

triangulation 5. A chaque sommet si, nous associons une fonction linéaire par morceaux 

uii qui vaut 1 en et O aux autres sommets. Le support de cette fonction (i.e. la fermeture 

de l'ensemble des points de fl où elle est non nulle) n'est rien d'autre que la "coquille" 

associée B ce sommet. Puisque, pour de nombreuses paires de sommets, l'intersection des 

coquilles est vide, il en résulte immédiatement que la matrice sera creuse. 

En outre, pour wh une fonction de Wh, on la 'formule de Lagrange" : 

C'est donc dire que le vecteur des coefficients de wh dans cette base, appeles degres de 

liberté (ddls), sont les valeurs de wh aux sommets (valeurs nodales). Ainsi, la solution du 

système (1.4) donnera les valeurs nodales de ii et ü pourra être calculée en tout point par 

Au chapitre suivant, nous verrons que la qualité de l'approximation de u par ü dépen- 

dra effectivement du maillage et du degré des polynômes. Cette qualité pourrait donc 

être améliorée de deux façons. La première approche, que les ingkiews appellent la "p 

methodit, consiste B fixer le maillage et B changer k. Dans le cas d'un seul élément, elle se 
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réduit B l'approche spectrale. La deuxSrne consiste B fixer k et A modifier le maillage* Les 

inghieurs appellent cette approche "h-method" et c'est ceiieci que nous favoriserons. 

1.3 Adaptation 

Dans notre contexte, l'idée d'adaptation, qui est très répandue en analyse numérique, 

peut se résumer comme suit : don&(s) une ou des approximations de u, peut-on obtenir 

de l'information A partir de laquelle on pourrait calculer un maillage sur lequel la nouvelle 

approximation serait meilleure ? 

Consid6rons un exemple simple. Pour calculer 1 = Ji f (x) dx on peut utiliser les a p  

proximations du trapéze (T) et de Simpson(S). On obtient ainsi deux approximations 

IT et Is. Si l'écart IIIT - IsII est petit, il est raisonnable de considérer que IT est une 

bonne approximation. Sinon, on peut augmenter le nombre de noeuds d'intégration et 

recommencer. 

Ce raisonnement est basé sur le fait que la quantité IIIT - Is[[ est un bon estimateur 

de l'erreur (II - IT(( commise par l'approximation du trapéze. Pour transposer cette idée 

dans notre contexte, nous devons donc : 

1. Choisir un estimateur. 

2. Décider comment 'faméliorer" les maillages. 

Nous discuterons du premier choix au chapitre 2. Le probléme de l'amélioration des 

maillages est au centre de ce travail et sera abordé au chapitre 3. 



Chapitre 2 

Estimation d'erreur 

Dans ce second chapitre, nous nous concentrerons sur la construction d7estimateurs 

d'erreur ce qui n'est évidemment possible que si nous avons une bonne définition de 

l'erreur elle-même. Par exemple, si nous revenons au probkme de Poisson, la qualité de la 

discrétisation sera mesurée par f(u -uh(l où uh est la solution du probléme (1.3), u est celle 

de (1.2) et II II est une norme B déterminer. Notons que le choix de la norme influencera 

le résultat. Nous voulons choisir une norme qui est naturelle et facile B calculer, c'est 

pourquoi nous nous h i te rom la norme la plus simple qui est la nome de V. 

Il convient ici d'introduire quelques notations. Notons que V est un espace de Sobolev, 

c'est-bdire un sous-espace de L2 de fonctions dérivables. Si les fonctions sont L fois dé- 

rivables le sous-espace est not4 H'(R). Dans le cas où [ = 0, l'espace est L2 muni de la 

norme usuelle 

Pour L > O, on peut doter chacun des sous-espaces d'une semi-norme 
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(où nous utilisons la notation classique des multi-indices) et de la nome correspondante 

Dans ce travail, noua nous intbrmmons surtout aux cas l = 0,1,2 et nous mesurerons la 

qualité de l'approximation par la norme associée. 

2.1 Estimation d'erreur a priori 

Dans cette section, nous discuterons briévement des rêsultats théoriques connus sur 

l'erreur de discrétisation. Le lecteur peut consulter [51 ou [12] pour connaître les démons- 

trations des diffhnts théorémes qui seront bnoncés, 

Le premier thêoréme que nous considérons est un rbultat général qui s'applique 9, la 

discrétisation d'une vaste classe de probkmes variationnelç. 

On déduit de ce résultat que l'erreur de discrétisation est toujours du mCme ordre que 

1% meilleure appmimation de u dans Vh. Ceci nous fournira une façon simple d'obtenir 

un estimateur de Ilu - uhll. 

Si on considére u une fonction définie partout et qu'on designe par T,,U l'interpolé de u 

dans Vh qui s'écrit comme 

en appliguant le théorème 1, on obtient Ie résuitat suivant : 

11. - uhll 5 c[[u - ~rnull- 
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L'intérêt de ce résultat &ide dans la simplicité du majorant et dans le fait que Ia 

théorie de l'approximation nous en fournit une estimation optimale. Plus précisément, on 

en déduit le théorème suivant. 

Théoréme 2 Soit 5 une triangulation donde  et Vh un espace de fonctions polynb 

miales par momux, continues et de degré k 2 1 sur chaque triangle. Alors, 2l existe 

une constante C qui ne dépend que de R et k telle que pour tout entier m, O 5 m 5 k + 1 
et pour tout K E 5, 

Une telle estimation, valide sur tui seul élément, est appelée locale. Notons qu'on peut 

passer d'une estimation locale B une estimation globale en sommant sur tous les éléments. 

Ainsi, en posant rn = 1 et u E Hk+l(Sl) dans le théorème 2 et en sommant sur tous les 

triangles K de x, on obtient l'estimation globale : 

On rencontre alors une diiculté liée ti la quantité géombtrique qui est une mesure de 

l'applatissement de l'&ment. Sous l'hypothése que la triangulation 5 est régulière (voir 

(1.5)), nous pouvons cependant déduire que : 

Dans le cas k = 1, on remarque que Ie majorant contient Ie terme 

Cette quantité jouera un r6le important par la suite. 
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2.2 Estimation d'erreur a postenori 

Cette section présente les mhthodes d'adaptation de mailIages inspirées de la librairie 

LIBOM. Cette librairie a été conçue et développée dans le cadre de la thèse de doctorat 

de Mme Vallet [17]. Par la suite, elle a été largement développée par l'équipe de M. Fortin 

et W. Habashi [9]. Ainsi, nous aborderons des notions fondamentales telies les estimateurs 

a posteriori, les métriques d'erreurs, les fonctions de raffinement, la qualité des élèments 

et l'erreur cible. 

2.2.1 Estimateurs d'erreur a posteriori 

Dans cette sous-section, nous voulons faire le lien entre l'estimateur a prion' de la sec- 

tion précédente, qui n'est pas effectivement calculable, et un estimateur a posteriori dont 

l'évaluation ne dépend que de la solution discréte uh. L'idée qui sous-tend la construction 

de l'estimatew est simple, mais la démonstration de sa validité l'est moins. 

En bref, nous voulons remplacer le facteur qui dépend de u dans le membre de droite de 

(2.7) par une quantith évaluée B partir de uh. A priori, cette idée n'a aucun sens puisque u h  

est linéaire et que les dérivées deuxiémes sont nulles. Cependant, il faut tenir compte des 

sauts des d6rivées premiéres aux aretes. Ce sont ces sauts qui nous permettent d'obtenir 

une approximation miable des dérivées deuxièmes. 

La démonstration de la validité d'une telle idée n'est pas A notre portée. On peut consul- 

ter [17] pour un exemple d'approche possible. Nous dons  présenter ici que la méthode de 

calcul qui est encore basée sur une formulation variationnelle. Pius précisément, supposons 

que nous voulions caiculer a et écrivons 
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Int4grons maintenant le membre de droite par parties pour obtenir 

Donc, chacune des entrées de la matrice Hessienne H peut 6tre obtenue par la résolution 

d'un système linéaire de même dimension que le systéme de dbpart. Malgré la grande taille 

de la matrice, ceile-ci est bien conditionnée et le systéme peut &tre résolu rapidement A 

l'aide d'une mbthode de gradient conjugué prkonditionné par SSOR (voir Cl41 pour de 

plus amples détails sur ces méthodes). En pratique cette idée est surtout utilisée pour des 

problémes plus complexes que celui étudié ici, qui comportent souvent plusieurs variables 

parmi lesquelles il faut choisir. En outre, cette approche ne permet d'obtenir le Hessien 

que sur les noeuds intérieurs. Il faudra encore le corriger sur le bord. Dans ce cas, les 

seules inco~ues sont les valeurs au bord ce qui amène A construire un systéme linéaire de 

faible dimension. Dans la section suivante, nous présentons un résumé de toutes ces idées 

sous forme algorit hmique. 

2.2.2 Approximation des dbrivbes du deuxieme ordre d'une fonc- 

tion lineaire par morceaux 

Données : S une fonction linhire par morceaux dont on veut approximer le Hessien 

N = Hessien dm4 = {Q}&p Chaque H i j  est une fonction linéaire par morceaux 

d&ie en chaque sommet. 

Initialisation : H = O et S donné. Posons nv, le nombre de fonctions de base dans 

l'espace de discrbtisation Vh. 

&tape 1 : Calcul du Hessien sur 17int6rieur de Q \ I' : 

Pour chaque composante Hid du tenseur W on résout 



CMPITRE: 2. ESTIMATION D'ERREUR 17 

oii la matrice masse Ad = { M ~ , ~ } ~ ! ~  et le vecteur Bjj = {(~i~)t}z~ sont donnés par 

a 

as avk 
( B ~ J ) ~  = - 1 -- d ~ .  axj 

fitape 2 : Calcul du Hessien sur le bord ï' : 

Pour chaque composante Hij  de la matrice H on résout 

oil la matrice laplacienne A = { t z k ~ } ; > ~ ,  le vecteur By = { ( ~ i  ,j)i};2 et { U L ) ~  = Vh 

sont donnés par 

On corrige ensuite le Hessien sur le bord 

fitape 3 : Normalisation des Hessiens : 

Le Hessien ainsi obtenu servira A définir une nouvelle métrique sur a. Ceci n'est bien sûr 

possible que si la matrice correspondante est définie positive. Si elle ne l'est pas, nous 

utiliserons la diagonalisation de cette matrice pour la remplacer par une matrice définie 

positive qui partage les mêmes axes principaux. Pour éviter les élongations excessives, 

nous voulons aussi maintenir les valeurs propres dans un intervalle [u,,,,, II-]. Pour ce 

faire, nous procéàons comme suit. 
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Pour chaque valeur t,, du champ tensoriel H au sommet q (i = 1, .., n.,), on calcule les 

deux valeurs propres VI, vz et les deux vecteurs propres associés VI, V2. Le tenseur tai 

On remplace les valeurs propres vi par des quantités positives de l'intervalle désiré 

On reconstruit le tenseur avec les nouvelles valeurs propres {vi):=:=, et les m b e s  vecteurs 

propres {Vi):=, en utilisant la formule (2.8). 

Cette construction nous permet d'obtenir un champ de tenseurs, linéaire par morceaux, 

défini ii chacun des sommets du maillage. A partir de ce champ, nous pourrions évaluer 

le membre de droite de (2.5) pour estimer l'erreur sur un triangle donné. Si cette erreur 

est trop grande, on pourrait diviser le triangle et ainsi, de triangle en triangle, obtenir un 

nouveau mailIage. Une teiie approche, qui ne tient compte que de la taille de l'erreur et 

non de la direction de sa variation maximale, est dite isotrope. NOUS ne retiendrons pas 

cette approche. 

2.2.3 Fonction de raffinement 

Une fonction de raffinement est une fonction h : R + IV qui dktermine la taille désirée 

des élhents en fonction de leur position dans $2. Par exemple, la valeur de h(x) peut 

représenter la longueur minimale ou maximale d'une arête passant par Le point x E C l  ou 

le diamétre d'un élément qui contient x.  
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Dans ce présent travail, la fonction de ratbernent sera basée sur la métrique construite 

ii partir du Hessien calcul6 B la section 2.2.2. De plus, h(x) sera la longueur désirée de 

l'arête passant par x f 0. 

2.2.4 Raffinement anisotrope 

Définir une bonne fonction de rafbement, c'est construire un maillage pour lequel 

l'estirnateur d'erreur a posterion' rephente bien l'erreur d'interpolation. Des travaux 

récents de Simpson et Davedezo [15] suggérent que le maillage optimal est celui pour 

lequel toutes les arêtes ont la même longueur lorsque celle-ci est calculée non pas dans la 

métrique euclidienne, mais plutôt dans la métrique définie par le Hessien de u. C'est de 

cette maniére que nous utiliserons (2.5). 

Pour appliquer ce critére, il faut avoir une méthode pour évaluer la longueur des arêtes. 

Nous la présenterons A la sous-section 2.2.5. Cependant, on ne peut guère s'attendre B 

atteindre une valeur commune à toutes Ies aretes et il faut permettre une certaine variation 

sur la longueur cible. Cette tolérance sera décrite dans la sous-section 2.2.6. 

Cette idée d'uniformité des longueurs d'&tes est une des idées maitresses de LIBOM. 

Ainsi, on répartit uniformément l'erreur sur chaque arête du maillage. Or, le fait d'uti- 

liser une métrique non-euclidienne crée des arêtes de longueur euclidienne différente. On 

a donc des triangles déformés, i.e. allongés dans une direction particulière. On qualifie 

d'anisotrope un maillage avec de tels éléments. Ce maillage a donc des directions pri- 

vilégiées où l'erreur est plus importante et oii la concentration des é1Cments sera plus 

grande. 

Par contre, si la métrique est euclidienne, les triangles auront leurs arêtes sensibl* 

ment de la même longueur et aucune direction ne sera privilégiée. Un tel maillage est dit 

isotrope. 
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2.2.5 Calcul de la longueur d'une arête dans la mbtrique 

Pour calculer la longueur d'une arête, disons m, on utilise les tenseurs H,, et H,, 

qui sont les tenseurs de la métrique définis aux sommets sl = (sr, pi) et 82 = (x2, 

respectivement. Puisque l'approximation est linhire, on peut évaluer le tenseur au milieu 

de l'arête en prenant la moyenne. Posons HP = H., +W. 2 et = ( ~ 2 - % Y 2 - ~ 1 )  le 

vecteur représentant l'arêtc m. 

La longueur lm est calculée de la façon suivante 

lm= ,/à&?. 

2.2.6 Erreur cible et tolerance 

Si on note par chacune des na arêtes de la triangulation x, par 1; la longueur de 

l'arête ai dans la métrique et par l? la longueur désirée des arêtes dans la métrique, alors 

on définit 

oh représente la moyenne des longueurs 1; de la triangulation T, et a7, l'écart type 

des 1:. 

On pose n h ,  le nombre de divisions désirées des arêtes les plus longues. On utilisera 

n&, = 4 pour les tests nudriques. Dans la mktrique de l'erreur, on détermine Ir la 

longueur cible désirée pour chaque arête du maillage par l'équation suivante 
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Maintenant que la longueur cible est déterminée, on peut définir la fonction de raffine- 

ment telle que décrite & la section 2.2.3. On prendra h(x) comme la longueur que doivent 

avoir les arêtes passant par x .  En fait, h(z )  est constante sur tout le domaine et vaut 

h(x) = IF. 

On doit aussi se donner une tolérance sur la longueur permise des arêtes dans le maillage 

adapté. Pour se faire, on utilisera le facteur de tolérance et on permettra qu'une ar&te 

o ait une longueur P comprise dans l'intervalle [$, 1: . &]. De plus, on définit le critêre 

d'adaptation comme suit : 

on doit adapter si la longueur 10 ne satisfait pas l'inégalité 

Par exemple, on peut choisir dl = 1.5 comme tolérance. On ne doit pas descendre 

en-dessous de fi car certaines opérations géométriques nécessaires peuvent changer la 

longueur 1:: par ce facteur. 

De plus, pour prévenir la création d'arêtes de longueur euclidienne 10 trop petites dans 

le cas oh l'erreur est infinie ou bien pour empêcher d'avoir des ar6tes de longueur 1; trop 

grande, on impose que 

l,i,'CSC,. 

On doit donc s'assurer que toutes les aretes du rnaiilage satisfont (2.10) et (2.11). 

2.2.7 Qualit6 des 6l&nents 

Généralement, l'utilisation d'une métrique conduit B la ghération de maillages a n b  

tropes. Avec ce type de maiiiages, on ne peut se permettre d'avoir des triangles trop étirés, 

car la convergence numérique peut être perturbée. Pour éviter ce problème, on doit donc 

construire des maillages dont les triangles sont les moins déform4s possible. Dans le cas 
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d'une mhtrique euclidienne, les tRangIe8 .sont peu d4formès et tendent vers l'optimum qui 

est le triangle êquilatéral. 

Pour reprendre cette idée dans le cas anisotrope, il faut se donner un critère pour 

quantifier l'équilatèralité d'un triangle. Pour ce faire, on définit la qualité QK d'un triangle 

K comme &tant une valeur comprise dans l'intervalle [O, 1) teUe que QK = O représente 

un triangle aplati et QK = 1, un triangle équilatéral. On se base sur la formule d'Héron 

pour évaluer QK 

avec a, b, c les longueurs des cdtés de K et p le demi-p4rkdtre du triangle K. 

2.2.8 Quelques remarques 

On peut se demander pourquoi nous avons choisi l'approche anisotrope. La ceponse 

tient de l'analyse des coûts. Dans le cas oii la solution d'un probléme v& rapidement 

sur une bande trés mince, ce qui est le cas dans la simulation des chocs aérodynamiques, 

l'approche isotrope conduira B un rnailiage de la bande composé d'un trés grand nombre 

de triangles de petit diamétre. Par contre, l'approche anisotrope permettra de mailler la 

meme bande avec peu de triangles très allongés. Ceci se traduit bien sûr par un gain de 

mémoire et de temps de calcul. 

Cependant, cette approche crée aussi ses probkmes. Ainsi, dans le cas instatioanaire, Ie 

choc peut se déplacer dans le temps et un rnw qui était parfaitement adapté au temps 

t peut titre trés inapproprié au temps t + At, au point même de conduire B la divergence 

du résoluteur. Il est donc parfois utile de redémarrer sur un maillage isotrope grossier. 



Chapitre 3 

L'adaptation de maillages 

L'adaptation de mailiages est une des étapes de la séquence globale d'adaptation déhie 

au tableau 3.1 ci-dessous et que l'on doit parcourir dans le cadre de la résolution des 

problémes variationnels par la méthode des éléments finis. Id et 1: sont définis à la section 

Ir donné. 

Poser 1C = l? + 1. 

Tant que 1C > IT, faire : 

Calculer la solution uh du probléme variationnel sur Ie maillage courant. 

Utiliser la solution discrète uh trouvée et calculer la rnhtrique M de l'erreur. 

Mf. section 2.2.2. 

Calculer l? il partir de M et de (2.9). 

Si lr 5 17 adter. 

ADAPTATION : Adapter avec la métrique M caIcul6e pour obtenir un 

nouveau maillage x. On exécute la séquence définie par l'équation (3.2). 

Remplacer le maillage courant par le maillage 5. 
Fin. 

TAB. 3.1 - Shuence globale d'adaptation. 
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Ici, nous voulons nous concentrer sur l'êtape ADAPTATION de cette séquence globale. 

Cette étape comporte une suite d'opérations de base qui sont appliquées au maillage 

courant pour minimiser l'erreur de discrétisation. Nous allons nous baser sur la LIBraiFie 

d'Optimisation de Maillages (LIBOM) et utiliser ses quatre opérations de base, à 

savoir : le raffinement, le déraffinement, le retournement d'arêtes ainsi que le déplacement 

de sommets. La prise de déciion quant B l'utilisation de l'une au l'autre de ces opérations 

reposera sur le paradigme fondamental de LIBOM qui veut que l'erreur commise soit, en 

quelque sorte, représentée par la longueur des &tes du maillage et que le maillage optimal 

soit celui pour lequel chaque ar&e est de Ia même longueur lorsqu'eiie est mesurée dans 

la métrique de l'erreur. Notre but, dans ce chapitre, est de proposer une description de la 

base théorique et du fonctionnement de ces quatre opérations. 

Comme nous l'avons dit, le but visé est de satisfaire le critére d'uniformisation h(x)  = 

Cte (sec. 2.2.6)' où la fonction h dépend de la mbtrique calculée à partir du Hessien (Sec. 

2.2.2). Comme une modification globale du maiilage est difEcilement envisageable, nous 

travaillerons plutôt arête par arête ou sommet par sommet en étudiant l'impact d'une 

opération sur la coquille associée à L'entité plutôt que sur le maillage global. 

Le raffinement d'arêtes permet de couper les arêtes trop longues dans la métrique tandis 

que le déraffinement d'arêtes permet d'enlever les arêtes trop courtes. Ces deux opérations 

ont un effet marquh sur le nombre de degrés de liberté (ddls), car eues forcent l'ajout ou 

le retrait de sommets. En outre, elles affectent fortement la topologie. C'est pourquoi elles 

doivent être suivie d'une régularisation qui ne modi6era pas le nombre de dds. Il &e 

deux opérations standards pour uniformiser la longueur des aretes sans ajouter d'élément 

tout en augmentant la qualité QK (2.12) des éléments : le dépiacement de sommets et le 

retournement d'arêtes. Le déplacement de sommets utilise la métrique de l'erreur pour 

uniformiser la Iongueur des arêtes. Par ailleurs, le retournement est d'abord de nature 

géométrique et utilise peu la métrique. 
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Aprèa avoir décrit les quatre opérations, nous discuterons, A la section 3.5, de leur ordre 

d'appel. 

3.1 Retournement d'arêtes 

Une façon simple et efficace de rendre le maillage plus régulier consiste à changer l'orien- 

tation de certaines arêtes. Cette opération est d'abord et avant tout géométrique, puisque 

la qualité QK (2.12) d& bléments est basée sur la formule de Héron dans laquelle n'in- 

terviennent que les longueurs euclidiennes des cGtés du triangle. Ainsi, pour chaque arête 

du maillage, on examinera la possibilité d'améliorer la qualité des éléments adjacents en 

utilisant l'algorithme décrit dans le tableau 3.2 ci-après. 

L'effet sur le maillage est très prononcé et le maillage résultant possède moins de tri- 

angles aplatis. Les deux cas typiques de retournement (retournement d'une arête intérieure 

ou du bord) seront respectivement détaillbs aux sections 3.1.1 et 3.1.2 et illustés aux figures 

3.1 et 3.2. 

Comme pour toutes les autres opérations, nous devrions prendre la précaution de ne 

pas créer dtar&tes trop longues ou trop courtes en utilisant les pararn6tres l& et le-. Ce- 

pendant, la discussion presentée à la section 4.4.5 montre qu'il n'est pas toujours désirable 

de le faire car cela pourrait empêcher certains retournements et diminuer grandement la 

qualité des él4ments. En fait, notre position est que le retournement d'arêtes doit d'abord 

et avant tout amkliorer la qualité QK des éléments. 

3.1.1 Retournement d'une arête interne 

On dira que l'arête est interne au maillage ou à la coquille si cette arête est adjacente 

à deux triangles. Dans la figure 3.1, l'arête formée par les sommets SI et S2 est interne. 



CHAPITRE 3. L'ADAPTATION DE MAILLAGES 

Pour chaque arête a du maillage global, faire : 

Si le retournement d'arêtes n'est pas possible ou qu'il crée des éléments superposés, 

passer B l'arête suivante. 

Construire une coquille autour de l'arête a. 

Calculer la qualité minimale des éléments de la coquille. 

Retourner l'arête dans la coquille comme suit : 

Si l'arête est interne, retourner l'arête tel que décrit A la section 3.1.1. 

Si l'arête est de bord, retourner l'arête tel que décrit à la section 3.1.2. 

Si un des éléments créés a une aire presque nulle, passer B l'arête suivante. 

Si la nouvelle arête créée a ses deux sommets sur le bord, passer à l'arête suivante. 

Calculer Ia nouvelle qualité minimale des éléments de la coquille. 

Si la qualit6 minimale est augmentée, faire : 

Retourner l'arête dans le maillage global et passer ii l'aréte suivante. 

Sinon, passer ii l'arête suivante sauf si l'arête initiale avait ses deux sommets 

sur le bord et que la nouvelle arête créée a au moins un de ses sommets interne. 

Retourner l'arête dans le maillage global. 

Passer ii I'arête suivante. 

Fin, 

Tm. 3.2 - Algorithme de retournement d'arêtes. 
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FIG. 3.1 - Retournement d'une arête interne. 

Pour faire le retournement de cette arête, on détruit d'abord l'arête SIS2 et donc les 

deux triangles Tl et T2. Ensuite, on construit la nouvelle arête S3S4 et les deux nouveaux 

triangles T3 et T4. 

3.1.2 Retournement d'une arete de bord 

On dira qu'une arête est de bord si elle fait partie de la frontière Ii du maillage. Eue 
- 

est donc adjacente il un seul élément triangulaire. Dans la figure 3.2, l'arête SlS2 est de 

bord. 

Pour faire le retoumement de cette arête, on détruit d'abord le triangle Tl. On crée en- 
- 

suite un nouveau sommet S4 sur l'arête SIS2 à égale distance de SI et S2 dans la métrique 

(c'est le seul endroit ou la métrique joue un rôle dans les opérations de retournement). 
- 

On construit la nouvelle arête S3S4 et les deux nouveaux triangles T2 et T3. 
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FIG. 3.2 - Retournement d'une aréte de bord. 

3.2 Déplacement de sommets 

La seconde façon d'améliorer la qualité QK (2.12) des éléments consiste à déplacer les 

sommets du maillage afin d'en modifier la forme. dvidemrnent, cela a pour condquence 

de changer les longueurs des &tes dans la métrique de l'erreur. On pourrait ainsi utiliser 

cette opération pour se rapprocher du critére h ( z )  = Cte (Sec. 2.2.6). Nous avons donc 

choisi de tenir compte de ces deux critéres pour obtenir un maillage plus adéquat. Un peu 

de notation nous aidera B préciser comment. 

Pour un sommet s donné et pour Ia coquille correspondante, on notera : 

- {a&, les aretes connectées au sommet S. 

- 1: la longueur euclidienne de ai. 

- LE la bngueur de dans la métrique. 
k 

- La moyenne des longueurs euckiiemes : = ' 5. 
cl 

k 

- La moyenne des longueurs dam la métrique : F = C ç. 
i=I 

- l'&te orientge du sommet s vers le sommet du bord de Ia coquille. 
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Notre but est maintenant de calculer un vecteur déplacement a. Si nous cherchions ii 

construire une maillage parfaitement isotrope, nous voudrions déplacer le sommet s wrs 

le barycentre de sa coquilie, mais ce n'est pas ce que nous recherchons. Nous 401x3 plutôt 

considérer que chacun des sommets représente une masse qui agit sur la masse situ4 en 

S. Les arêtes & représentent maintenant des forces d'intensité variable, qui dépendent de 

la longueur euclidienne et de la mbtrique. Le vecteur d devient un d4placement r4suitant 

que nous &rivons 
k 

i=L 

oil Cr et Cf sont des poids associés au déplacement dans la direction Le poids CT 

uniformise la longueur des argtes dans la métrique tandis que Cf améiiore la qualité des 

&hents en uniformisant la longueur euclidienne des arêtes. 

l ~ - ï m  On choisira Cr = 1'" gui forcera les longueurs $ B se rapprocher de P et Cf = - 
IZi 

qui aura un effet amplificateur ou amortisseur sur le deplacement lorsque 14 sera loin de 

la moyenne re. 
Alors, on peut réécrire 

qui se simplifie pour donner 

Pour un exemple géométrique voir la figure 3.3. 

Ainsi, chaque sommet subit un déplacement d. Par contre, il faut vérifier que le sommet 

ne sort pas de la coquille pour ne pas créer des éléments superposés ou des arêtes dont la 

longueur euclidienne ne respecte pas le critère 1 E [lmi,, l&] - 

Le déplacement de sommets n'a pas un effet très marqué sur le maillage, mais c'est Ia 

seule opération qui agit sur les sommets déjh existants sans en modifier le nombre. C'est 
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FIG. 3.3 - Déplacement d'un sommet. 

une opération qui est très utile pour r4gulariser le maillage lorsqu'elle est combinée au 

retournement d'arêtes. 

Raffinement d'arêtes 

Cette opération, basée sur la philosophie LIBOM, consiste à. subdiviser les aretes qui 

portent une erreur trop grande afin de la redistribuer sur plusieurs adtes. 

En pratique, la mesure de l'erreur est donnée par la longueur de l'&te dans la métrique 

(voir section 2.2.5) et la diminution de cette erreur découle de la subdivision des arêtes. 

Pour une arête donnée, les deux arêtes créées par cette subdivision porteront donc la 

moitié de l'erreur de l'arête originale et seront ainsi plus petites dans la métrique. 

Le raffinement d'arêtes est une opération coateuse, car elle crée beaucoup de nouveaux 

sommets, de nouvelles arêtes et de nouveaux éIérnents. On doit bien contrdler le raaine- 

ment d'aretes afin d'hiter que trop d'éléments soient ajoutés au maillage ce qui afEecterait 

grandement le coOt de la rhlution. Si cette opkation est bien effectuée, seules les zones 

où l'erreur est éle* seront rafb&s. En d'autres mots, la concentration des éléments sera 

grande 1s où la métrique sera la plus élevée. 
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[ldll,, = 1.5, le dbplacement maximai permis. 

Nblter,, = 10, le nombre maximum d'itérations. 

Pour chaque sommet s du maillage global, faire : 

Configurationvalide = FAUX. 

x* = s, le déplacement optimal. 

0 = 1.0. 

NbIter = O, le nombre d'itérations exécutées. 

Si le sommet est un coin (OD) ou de bord (ID) passer au sommet suivant. 

Construire une coquille autour du sommet S. 

Pour les aretes {%)!=, connectées au sommet s, calculer : 

1;. l& et im tel que démît A la section 3.2. 

la qualité minimale des bléments de la coquille avec la formule (2.12). 

Tant que NbIter < Nblter,, et ConfigurationValide est FAUX, faire : 

ConfigurationValide = VRAI. 

x*=s+h-Q. 
Si x* sort de la coquille, ConfigurationValide = FAUX. 

Si la qualité minimale des éléments est diminuée, ConfigurationValide = FAUX. 

S'il y a création d'éléments superposés, ConfigurationValide = FAUX. 

Si ConfigurationV'ide = FAUX, poser R = f et Nblter = Nblter + 1. 
Fin. 

Si 9 < E i.e. le déplacement est négligeable, passer au sommet suivant. 

Si une des nouvelles arêtes créées a une longueur euclidienne < lhjn OU > 1& 
(critére (2.11)), passer au sommet suivant. 

Poser s = x* et passer au sommet suivant. 

Fi.. 

TAB. 3.3 - Alpithme de déplacement de sommets. 
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Dans ce contexte, le maillage obtenu pourra avoir des triangles étirés ou non selon la 

d a t i o n  de la metrique. Ce qui donne un contrôle complet sur l'anjsotropie, par choix 

de la métrique. Pour une metrique d'erreur, il est très probable que certaines régions du 

mailiage soient fortement anisotropes tandis que d'autres soient fortement isotropes. 

Le raffinement est contrôlé par la fonction h(x)  défmie B la section 2.2.6. Si la longueur 

de l'arête a dans la métrique Ir ne satisfait pas l'inégalité (2.10), ou plus précisément, si 

10 > IF *dl, on effectue le rafiinement. Ici, nous avons utilisé br = 1.5. Par ailleurs, et bien 

que nous acceptions l'anisotropie, le critére de longueur euclidienne minimale admissible 

sera tout de mgme appliqué. Il servira entre autre à stopper le rahement excessif dans 

les zones oa l'erreur est infinie Le. aux abords d'une singularité. Cela évitera d'avoir des 

arêtes trop petites qui introduiraient des instabilités numériques dans les calculs. 

Dans cette section, nous détaillerons l'algorithme de raffinement d'arêtes au tableau 3.4 

alors que les deux cas typiques de raffinement d'une arête (intérieure et sur le bord du 

domaine) seront détaillés aux sections 3.3.1 et 3.3.2 respectivement. Les figures 3.4 et 3.5 

illustrent les deux cas possibles. 

3.3.1 Raffinement d'une arête interne 

Pour faire le rafhement d'une arête interne, on crée un nouveau sommet S5 qui est en 
- 

fait le milieu de l'arête SIS2 dans la métrique donnée. On détruit ensuite les triangles Tl 

et T2. On construit par la suite les 4 arêtes (??TE, S2Sj1 S3S5 et S4S5) et les 4 triangles 

(T3, T4, T5 et TG). On peut se rapporter à la figure 3.4. 

3.3.2 Raffinement d'une arête de bord 

Le raffinement de bord est iliustré B la figure 3.5 et se détaille comme suit. On crée 

un nouveau sommet S4 situ4 au milieu de l'arête SIS2 dans la métrique M. On détruit 
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Pour chaque arête a du maillage global (incluant les nouvelles arêtes créées), faire : 

Calculer la longueur 1: de a dans la métrique. 

Si Zr 5 IF dl (critère (2.10))' passer à l'arête suivante. 

Bouver le point milieu m de l'arête a = dans la métrique. 

Calculer les longueurs euclidiennes des arêtes alna et m, 
notées respectivement l& et l h .  

Si 1& < [hi,, ou l b  < Ii i , ,  (critère (2.11)), passer A l'ar8te suivante. 

Si l'arête a est interne, r&er l'&te tel que décrit B la section 3.3.1. 

Si l'arête a est de bord, raffiner l'&te tel que decrit à la section 3.3.2. 

Réintégrer les changements dans Ie maillage global. 

Passer à l'arête suivante. 

Fin. 

TAB. 3.4 - Algorithme de &linernent d'arêtes. 

S4 

- 
de l ' a m  
SIS2 

FIG. 3.4 - Raffinement d'une arête interne. 
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S 1 s 1 

FIG. 3.5 - Mnement  d'une arête de bord. 

ensuite le triangle Tl. On construit par la suite l'arlte S3S4 et les 2 triangles (T2 et T3). 

3.4 Déra5nement d'arêtes 

Le dbraf3inement d'arêtes est basé sur la philosophie LIBOM et consiste à enlever les 

arêtes qui, mesurées dans la métrique, sont trop courtes. Par mesure de simpIicité, nous 

dons  utiliser un d4rafihement de sommets pour effectuer cette opération. En effet, 

le déraffinement d'arêtes est plus facile à implémenter en utilisant un déraffinement de 

sommets, i.e. en enlevant les sommets qui délimitent une arête porteuse d'une erreur trop 

petite. 

Cette approche demande beaucoup de soin si l'on veut éviter la création d'éléments 

superposés. Nous proposerons un algorithme ainsi que quelques arguments heuristiques 

pour justifier sa convergence. 

Comme le ratünement, le déraffinement est contrôlé par la fonction h(x) déhie A la 

section 2.2.6. Si la longueur de l'arête dans la métrique de l'erreur 10 ne satisfait pas 
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l'inégaiité (2.10)' ou plus précisément si C < 8, on effeetue le dérffiement (nous 

utilisons 4 = 1.5). Par contre, on ne d4raffine pas si 1; > 1, ail I, est la longueur 

euclidienne maximale tolérée. De plus, on ne permettra pas le dérafhement des sommets 

de coin (sommets OD) pour des raisons évidentes. Par contre, on pourra déraffiner les 

sommets de bord (sommets ID). Ce choix sera un paramètre de l'algorithme. A noter 

qu'aucune restriction n'est mise sur les sommets intérieurs (sommets 2D). 

Le déraffinement d'arêtes est une opération coûteuse, car elle exige beaucoup de calculs 

durant la reconstruction de la coquille et qu'elle crée de nouveaux éléments et de nouvelles 

arêtes. On doit bien contrôler le dérafltinement d'arêtes, car trop d'éléments et de sommets 

peuvent être enlevés. Le fait d'enlever trop d'éléments peut conduire à une solution trés 

grossière. De plus, la niminution du nombre de sommets contribue à diminuer la qualité 

de l'estimateur car la métrique de l'erreur est déhie en chaque sommet. Cette perte 

d'information doit être contrôlée et c'est pourquoi on doit effectuer le raffinement avant 

le déraffinement. En outre, le choix d'une petite valeur du paramètre lkm peut permettre 

de diminuer cet effet. 

Dans cette section, nous détaillerons l'algorithme de dérafiinement d'arêtes au tableau 

3.5. Le sous-algorithme de remaillage de la coquille vide sera décrit au tableau 3.6 et sa 

validit6 sera étudiée B la section 3.4.1. La figure 3.6 illustre un exemple de dérafhement. 



Pour chaque arête a du maillage global, faire : 

Si la longueur C de a = dans la métrique, satisfait 1,R < E, talle : 

Si al est un sommet interne, marquer al. 

Sinon 

Si a2 est un sommet interne, marquer a2. 

Sinon 

Si al est un sommet de bord, mais pas de coin et que 

DeraffineSommet lD est VRAI, marquer al. 

Si a2 est un sommet de bord, mais pas de coin et que 

DerffieSommetlD est VRAI, marquer a2. 

Fin. 

Pour chaque sommet marqué 3 du maillage global, faire : 

Construire une coquille autour du sommet 9. 

Pour chaque arete a de Ia coquille, calculer la longueur 10 de 

a dans la métrique et la longueur euclidienne 1:. 

Calculer la longueur euclidienne maximale Tlmo, des arêtes de la coquille. 

Si > 1, (critère (2.11)), passer au sommet suivant. 

Si une des arêtes a de la coquille satisfait C < 5, enlever 3 de la coquille 

et reconstruire cette coquille vide selon l'algorithme du tableau 3.6. 

Sinon, passer au sommet suivant. 

Fin. 

TAB. 3.5 - Algorithme de dbrafiement de sommets. 
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FIG. 3.6 - Dbraffinement d'un sommet. 

3.4.1 Algorithme de reconstruction d'une coquille vide 

Lemme 1 Pour chaque courbe polygonale simple et fermée i' à n sommets, (n > 4),  il 

eziste une paire SI, sa de sommets non cowécutifs pour lesquels l'adte divise i' en 

deux courbes polygonales simples et fennées ayant au plus n - 1 sommets. 

Démonstration : Remarquons d'abord que, pour deux sommets quelconques {si ,  sj) E r, 
ou bien l'ar6te a la propribté désiree ou bien elle coupe i' en au moins un autre point 

qui est soit un sommet, soit un point intérieur d'une autre arete, 

Puisque la somme des angles intérieurs d'un polygone à n sommets est 4gale à (n - 2)7r, 

il existe n6cessairement un sommet s pour lequel l'angle intérieur est infbrieur à 7r. Notons 

alors s, le sommet qui prêcéde s et s, celui qui le suit sur I' (l'ordre de parcours n'a pas 

d'importance). Ou bien l'arete est ceile qu'on cherche, ou bien elle coupe I' au moins 

une fois et donc au moins un sommet de r se trouve dans l'intérieur du triangle AS, s s,. 

Dbfinissons la distance d'un point p au sommet s p u  trs (p) = Il.ird p - s1I2 où .rrd p est 
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On crée : 

r = { lm)~ l .  

i = l .  

Tant que i 5 n - 3, faire : 

On met B jour j = 1. 

Tant que j 5 n - i +  1, faire : 

Si l'angle interne en lj satisfait Llj-lljlj+i < .ir et que la fermeture du 

triangle A~-lljlj+l ne contient aucun sommet de L \ {lj-l, lj, lj+l), faire : 

a) On construit I ' d t e  lj-rlj+l du triangle Alj-llilj+l. 

b) On construit le triangle Alj-iEjlj+r. 

c) On enléve le sommet lj dans L. 

d) On renumérote L de 1 à n - i. 
e) On met B jour i = i + 1. 

f) On met B jour j = n - i + 3 .  

Sinon faire : 

a) On met A jour j = j + 1. 

Fin. 

Fin. 

Tm. 3.6 - Algorithme de triangulation d'une courbe r polygonale simple et fermée. 
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la projection de p sur la droite d = sis + s&. Cherchons X = mgmin D,(y) l'ensemble 
YEC 

des points de les plus près de s oh est l'intersection de I' et l'intérieur du triangle 

AS, s 8,. La courbe étant compacte et la fonction ii minimiser continue, X # 0. X 

comprend donc des sommets et/ou des arêtes complétes de l'. Dans ce second cas, X 

contient nécessairement les sommets qui délimitent ces arêtes. Donc, nous pouvons choisir 

un sommet z E X. Avec ce choix, l'arête divise l'intérieur de i' en deux sousdomaines 

car 33J est à l'intérieur de i' et ne coupe aucune arête ni sommet. C'est l'arête cherchée. , 
Corollaire 1 Soit î une courbe polygonale simple et fermée à n sommets, ozi n > 4. 

Alors il existe maillage valide de I' compost de triangles. 

Démonstration : Appliquer le lemme 1 de façon répétée sur les sous-domaines créés 

jusqu'à ce que le dernier n'ait plus que trois sommets. 8 

Thêoréme 1 Soit l' une courbe polygonale simple et fermée de sommets C = { l , ) ~ ,  ozi 

n 2 3 et  où l'on suppose que l'oràre correspond au parcours de I' dans le sens antihomie. 

En outre, on contient de prolonger cette liste en une liste infinie pour laquelle le sommet 

lk E L: d'indice k E N coincide avec le sommet l(k  ,d ,,+II € L. Alors, l'algorithme du 

tableau 3.6 conduit toujours à une triangulation valide du domaine borné déh i t é  par r . 

Démonstration : Notons d'abord que, sous les hypothèses géomktriques satisfaites par 

r, il est toujours possible d'ordonner les sommets tels que dèsiré. Montrons que l'algo- 

rithme du tableau 3.6 converge toujours vers une triangulation. Pour ce faire, nous aiions 

démontrer par récurrence que la proposition : "Si n 2 3, il existe un sommet li E L tel 

que L'angle interne associé L li-llili+l satisfait L li-tlili+l < T et qu'aucun sommet de 

L\ {l+l, Zi, li+l) ne se trouve dans la fermeture du triangle Ali-ll&l" est toujours vraie. 

Si c'est le cas, nous obtiendrons un premier triangle que nous pourrons éliminer pour 

ensuite appliquer le même raisonnement au domaine compkmentaire. il est important 

de noter que cette façon de procéder nous assure que nous ne créerons pas de triangles 

superposés car aucun sommet ne sera dans Ali-llili,ll et aucune arête ne le coupera. 
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Pour n = 3, la proposition est triviale. Supposons qu'eue est vraie pour n > 3 et 

montrons qu'elle l'est pour n+l. Selon le lemme 1, il existe une paire de sommets {si, sj) E 

I' tel que si divise ll'intérieur de r en deux sousdomaines d é l i t é s  par deux courbes 

de Jordan polygonales simples et fermées rI et r2 ayant chacune au plus n sommets. 

Si rr ou r2 n'a que trois sommets, ils constituent le triplet cherché. Sinon, considérons, 

sans perte de généralité, le cas de rl. Puisque cette courbe n'a que 3 < p 5 n sommets, par 

hypothèse de récurrence, elle doit avoir un sommet lk E L: pour lequel L lk-t, lk, lk+1 < T 

et l'intérieur de Alk-llklk+l ne contient aucun sommet ni arête de î. Si les sommets 

{lk+ lki lç+l) sont consécutifs sur la courbe I' de départ, on a, de nouveau, trouvé le 

triplet cherché. Dans le cas contraire, il faut que lk = s, ou lk = sj, disons si. On utilise 

alors l'arête lk-1 lk+1 pour déterminer une nouvelle courbe r3 qui ne contient pas sj et 

donc n'a pas plus de n - 1 sommets. 

On recommence alors le raisonnement précédent jusqu'ià ce que le sommet intermédiaire 

lk satisfasse lk 4 {si, sj) ou bien que n = 3. Dans les deux cas, on aura trouvé un triplet 

de sommets consécutifs sur l' qui satisfait l'hypothése de récurrence. , 

3.5 Séquence d'adaptation 

A la lumière des sections préchdentes, nous pouvons détailler l'étape ADAPTATION de 

la séquence globale définie au tableau 3.1, étape qui combine les quatre opérations décrites 

précédemment. Comme nous en avons discuté B la section 3.4, le d4raffinement d'arêtes 

est toujours effectué après le raffinement. Ceci permet de conserver plus de sommets qui 

servent de support à Ia métrique et de ne pas dégrader inutilement celle-ci. On décrira 

plus en détails les choix qui nous ont amené h choisir cette séquence dans la section 4.4. 

On dbhira une sequence de nettoyage comme une combinaison des opérations de dépla- 

cements de sommets et de retournement d'arêtes. Cette séquence de nettoyage a pour 

effet de rendre le maillage courant plus régulier. On débute donc en raffinant jusqu'à la 
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tolérance voulue, puis, on fait trois séquences de nettoyage afin de régulariser le maillage 

raffiné. Par la suite, on déraffine pour diminuer le nombre de ddls et on termine en régu- 

larisant de nouveau le maillage. Cette séquence sera utilisée pour résoudre les problèmes 

d'éléments finis du chapitre 5. 

Si on dkfinit la séquence de nettoyage comme suit : 

( a. retournement dlart!tes, 

b. déplacement de sommet, 
séquence de nettoyage 

c. retournement d'arêtes, 

( d. déplacement de sommet, 

alors, la séquence d'adaptation peut ètre décrite ainsi : 

Séquence d'adaptation 

r 

1. raffinement d'arêtes 

2. sbquence de nettoyage 

3. déraffinement d'arêtes 

4. séquence de nettoyage 

5. séquence de nettoyage 

( 6. séquence de nettoyage 



Chapitre 4 

Implémentation d'un code d'adaptation 

4.1 Le GIREF et MEFf + 
Le développement du logiciel requis par ce travail a été fait dans l'environnement 

MEF++, c'est-à-dire l'environnement logiciel de recherche du GIREF (Groupe Interdis- 

ciplinaire de Recherche en gléments Finis). Le GIREF est un centre de recherche univer- 

sitaire qui regroupe des chercheurs travaillant dans le domaine de la modélisation et des 

méthodes numériques, plus particuliérement sur la méthode des éléments finis. Tous ces 

chercheurs ont en commun un même outil de simulation numérique : la méthode des élé- 

ments finis. Depuis 1995, le groupe développe un logiciel commun d'éléments finis nommé 

MEF++ ("Méthode dY$léments Finis en Cf+"). 

Ce logiciel est avant tout un outil de calcul trés complexe qui permet de résoudre des 

EDP par la MEF. fl est assez général et flexible pour que les mathématiciens, les ingé- 

nieurs et les physiciens puissent l'utiliser pour leurs simulations numériques. Cette qualité 

a &té assurée par la création de librairies communes dont les différents modules ont pour 

fin la gestion des systèmes linéaires de grandes tailles, leurs résolution, la construction 
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d'espaces d'élements finis, celles des maillages ainsi que la manipulation des champs de 

calculs. De plus, une gestion suffisamment abstraite des conditions aux limites, la pos- 

sibilité de madpuler des champs analytiques ainsi que de varier les formulations varia- 

tiannelles permettent de satisfaire aussi bien lei besoins de la mécanique des fluides que 

ceux de la mécanique des solides. L'adaptation fait aussi partie intégrante de MEF++ 

et c'est ce module qui a été notre point de départ pour l'implémentation des opérations 

décrites au chapitre 3. L'utilisation des Librairies existantes a facilité l'implémentation et 

la validation des algorithmes d'adaptation. Il faut cependant noter que ce logiciel n'inclut 

pas les interfaces graphiques pour initialiser les donnbes et visualiser les solutions. De tels 

logiciels sont découplés de MEF++ pour que ce dernier reste un calculateur. Par exemple, 

la visualisation des résultats et la création des images ont été faites avec le logiciel VU 

du CERCA (CEntre de Recherche en Calcul Appliqué) de l'université de Montréal qui 

est un outil convivid de visualisation bi- et tridimensionnel des solutions d'un calcul par 

éléments finis. 

MEF++ utilise le plein potentiel du langage C - i t  en maximisant l'utilisation de Ia 

méthodologie orientée objet. Cette approche favorise l'encapsulation des données et des 

fonctions associées dans un artîfke nommé classe. Notons qu'un objet est une réalisation 

concrète d'une classe. L'accès aux variables, appelées membres, se fait via les fonctions 

membres associées. Ainsi, les données sont protégées et la classe forme un ensemble com- 

plet en elle-même. On n'a donc pas besoin de connaftre le fonctionnement interne d'une 

classe pour l'utiliser. Cela favorise la réutilisation et minimise la duplication de code et, 

par le fait même, les erreurs potentielles. C'est grâce ii ces avantages que la majeure par- 

tie du travail des autres programmeurs et chercheurs peut être réutilisé. Cette possibilité 

de réutilisation sera exploitée avec succès et on la décrira plus en détaiIs dans Ia section 

4.2. L'exemple qui suit illustre bien la réutilisabilité de MEF++ et l'encapsulation des 

mbthodes et des données. Cet exemple est tiré de la classe FomStokesNum2D qui est 

utilisée dans le programme StokesNumSD (Sect. 4.3.2). On concrétise cette classe par un 

objet nommé FormulationStokes et on utilise les fonctions membres pour fixer les valeurs 
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des paramétres comme la viscosité et pour déhir  les champs de calculs : 

FormulationStokes . a s g n V i s c o s i t e C o n s t a n t a e ~  ; 
FormulationStokes . asgnChampa (Vitesse, Pression, ForceVolunique , Ceometria) ; 

Ceci fait, la construction de la matrice et du vecteur de droite ne requiert qu'un simple 

appel d'une fonction membre : 

FormulationStokes . assembleSysteme (MatriceGobe VectDroite) ; 

Le logiciel MEF++ est très complexe et, pour en avoir une vue d'ensemble adéquate et 

en connaître le fonctionnent global, on doit y consacrer plusieurs heures. L'implication de 

l'auteur dans la mise au point de modules dans MEF+t remonte bien avant ce travail. 

En effet, il a contribué à la création du module de traitement des conditions limites, 

ii la validation des calculs numériques et ii la mise au point de certaines interfaces entre 

MEF++ et d'autres logiciels d'éltiments finis. Malgré cette connaissance de premiére main, 

il est bon de noter que le module d'adaptation était, pour lui, dans une région inexplorhe 

du code. 

4.2 Réut ilisat ion des librairies de MEF ++ 
La majeure partie des librairies de MEF++ qui ont été utilisées, sont en fait des librai- 

ries de base et n'ont pas Bté modifiées. Par contre, beaucoup d'efforts ont été mis pour 

comprendre leurs fonctionnement. Voici une courte liste commentée de quelques-unes de 

ces librairies : 

1. Adaptation : librairie qui contient toutes les classes propres à l'adaptation de maillages. 

2. Champs : librairie volumineuse qui contient les définitions des champs définis sur un 

maillage, comme par exemple, ChampVectoriel3D, ChampTensorielO2Sym, Champ 
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Scalaire, etc. 

3, Coquilles : librairie qui permet la d a t i o n  et la manipulation de sous-maiiiages. 

Cette derniére est trés utilisée pour l'adaptation. 

4. ConditionsLimites : librairie qui sert à initialiser et à assigner les conditions aux 

limites. 

5. Elements : cette librairie contient les définitions et les constructions relatives aux 

espaces d'éléments finis. 

6. Formulation : librairie qui contient les déclarations des termes de formdation pour 

des problémes de mécanique des fluides et des solides. On utilisera les termes Sto- 

kesNum2D et MaxwellNum2D. 

7. Maiilage : cette librairie contient tout ce qui a trait aux maillages. 

8. Num : cette librairie contient divers outils et classes facilitant les calculs et les 

manipulations numériques, e.g. Vecteur2D, TenseurOPSym, produitMatriceVecteur, 

9. Petsc : interface C++ avec la librairie PETSc (Portable Extensible Toolkit for Scieu- 

tific Computation), externe à MEF++, qui permet de manipuler et résoudre des 

systémes linéaires de grande taille. 

4.3 Développement en C++ 

4.3.1 Modification et crhation de librairies 

Pour implanter Ies algorithmes d'adaptation, les principales classes que nous avons 

modifiées sont les classes d'estimation d'erreur et les classes concernant l'utilisation de la 

mktrique, plus particulièrement le calcul de la qualité des éléments. De plus, nous avons dû 

ajouter, dans la librairie Num, diverses fonctions servant notamment dans les algorithmes 

d'adaptation teiles que celle servant au calcul de l'orientation des triangles et celle servant 

à la recherche du sommet opposé à une arête. 
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La classe d'adaptation de miiillages en dimension 2 (AdaptationMaillage2D). est la classe 

principale que nous avons dli créer et enrichir. Au dbpart, nous nous sommes basés sur la 

classe AdaptationMaillageJD qui a pour fonction d'adapter un maillage form4 d'élhents 

tridimensionnels comme les t&raédres. Nous avons d'abord transposé en dimension 2 

certains algorithmes de la classe. Cette étape fut très importante car elle nous a permis 

de comprendre les concepts et le fonctionnement sous-jacent à l'adaptation de maillages 

et B la manipulation des mailiages et des métriques. Mais, nous nous sommes rapidement 

aperçus que ces algorithmes étaient plus ou moins performants en dimension 2 (e.g. le 

raffinement d'arêtes) et que le déraiihement de sommets ne pouvait pas être transposé 

intégralement. 

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons commenter les développements accomplis 

pour chacune des quatre opérations de base décrites au chapitre 3. 

Le déraffinement de sommets (Sect. 3.4) fut propice B plusieurs essais d'algorithmes. 

Tout d'abord, nous avons décidé d'utiliser les idées de la classe AdaptationMaillage3D. 

Or, dans certains cas, des éléments superposés étaient créés lors du remaillage de la co- 

quille. Pour remédier à ce probléme, une étape supplémentaire devait être ajoutée pour 

corriger ces éléments superposés et cette idée ne nous plaisait pas. Nous avons donc opté 

pour un algorithme de remaillage qui ne c rk  pas d'élbments superposés. Tout d'abord, 

l'algorithme fut construit de façon récursive pour explorer tout l'arbre des possibilités 

de remaillage et ainsi choisir le maillage avec la meilleure qualité minimale des él&nents. 

Aprés plusieurs tests de performance, nous avons remarqué que cette opération était la 

plus coQteuse en temps de calculs pour l'adaptation et ce, par un facteur assez grand. 

Nous avons donc décidé de créer un algorithme qui trouve une solution de remaillage et 

ce, sans explorer tout l'arbre. En fait, cet aIgotithme explore un sousensemble particulier 

dans lequel il existe toujours une solution (Voir la section 3.4.1). Une autre raison qui jus- 

tifiait ce changement était que le remaillage optimal serait de toute manière détruit par 

les opérations subséquentes, notamment le déplacement de sommets et le retournement 
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d'&tes* 

Le dèplacement de sommets (Sect. 3.2) était facilement réutilisable en 2D et n'exigeait 

pas beaucoup de modifications. Le raikement d'a16tet.1 ( k t .  3.3) a été nettoyé et une 

optimisation a été faite par des vérifications peu coilteuses. Ces demiéres determinent 

si le raffinement est nécessaire pour une arête donnée. Le retournement d'ar4tes (Sect. 

3.1) fut , lui aussi, optimisé par l'ajout de vérifications mais nécessiterait encore quelques 

améliorations. De plus, des protections ont étè ajoutees pour ne pas avoir drar&tes dont 

les deux sommets sont sur le bord. 

Des changements ont été apport& aux classes qui définissent la métrique, dans le but 

d'utiliser la définition (2.12) de la qualité QK des éiéments. 

La classe d'estimation d'erreur a connu quelques ajouts de nouveaux parametres qui 

concenient l'adaptation. Parmi ceux-ci on compte notamment lmin et 1k. On trouve ti 

la section 4.3.3, de plus amples détails à ce sujet. 

4.3.2 Modification et crhation de programmes 

Pour résoudre les problémes concernant les fluides visco-élastiques qui sont détaillés au 

chapitre 5, les programmes StokesNum2D et MaxweliNum2D ont été utilisés et modifiés. 

En premier lieu, la résoiution du probléme de Stokes (Sect. 5.4.1) est &te par le pro- 

gramme testStokesNuni2D (un élément de Ia première étape dans la séquence globale du 

tableau 3.1) qui utilise le terme de formulation StokesNumLD. Ce programme a dû être 

modifié pour permettre la lecture des fichiers de paramdtres et rediriger les résultats dans 

un fichier. Ces rhdtats, plus spécifiquement la solution en vitesse et les sorties graphiques, 

sont réutilisés par d'autres programmes. 
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Par la suite, le programme testMaxweiiNum2D (un autre élément de la premiére étape 

dans la séquence globale du tableau 3.1) est utilisé avec les données de testStokesNum2D 

pour résoudre l'équation de comportement de Maxwell (Sect. 5.4.4). Plusiem modifica- 

tions ont été nécessaires pour relire ces données et le fichier de configuration de test- 

MaxwellNum2D. De plus, les sorties ont été sauvegardées dans un format particulier, 

notamment le champ tensoriel de a, le champs linéaire l[ul[ et le fichier graphique. 

Aussi plusieurs programmes ont été créés pour analyser les maillages et les solutions, 

en particulier pour en calculer l'erreur commise selon différentes normes. 

Enfin, le programme d'adaptation de maillage nommé AdaptationMaiilage2DChamp 

ScalaireUsager a dQ être créé de toutes pièces. Ii a pour but de trouver le meilleur maillage 

adapté en se basant sur le champs scalaire définissant l'erreur et ce, en effectuant la sé- 

quence d'adaptation (3.2). De plus, le fichier de paramétres "testAdaptation2DMetrique- 

ChampScalaireUsager. txt" contient toutes les variables qui contrôlent le fonctionnement 

de l'adaptation. Par exemple, celui-ci détermine le choix entre lire les résultats de test- 

MaxweIiNumZD pour créer la métrique ou bien utiliser une métrique construite à partir 

d'un champs analytique pré-défini. Une description plus détaillée de ce fichier se trouve 

dans la section 4.3.3. 

4.3.3 Fichier de paramiitres pour l'adaptation 

Le fichier contenant les paramétres relatifs au programme testAdaptation2DMetrique 

ChampScalaireUsager se nomme testAdaptation2DMetriqueChampScalaireUsager.. 11 

contient 22 lignes dont la moitié debutent par un "#If et contiennent des commentaires 

concernant la ligne subséquente. Un exemple d'un tel fichier est donné au tableau 4.1. Ce 

tableau est suivi d'une description plus détaillée des d o n n b  fournies aux lignes de rang 

pair. 
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- 
Ligne - 

LI 

L2 

L3 

L4 

L5 

L6 

L7 

L8 

L9 

LI0 

LI1 

L12 

L13 

L14 

L15 

L16 

L17 

L18 

LI9 

L20 

L21 

L22 

Contenu du fichier testAdaptation2DMetriqueChampScalaireUsagtxt 

#Utiliser un champ analytique pour la metrique (oui=l ou non=O) 

1 

#Expression analytique, f(x,y,z) de la metrique 

i/ ( (x'2+ya2) " W 8 )  +O -08) 

#Fichier contenant un champ lineaire 

coucheLimiteMantellNormeSigma 

#Nombre d'adaptations (Entier > 0) 

1 

#Deraff ine (oui=l ou non=O) 

1 

#Deraffine soumet iD (oui=l ou non=O) 

O 

#Longueur desiree des aretes dans la metrique (Reel > 0) 

0.01 

#L'usager fournit la longueur courante a utiliser? (oui=l ou non=O) 

O 

#Nombre de divisions de l'arete la plus longue (Reel > 1) 

4.0 

#Longueur minimale euclidienne (Reel > 0) 

0 .O05 

#Longueur maximale euclidienne (Reel > 0) 

0 -3 

TAB. 4.1 - Contenu du fichier testAdaptation2DMetriqueChampScalaireUsager.txt. 
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L2) Paramétre d9initialisa;tion de h(x) (section 2.2.3). S'il vaut 1, on utilise I'expression 

algébrique de le ligne L4, sinon on importe les données du fichier identifié A la ligne 

L6. 

L4) Expression analytique de la fonction d'erreur en terme des variables x, y et z (nota- 

tion Maple V). 

L6) Nom du fichier qui contient les données du champ scalaire sentant B créer la métrique. 

L8) Nombre de fois que la &pence d'adaptation (3.2) sera exkutée. 

L10) Variable booléenne dont la valeur détermine si le déraikement d'arêtes de la sé- 

quence d'adaptation (3.2) va être effectué ou non. 

L12) Variable booléenne DeraffineSommetlD dont la valeur détermine si le dérffiement 

d'arêtes (qui est, en fait, un déraffinement de sommets) va permettre d'enlever des 

sommets du bord (Le. ID). A noter que les sommets qui sont des coins (OD) ne sont 

jamais enlevés. 

L14) Longueur désirée des ar8tes dans la métrique, notée b?, définie à la section 2.2.6- 

L16) Paramétre d'initialisation de la variable Ir définie à la section 2.2.6. S'il vaut 1, on 

fixe 1," avec la vaieur entrée par l'utilisateur au terminal, sinon on utilise la formule 

(2.9). 

L18) Nombre de divisions ndiV tel que défini à la section 2.2.6. 

L20) Longueur minimale euclidienne IL,, (critére 2.11) tolérée dans Ie maillage. Les arêtes 

plus petites que cette longueur seront enlevées. 

L22) Longueur maximide euclidienne (critére 2.11) tolérée dans le maillage. Les 

arêtes plus grandes que cette longueur seront coupées en deux. 

4.4 Validation du code 

Dans la section qui suit, nous dons vérifier que Ies algorithmes décrits au chapitre 3 

ont bel et bien le comportement prévu. Pour ce faire, nous allons faire varier certains des 
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paraméttes du fichier testAdaptation2DMetnqueChampScalaireUsager. (Sect. 4.3.3) et 

modifier la séquence d'adaptation (Sect 3.5). 

4.4.1 Géométrie et maillage de dbpart 

Le domaine géométrique utilisé est un triangle et il est illustré à la figure 4.1. A la figure 

4.2, nous voyons le maillage de départ (noté ORIGINAL) à partir duquel tous les tests 

vont être faits. Les données relatives B ce maillage sont fournies au tableau 4.2. On se 

donne aussi une forme analytique de la fonction d'erreur à évaluer en chaque sommet du 

maillage pour le calcul de la métrique (Sect . 2.2.2). Elle est définie par 

Une représentation graphique de cette fonction sur le maillage original est donnée à la 

figure 4.3. De même sur le graphe illustré à la figure 4.4, la cote représente Ia métrique 

générée à partir de S. 

FIG- 4.1 - Géométrie utilisée pour Ia validation. 



CHAPITRE 4. IMPLBMENTATION D'UN CODE D'ADAPTATION EN C u  52 

FIG, 4.2 - Mailiage de base (nommé ORIGINAL) utilisé pour la validation. 

roMlonlln 
o .h  13 1.3 TS 1's ; 22 I 

FIG. 4.3 - Fonction analytique de l'erreur (4.1). 
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FIG. 4.4 - Nome de la métrique. 

4.4.2 Adaptation de référence et fichier de parametres 

Nous allons maintenant faire une boucle d'adaptation en utilisant les paramètres que 

I'on retrouve dans le tabIeau 4.1. La séquence d'adaptation sera Ia suivante 

l 
1. Rdhement d'arêtes 

2. Séquence de nettoyage 

Séquence d'adaptation 3. DBrafEnement d'arêtes 

4. Séquence de nettoyage 

5. Sequence de nettoyage 

Le maillage obtenu servira de r&rence pour comparer l'effet des différents paramétres et 

sera note RÉF&ENcE. Il esfi iLIustr4 à la figure 4.5. On peut voir un agrandissement du 

voisinage de (0,0), où l'erreur est la plus grande, à la figure 4.6. Cette première séquence 

d'adaptation nous permet de constater que le raffinement et le Srkaffinement d'arêtes 

fonctionnent bien, puisque beaucoup de sommets ont ét4 créés 1à où l'erreur est grande et 

plusieurs ont été enlevés 18 où l'erreur est petite. 
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Les tests subséquents ont pour but de vériiier que ce choix de paramétres et d'ordre 

des opérations sur les maillages n'est pas arbitraire. Pour le montrer, nous ferons varier 

les paramétres des lignes L14 et LSO. Les nouvelles valeurs de ces deux paramètres, qui 

correspondent à chacune des variations, apparaissent au tableau 4.3. Les caractéristiques 

des maillages qui seront générés dans cette section sont indiquées au tableau 4.2. On peut y 

voir que la meilleure qualité moyenne des éléments correspond au maillage RÉFGRENCE. 

Dans le but de résoudre les problèmes d'éléments finis du chapitre 5, nous utiliserons 

ces paramétres et nous nous baserons sur cette séquence pour construire la séquence 

d'adaptation 3.2. Bien que nous n'ayons pas encore énoncé ce probléme, pour comprendre 

les remarques suivantes, il sufiit de savoir que La variable de contrôle sera nommé a et 

sera la métrique construite à partir de la fonction analytique 4.1. Nous pouvons voir à la 

figure 4.7 la norme de a calculée sur le maillage de référence et, à la figure 4.8, la même 

norme mais avec un maillage de réf4rence modifié pour introduire des éléments plats. La 

différence obtenue entre les métriques est remarquable. Cela montre que les éléments plats 

ont un effet néfaste sur le calcul de la métrique. Cependant nous devons tolérer un certain 

étirement des triangles, sans diminuer de façon importante la qualité des éléments. En 

outre, nous observons sur la figure 4.8 un certain nombre d'éléments dont la qualité est de 

l'ordre de 10-'O. Cette qualité devrait donc être améliorée. Or, l'application du critére de 

longueur minimale nous interdirait un retournement car lYamt51ioration de la qualité d'un 

triangle avait pour effet de diminuer la Iongueur d'une arête déjà trop petite. il y a donc 

un conflit entre deux besoins et dans ce cas, iI vaut mieux ignorer ce critére. Certaines 

validations concernant cette remarque seront détaillées à la section 4.4.5. 

4.4.3 Validation du d6rafIinement et des boucles de nettoyage 

Comme premier test, nous aiions h g e r  Ir pour la valeur 1.0 tel qu'indiqué au ta- 

bleau 4.3. Le maillage déraffin6 (noté D-1) est illustré A la figure 4.9 et les données 

correspondantes sont inscrites dans le tableau 4.2. On voit que plus de 50% des som- 

mets ont ét6 enlevés du maiiiage ORIGINAL, ce qui correspond parfaitement au rbsuitat 



FIG. 4.5 - Maillage REFERENCE obtenu avec l'adaptation dite de référence. 

FIG. 4.6 - Agrandissement du maillage RI~FÉRENCE. 
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FIG. 4.7 - Norme de a calculée sur le maillage de référence. 

FIG. 4.8 - Norme de o calculée sur un maillage contenant des êibments trés plats. 
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Maillage 

ORIGINAL 

REFERENCE 
D$RAFI 

DBRAFZ 
WDERAF 

RAFFINEMENT 

INVERSION 

Nombre 

d'éléments 

Nombre 

de sommets 

Qualité moyenne 

des éléments 

Nombre 

d'&tes 

TAB. 4.2 - Données des maillages pour les tests de validation. 

Maillage 

&FERENCE 

TAB. 4.3 - Fichier de paramétres d'adaptation pour la validation. 

RAFFINEMENT 

INVERSION 

Ligne LI4 (Ir) 
O .  01 

Ligne L20 (thin) 
0.005 

0.01 

0.01 

0.01 

O.  O05 
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escompté. Par contre, l'agrmàissement (Fig. 4.10) du coin supérieur droit montre que 

certains triangles ont trois sommets sur le bord. Nous voudrions maintenant montrer que 

les protections mises dans l'algorithme de retournement d'arêtes dans le but d'enrayer ce 

type de triangle fonctionnent bel et bien. S'il ne se basait que sur le critère de la qualité 

des éléments, l'algorithme ne retournerait pas l'arête opposée au coin car la qualité des 

nouveaux triangles obtenus serait grandement diminuee. Mais, en forçant une séquence 

de nettoyage de plus h ia boucle d'adaptation 4.2, on obtient un maillage (noté DÉRAF~) 

qui ne posséde plus ce type de triangle. On peut voir un agrandissement du coin supé- 

rieur droit à la figure 4.11 qui illustre bien ce fait. Il faut donc noter qu'on doit effectuer 

plusieurs séquences de nettoyage avant d'obtenir un maillage adéquat. C'est pourquoi, on 

va effectuer deux séquences de nettoyage pour terminer la séquence d'adaptation pour 

minimiser l'occurence de ces configurations. De plus, on voit que la qualité moyenne des 

éléments est passée de 0.636 à 0.652 ce qui démontre que le déplacement de sommets 

et le retournement d'arêtes améliorent la qualité des éIérnents. De ces conclusions, nous 

dons  ajouter une séquence de nettoyage pour porter à trois le nombre de séquences de 

nettoyage qui terminent l'adaptation. 

4.4.4 Validation de l'amelioration de la qualité des élbments 

Comme nous l'avons fait remarquer à la section précédente, la séquence de nettoyage 

améliore la qualité des éléments. Pour valider cette idée et bien mettre en évidence l'effet 

de la séquence de nettoyage, nous dons  effectuer un test qui consiste à enlever toutes 

les opérations de déplacement de sommets et de retournement d'arêtes dans la séquence 

d'adaptation 4.2. Elle se réduit ainsi : un rafünement suivi d'un déraffinement d'arêtes. 

Un grossissement aux alentours du point (0,O) du maillage obtenu (noté RAFDÉR~F) 

est illustré ii la figure 4.12. On voit clairement que la qualit6 moyenne des éléments est 

nettement inférieure à celle du maillage de référence. En effet, elle n'est que de 0.6 com- 

parée B 0.88 pour le maillage R,$F$RENCE, ce que l'on distingue facilement à Poeil nu. 

Par contre, le nombre de sommets est inférieur de plus de 200 sommets. Cela est dû aux 

séquences de nettoyage qui sont effectuées entre le raffinement et le déraffinement dYar&tes. 
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FIG. 4.9 - Maillage DERAFI obtenu pour la validation du dérafhement. 

FIG. 4.10 - Agrandissement du maillage DÉRAFI, coin supérieur droit. 
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FIG. 4.11 - Agrandissement du maillage D&AFs, coin supérieur droit. 

Ces opérations supplémentaires ont pour effet de rallonger ou de raccourcir la longueur 

de certaines arêtes dans la metrique. Le nombre inférieur de sommets s'explique par l'aug- 

mentation de la longueur des aretes trop courtes dans la métrique dQ aux séquences de 

nettoyage et par le fait m8mel a la Iliminiition du nombre d'&tes dérafhées. 

4.4.5 Validation du critére de la longueur euclidienne minimale 

Nous devons aussi w5der que les opkrations d'adaptation respectent le critére 2.11 et 

plus particuiiérement que le raffinement d'arêtes ne crée pas des arêtes dont la longueur 

euclidienne est inférieure à lmm. Pour ce faire, nous modifions le paramètre de la ligne L20 

pour le fixer B 0.01 au lieu de 0.005. L'effet obtenu est clair, on a une diminution de 1469 

sommets par rapport au maillage  FERE EN CE, ce qui équivaut à une diminution du 

tiers du nombre de sommets. A la figure 4.13, on voit un agrandissement de ce maiilage 

obtenu (noté RAFFINEMENT) aux alentours de (0,O). On y remarque qu'en général 

les arêtes sont plus longues que celies du maillage de référence, mais sensiblement de la 
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FIG. 4.12 - Agrandissement du maillage R ~ F D ~ R A F  obtenu en enlevant les séquences 

de nettoyage. 

mgme longueur aux alentours de @,O). Ceci montre que Le critere est très performant dans 

le cas du raffinement. Si nous revenons briévement sur la question de l'application de ce 

critere ii l'optation de retournement, nous constatons de nouveau l'apparition de plusieurs 

triangles aplatis que nous ne pouvions pas retourner. Cela vient du fait que la longueur 

eudidienne le avant le retournement (lamt) et après (Grès) ne satisfont pas (2.11) et 

que lamt > 1ipds. On peut voir un exemple de ce cas avec la con6guration illustrée 

B la figure 4.14. Cette arête n'a pu Otre retournée parce que le crithe précédent n'&ait 

pas satisfait. Le résultat est montré & la figure 4.U. La qualité minimale des éléments 

du maillage est passée de 3.4385 x 10-Io B 1.361 x IO-'. On a le même raisonnement si 

le > lL. 

4.4.6 Vaïdation de la séquence d'adaptation 

On en vient maintenant à se demander si le rdhement d'arêtes doit Otre fait avant 
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FIG. 4.13 - Agrandissement du maillage RAFFINE1MENS obtenu en posant l&, assez 

grand, 

FIG. 4.14 - Agrandissement du maillage TestCfitereLongEu&linAvantRet. 
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FIG. 4.15 - Agrandissement du maillage TestCritereLongEuclMin-4presRet. 

le déraffinement. Intuitivement, on est amené ii penser que oui, puisque la métrique est 

déhie  sur les sommets du maillage. Or, débuter par un déraffinement aura pour effet de 

réduire le nombre de sommets et, par le fait même, de diminuer la précision de l'estimateur 

d'erreur. Nous avons donc effectué ce test en inversant le raffinement et le déraffinement 

dans la séquence d'adaptation 4.2. En observant la figure 4.16, qui est un agrandissement 

du maillage adapté (noté INVERSION), on voit bien que l'effet décrit ci-haut se produit. 

De plus, le nombre de sommets difFére d'environ 2400 sommets soit une augmentation de 

plus de 50% des sommets comparativement au maillage RÉFÉRENCE. 

Nous pouvons aussi nous questionner sur la nécessité de l'opération de nettoyage effec- 

tuée entre le rafEnement et le déraffinement d'arêtes. Pour ce faire, nous allons expéri- 

menter Ia séquence (4.3) et comparer avec la. séquence (4.2). Nous allons comparer leurs 

effets sur deux problémes du chapitre 5 qui sont le probkme de PoiseuiUe avec X = 1.0 

(mir Sect. 5.5.3) et le probleme de la couche limite avec X = 0.0 (voir Sect. 5.5.5). Ce test 

a pour seul but de comparer les maillages obtenus et non les solutions correspondantes. Il 
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n'est donc pas utile de connaître les probléme eux-mêmes puisque nous ne voulons nous 

concentrer que sur la qualité des éléments. Les résultats concernant le premier probléme 

sont détaillés aux tableaux 4.4 et 4.5 ainsi que le deuxiérne probkme aux tableaux 4.6 et 

4.7. 

1 II Maillages II 

1 Nb. Sommets II 510 1 827 1 790 1 

Erreur 

Nb. Elements 

-- - - - - - - - -- - -- 

TAB. 4.4 - Résultats pour le probléme de Poiseuille : Cas X = 1.0. Adaptation effectuée 

ORIGINAL 

938 

Qualité Min. 

Qualité Max. 

Qualité Moy. 

sans opération intermédiaire de nettoyage. 

ADAPTl 

1500 

0.708772 

0.999993 

0.968861 

Nb. E~ements 938 

Nb. Sommets 510 

ADAPT2 

1401 

Erreur 

TAB. 4.5 - Résultats du problème de Poiseuille : Cas X = 1.0. Adaptation effectuée avec 

une opération intermédiaire de nettoyage. 

0.261922 

0.999471 

0.824974 

Maillages 

ORIGINAL 1 ADAPT1 1 ADAPT2 

( 1. Raffinement d'arêtes 

0.213188 

0.999925 

0.81758 

I 2. Dérailinernent d'&tes 
Séquence d'adaptation 

3. Séquence de nettoyage 
(4.3) 

( 4. S6guence de nettoyage 
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Erreur 

Nb. Elements 

1 Qualit4 Max. 11 0.999993 1 0.999996 / 0.9999 1 0.99999 1 

Nb. Sommets 

Qualité Min. 

Maillages 1 

TAB. 4.6 - Résultats du probléme de la couche limite : Cas X = 0.0. Adaptation effectuée 

sans opération intermédiaire de nettoyage. 

ORIGINAL 

938 

510 

0.708772 

Qualité Moy. 

ADAPTl 

5225 

2798 

0.117188 

0.968861 

Erreur 

Nb. Elements 

TAB. 4.7 - Résultats du probléme de la couche limite : Cas X = 0.0. Adaptation effectuée 

avec me opération intermédiaire de nettoyage. 

ADAPT2 

7555 

4180 

0.0710509 

0.845665 

Maillages 

4551 - 
0.0664856 

0.999958 

0.811404 

Nb. Sommets 510 

ADAPT3 

7343 

4206 

0.0506843 

ORIGINAL 

938 

Qualité Min. 

Qualitd Max. 

Qualité Moy. 

0.817988 0.801485 

ADAPTl 

4989 

0.708772 

0.999993 

0.968861 

ADAPT2 

7644 

0.162404 

0.999958 

0.86136 

ADAPT3 

7877 

0.0807741 

0.999987 

0.826698 
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L'analyse des tableaux correspondants, ne permet pas de tirer de conclusion sur la 

nécessité de la séquence de nettoyage placée entre le raffinement et le déraffinement. 

Comme nous devions faire un choix, nous avons préféré la séquence (4.2). 

FIG. 4.16 - Agrandissement du maillage IPUiVERSEOrY obtenu en inversant raffinement et 

d6rahement. 

4.4.7 Conclusion sur les tests 

En conclusion, on voit que les opérations d'adaptation ont bien le comportement désiré. 

De plus, le maillage de réference obtenu est rbgulier et bien adapté en fonction de la 

métrique de l'erreur. Cette section nous a permis d'expbrimenter l'effet des paramètres 

d'adaptation et d'en tirer une séquence d'adaptation convenable, définie par (3.2) et un 

ensemble de param6tres (tableau 4.1) qui seniront dans le chapitre 5 pour résoudre des 

problémes de mécanique des fluides. 



Chapitre 5 

Applications aux fluides viscoélast iques 

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les techniques d'adaptation de maillages intro- 

duites aux chapitres préctklents dans le contexte de la simulation numérique d'écoulements 

de fluides viscoélastiques. Le chapitre débutera par une brève présentation des principes 

généraux de la mécanique des fluides. Ensuite, nous étudierons une classe particulière de 

fluides viscoélastiques. Finalement, nous présenterons des résultats d'adaptation sur des 

problémes tests d'écoulements. 

5.1 Les principes fondamentaux de la mécanique des 

fluides 

5.1.1 La loi de conservation de la masse et les fluides incompres- 

sibles 

L'équation de continuitb 

Notons par 0 C R2 un ouvert de Çonti6re ï' suffisamment régulière formant le domaine 

d'écoulement du fluide. 
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Une des lois fondamentales de la physique stipule qu'il n'y a aucune création ou destruction 

de matière dans l'univers. Cette loi de conservation de la masse se traduit par l'équation 

mathématique suivante 

où p(t, x )  est la densité du fluide en un point z au temps t et W(t) est un sous-domaine 

de Cl qui peut se déplacer et se déformer par l'action du fluide en fonction du temps. 

L'équation traduit donc l'absence de variation de la masse d'un sous-domaine du fluide 

en fonction du temps. 

Si u dénote le champ de vitesse du fluide, la trajectoire d'une particule fluide initiale- 

ment située au point x au temps t = 0, est obtenue en intégrant le système d'équations 

différentielles 

Notons par iP(t, x) la solution du système ci-dessus qui dépend de la condition initiale 

x.  La fonction @ porte le nom de flot du champ de vecteurs u. Le changement de variable 

x = $(t, X) représente le point de vue matériel. Donc regarder une quantité du point de 

vue matériel signifie qu'on la regarde comme fonction du temps et de la position initiale 

du fluide. 

$tant donnée une fonction f (t, x )  exprimée en coordonnées spatiales, on peut appliquer 

le changement de variables pour obtenir la fonction F(t, X )  = f (t, @(t, X)) définie par 

rapport aux coordonnées matérielles. Nous pouvons par la suite introduire la notion de 

deride materieue (g) d'une fonction scaiaire f. La derivée matérielle est définie par 

En utilisant la définition du flot *, on obtient i'expression suivante pour la dérivée maté- 

rielle 
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De plus, cet opérateur p d e  les propriétés suivantes : 

1. %(f +g) = %+& 
2. + ( f . d = f $ f + g $  

On peut consulter [IO) pour plus de détails. Le théorème suivant permet d'obtenir une 

autre fome pour l'équation (5.1). 

Théoréme 3 Le principe de conservation de la naasse décrit par (5.1) est équivalent à 

l'équation locale suivante 

Cette dernière équation sera nommée Bquation de continuitb. 

Les fluides incompressibles 

En général, sous l'influence de la pression, les liquides ne changent pas de volume. Un tel 

fiuide est dit incompressible. Si la densité p(t, x) est partout constante (fluide homogéne), 

il y a équivalence entre l'incompressibilité et la loi de conservation de la masse. En effet, 

il suffit de remplacer p = po dans l'équation (5.2) et on en déduit le théoréme suivant : 

Théoréme 4 Sa la densité est constante, un fluade satisfait le principe de conservation 

de la mosse si  et seulement si 

5.1.2 La loi de conservation de la quantité de mouvement 

Le principe des contraintes de Cauchy 

Un autre grand principe en physique est la conservation de la quantité de mou- 

vement. Les fluides n'échappent évidemment pas à cette loi. Si l'on considère une partie 

W c R du fluide de fionti4re S à l'instant t = O et Wt = 9(t, W) la partie convectée par 

le fluide, alon Ia variation de la quantité de mouvement contenu dans Wt est due à la 

somme des forces externes (comme la gravité) et à la somme des forces internes (comme Ie 



frottement dQ B la viscosité) agissant sur la frontiére de la région convectée. Si f symbolise 

les forces externes par unité de masse et t les forces internes par unité de surface (O& n 

est la normale B la surface), alors on obtient l'équation vectorielle suivante : 

Voici maintenant un important théoréme que l'on doit à Cauchy concernant les forces 

internes dues au milieu continu. 

Théoréme 5 La loi de conservation de la quantité de mouvement implique qu'il existe 

une fonction à valeur matricielle uij(t, 2)  telle que t(t, x, n) = a(t ,  x )  n. 

Notons que a sera appelé le tenseur des contraintes. 

L'équation du mouvement 

Nous allons introduire trois outils fondamentaux qui sont utilisés pour obtenir les formes 

locales des lois de conservation. On trouvera les démonstrations dans les ouvrages de 

références [IO] et [ll]. 

Theoréme 6 (Théoréme de Gauss) Soit un champ de vecteurs u de classe Ck OC k > 
1, le fluz de u à travers une su~face fennée S dont la normale n pointe vers l'extérieur 

est @al à l'intégrale de la divergence de u sur le volume W limité par S. 

Théoréme 7 (Le principe de localisation) Soit une fonction f continue difinie sur 

un domaine i2 c P. Si f dx = O pour tout W c fl alors f = O  sur $2. 
W 

Théoreme 8 (Le théor&me de transport) Soit un champ de vecteurs u(t, x) de classe 

C2 sur le domaine Q et pamll&le au bord 682 (u n = O sur m). Supposons que le flot 

6(t, x) de u est inuersible pour tout 2 et pour un certain intervalle de t. Si f (t, x )  est 



une fonction définie sur fl, now avons sur cet interude de t 

où W est un sous-ensemble de Q gosshiunt une fi-ontihre continue par morceaux. 

Nous allons maintenant appliquer le principe de localisation à l'équation de la conser- 

vation de la quantité de mouvement. A l'aide du théortme de transport et du théoréme 

de Gauss, nous pouvons écrire 

3 84i. où (V = xj=, &. En appliquant le principe de localisation et les propriétés de la 

dérivée matérielle, on peut supprimer le signe d'integration et obtenir l'équation vectorielle 

Si le principe de la conservation de la masse est vérifie (équation de la continuité), nous 

avons 

En substituant dans la forme locale de la conservation de la quantité de mouvement (5.7), 

on obtient 194quation du mouvement, connue aussi sous le nom de premier principe 

de Cauchy 

Une propriktk intéressante du tenseur des contraintes a est déduite si on a, en plus 

de la conservation de la quantite de mouvement, la conservation du moment angulaire. 

L'équation qui traduit le phénom4ne est la suivante : 
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oh le terme de gauche traduit le taux de variation du moment angulaire. Alors nous 

pouvons écrire le résultat suivant bien connu sous le nom de deuxiérne principe de 

Cauchy : 

Théorème 9 Si la conservation de la quantité de mouvement (5.4) et l'équation de conti- 

nuité (5.2) sont respectées, alors on a la conservation du moment angulaire si et seulement 

si le tenseur des contmintes est symdtrique. 

Nous allons donc aborder l'étude des fluides en utilisant les théorèmes mentionnés ci-haut. 

5.2 Le systt5me de Stokes pour les fluides incompres- 

sibles 

Dans le cas des fluides parfaits, la viscosité est ignorée et le tenseur des contraintes 

est u = -pI où p est la pression associée au systéme et I le tenseur identité. Comme 

nous considérons un systéme plus général, nous devons tenir compte de la viscosité. ii 

nous faut, par conséquent, reconsidérer le tenseur des contraintes a. Un terme T devra 

être ajoute au terme déjà connu -pI pour modéliser la viscosité. Il nous faut pour cela 

introduire le tenseur taux de dbformation j(u) qui est définit par 

Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [101. 

Or, la relation entre le tenseur des contraintes et le tenseur de déformation varie selon 

le fluide que l'on étudie. L'étude de telles relations est en fait le sujet de recherche d'une 

branche de la mécanique des milieux continus que l'on nomme thborie constitutive. 

Cette théorie nous indique que la partie T qui modélise la viscosité est une fonction du 

tenseur taux de déformation. En supposant cette fonction linéaire et en tenant compte de 

l'incompressibilité du fluide, on obtient alors la représentation suivante 
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oii p est la constante de viscmitb du fluide. Alors, nous pouvons réécrire le tenseur total 

des contraintes sous la forme 

a = -pI + 2p +(u). 

En substituant dans i'équation du mouvement (5.8) et en négligeant le terme d'inertie 9 
puisque l'écoulement est supposé lent, on obtient les équations de Stokes pour les fluides 

incompressib~es : 

oiî v = :. Comme le fluide est incompressible et homogène, p = Constante et peut etre 

incorporée à p pour ainsi disparaître des équations. Le systéme de Stokes apparaît donc 

sous la forme suivante pour les fluides incompressibles : 

Équations d'évolution des fluides viscoélastiques 

Nous dons  modbliser la loi de comportement d'un fluide du type viscoélastique. 

Une premiére approche dite phénoménologique associe le comportement d'un élément 

de fluide 9, un système physique analogue. Il existe un vaste choix de systémes possibles, 

mais nous dons concentrer nos efforts sur un systéme simple qu'on nomme le systérne de 

Maxwell. Ce modéle décrit un élément de fluide comme étant formé d'un ressort et d'un 

amortisseur dispos& en série tel qu'illustré sur la figure 5.1. Le ressort modélise la partie 

élastique du fluide et l'amortisseur, la partie visqueuse du fluide. Pour les applications 

dans le domaine des polymères, la partie élastique est liée à la déformation des longues 

chaînes macromoléculaires tandis que la partie visqueuse est associée au solvant, dans Ie 

cas d'un polymére dilué dans une solution newtonienne. 
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FTG. 5.1 - Représentation schématique du système physique de Maxwell. 

$tudions le système décrit précédemment par des notions &mentaires de physique et 

supposons qu'il est unidimensionnel. Pour simplifier, supposons qu'aucune force externe 

ne s'applique sur le système. D'abord, la force exercée par le ressort est donnée al = Gyl 

où G est la constante de rappel du ressort et 3.1 le déplacement du ressort par rapport à 

sa position initiale. 

La force exercbe par l'amortisseur est donnbe par q = u (2) où u est le coefficient 

de viscosite et (%) la vitesse de déplacement dans l'amortisseur. Or, le fait de placer ces 

deux composantes en série implique que la force 01 est égale à 0 2  i-e. o = 01 = 02. XOUS 

pouvons donc trouver le taux de déplacement global 

qui nous amène A l'équation constitutive pour un fluide de Maxweil 

OU X = $ est le temps de relaxation. 

Nous d o n s  maintenant tirer l'équation linéarisée pour le système en dimension un. Soit 

S(x,t) la 'tlongueur" de l'&ment, 7 = la déformation et 3 = u la vitesse. Si nous 
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dérivons les deux dernières équations par rapport A t et z respectivement, nous pouvons 

écrire 

Notons que lléquation du mouvement s'écrit 

où cr est la force de déformation. Alors nous pouvons combiner cette derniére avec les 

équations (5.12) et (5.13) pour obtenir 

Il est intéressant de faire varier le paramétre X pour voir comment se comporte le fluide : 

- Si l'on fait tendre le temps de relaxation vers O i.e. X + O, le fluide est newtonien. En 
& & effet a = v et px = v sont les équations d'un fluide newtonien. 

&lb - Par contre lorsque A + m, le fluide se comporte comme un fluide élastique : $ = Gz 

Le. a = G=. Cette dernière équation est exactement la loi de comportement d'un 

ressort. 

Modéle de Maxwell On peut maintenant généraliser le modèle en supposant que : 

- a ( x ,  t) reprkente le tenseur des contraintes qui est symétrique (thboréme 9), 

- u(x, t) est le champ de vitesse du fluide et satisfait V u = O (fluide incompressible, 

théorème 4), 

- les dérivées temporelles doivent être remplacées par des dCrivées dite objectives qui 

généralisent la notion de dérivée matérielle aux champs de tenseurs. Son expression est 

fournie par la dérivée temporelle ordinaire mais évaluée dans un repére convecté par le 

fluide. Dans ce travail, nous utiliserons la dérivk contravariante déhie  par 

- devient Le tenseur taux de deformation 2j.(u) oh (+ (u ) )~  = f (g + 2). 
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En ghkalisant (5.12) et (5.14) nous pouvons énoncer la loi constitutive 

où r represente le tenseur des contraintes supplémentaires. 

fiquations du probléme global Nous pouvons donc formuler les équations diffhen- 

tielles qui gouvernent le comportement d'un fluide viscoélastique stationnaire incompres- 

sible en combinant les équations de Stokes (5.11) et les équations constitutives de Maxwell 

(5.15) : 

1 -V.r+Vp= f v.u=o 

AQ + T = 2, I(U) 

oil ~ = ( u * v ) ~ ~ - ~ u u - u ( v u ) ~ .  

5.4 Discrétisat ion des équations 

Nous alions maintenant discuter de la résolution numérique des systémes d'équations 

différentielles dont nous avons discuté aux sections 5.2 et 5.3. Tout d'abord, nous aborde- 

rons la résolution du systéme de Stokes (5.11) qui est un problème classique en éléments 

finis. Ensuite, nous éIaborerons quelques approches possibles pour résoudre le systéme 

de Maxwell (5.15). Mentionnons également que les id@ et les notations qui ont été in- 

troduites au chapitre 1 concernant la résolution du problbe de Poisson (LI), seront 

réutilisées avec ces systémes plus complexes. 

5.4.1 Résolution numerique du probléme de Stokes 

Cornmen<ons d'abord par préciser le domaine de calcul des équations de Stokes. Posons 

R, un domaine régulier, fermé et connexe de R2 dont la frontière est notée I'. Sur une partie 
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Fa de cette frontiere, nous allons appliquer des conditions aux limites de type Dirichlet 

tandis que sur I' \ ro on imposera des conditions de type Neumann homogéne. 

Avec ces notations, le probléme de Stokes s'énonce comme suit : 

Ilouver u et p tel que : 

-2vV . S(u) + V p  = f dans 52, 

V.u=O dansfi, 

u = uo sur ro, 
Vu-n=O sur r \ îo .  

Fixons le cadre fonctionnel a h  d'obtenir la formulation variationnelle du probléme de 

Stokes. Nous choisissons comme espaces 

Vo := {v E V 1 v = O p.p. sur ITo) 

Pour plus de détaiis sur ces espaces, on peut consulter [161. 

Formulation variationeiie Pour obtenir la formulation variationnelle, nous procédons 

comme nous l'avons fait pour le problème de Poisson (Sect. 1.1). Nous multiplions par 

des fonctions tests u E Vo et q E Q. Ainsi, le problème variationnel de Stokes s'écrit : 

'ïkouver (u,p) E V x Q tel que u - uo E Vo et 

où A : B = &-kjBG est la contraction tensorielle de A et B. 

Par ailleurs, si on dbfinit les formes bilinéaires suivantes 
m 



b(o,q) = - 6 q v . v  dx, 

ainsi que la forme 

on peut réécrire (5.21) sous la forme d'un problème mixte 

Trouver (u, p) E V x Q tel que u - uo E Vo et 

Ii est bien connu que ce probléme ainsi posé admet une solution unique dans V x Q. 

Discretisation de la formulation variationelle On se donne deux sous-espaces Vh c 
V et Qh c Q de dimension finie. On posera VOh = Vh n Vo. 

Le problème discret s'écrit : 

Trouver (uh, ph) E Vh x Qh tel que uh - uho E Voh et vérifiant 

Ce probléme discret admet toujours une solution mais ne conduit pas nécessairement 

B une bonne approximation du probléme original. Afin d'obtenir des estimations d'erreur 

indépendante du maillage, il faut que le problème mixte discret satisfasse une condition 

de stabilité connue sous le nom de condition de Brezzi-Babuska ou encore condition 

inf-sup. Cette condition est donnée par : 
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Pour satisfaire la condition inf-sup, il s'agit de choisir convenablement la paire d'élé- 

ments snis (Yh, Qh) utilisés. De tels éléments finis sont dit stables et il en existe plusieurs 

types. Voir (4). Pour les tests numérique, nous choisirons un élément fini continu stable très 

connu qui porte le nom de Taylor-Hood. Cet élément correspond au choix des sous-espaces 

d'éléments finis suivants : 

Qh = { ~ h  E (cO(n))* 1 9 h l ~  (Pt(K)l2 VK E 71 

oh Pk(K) est l'espace des polyndmes de degré au plus k définis sur un élbment K d'une 

trianplation 7. Cet élbment est souvent appelé l'ékment Pz - Pl. Pour plus de rensei- 

gnements sur la stabilité de cet élément consulter [4j. 

Passons B la forme matricielIe associée au systéme discret. Pour tenir compte des condi- 

tions aux limites de type Dirichlet, nous préférerons résoudre le système (5.26) en correc- 

tion. Ainsi, nous sommes conduit ii un systéme linéaire par blocs de la forme 

où les blocs A = {aii), B = {hj), RU et R, correspondent B la discrétisation des termes : 

Nous pouvons remarquer que le systéme linbaire (5.27) comporte des éléments nds sur 

la diagonale. De plus, s'il n'y a pas de conditions aux Limites de type Neumann, alors le 

probléme admet une infinité de solutions. CeIa est dfi au fait que la pression est d W e  

B une constante près. Pour remédier à cette dificulté, nous pouvons fixer la pression A 

un sommet, mais cette pratique est plus difiicile B implanter. Nous allons plutôt ajouter 
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un coefficient de p4naliaation E > O petit. Pour ce fiire, nous introduisons un terme de 

pénalisation dans la deuxième équation (5.21) qui devient 

De cette manière, le système admet une seule solution et s'écrit 

orl M est la matrice masse définie par {my} = Jn ph q h  dz avec ph, qh E Qh. Notons que 

l'ajout de ce terme perturbe les solutions du probléme variationnel discret de l'ordre du 

terme é. Voir [3] pour plus de détails. 

Rappelons que le systéme couplé (5.16) ayant comme inconnues les trois champs (u, p, T) 

s'écrit comme un probléme différentiel : 

Trouver (u, p et T )  tel que 

- v - r + V p =  f, 

V - u = O ,  

A% + T = 2v ?(u). 

A ce système s'ajoute les conditions aux limites du probléme en vitesse tel que vu à la 

section précédente ainsi qu'une condition aux limites pour la variable T. Étant donné que 

l'équation constitutive est de type hyperbolique (pour u fixé), il faut imposer la valeur de 

T uniquement B la partie entrante Ii, du fluide, c'est-à-dire 

re = {X E I' 1 U(X) n(x) c 0). 

Pour obtenir la formulation variationelle de ce probléme, nous procédons de la même 

manière qu'A la section pr6cédente. Nous choisirons l'espace 

!C := {T E (L'(Q))~ 1 Ti j  E ( L ' ( z ~ ) ) ~  i < j = 1,2} 
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et nous noterons par Co l'espace 

En multipliant par (v,q,qî) E Vo x Q x C, ceci nous permet d'écrire la formulation 

variationeiie du problème couplé : 

Trouver (u,p, T) E V x Q x C tel que u - uo E Vol T - r0 E Co et vérifiant V(v, q, 4) E 

La discrétisation de ce systéme pose de nombreux problémes même dans le cas limite où 

X = O. Nous suggbrons au lecteur de consulter [81 pour obtenir de plus amples informations 

sur les espaces de discrétisation permettant d'approcher ce probléme couplé. 

Étant donné notre désir de tester les capacités de l'adaptation de maillages, nous avons 

adopté une approche simpM4e de type découplée qui est souvent utilisée par les ingénieurs. 

Elle consiste ii r h u d r e  séparément les variables (u, p) et a. De manière plus précise, au 

lieu de résoudre les deux premieres équations du systeme (5.30)' on résout l'équation de 

Stokes avec 17 comme viscosité du fluide newtonien. Cette solution ne tient pas compte 

du tenseur des contraintes supplémentaires du fluide viscoélastique. Ensuite, on reporte 

ce champ de vitesse dans la loi de comportement de Maxwell qui constitue une équation 

de type transport. Cela nous permettra de créer des maillages fins ayant un nombre 

élevé de sommets et d'éléments. Cette méthode est avantageuse pour nous puisqu'ii est 

très coûteux de rèsoudre le probléme variationnel couplé (5.30). Les sections suivantes 

décrivent la discrétisation de l'équation de comportement de Maxwell. 

5.4.3 Les methodes de decentrage selon Les lignes de courant 

La Ioi de comportement constitue une équation de type hyperbolique. Or ii est bien 
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connu que l'utilisation directe d'une dim&isation de type Galerkin conduit à des insta- 

bilit és nurntkiques. 

Dans cette section, nous allons discuter de deux méthodes utilisées pour contrer ces 

problèmes d'insfabilité da & la présence du terme de transport (u V)T apparaissant dans 

i'expression de la dbtivée convective 5. De plus, comme certains des problémes 4tudiés 

contiennent des singularités, les schémas ont tendance à engendrer des osciilations de la 

solution et ce, dans les régions qui entourent les singularités. Ces osciilations sont plus 

nombreuses lorsque le coefficient d'blasticitti A augmente. C'est pourquoi nous devons avoir 

recours A une stabilisation du schbma par une méthode de décentrage. Nous aborderons 

deux méthodes bien cornues, ii savoir, la methode Strede-Upwind/Petrov-Galerkin 

(SUPG) et la méthode Streamiine-Upwind (SU). Ces méthodes ont pour but d'ajouter un 

terme de diffusion qui stabilisera le probléme discret. 

Mhthode StrdineUpwiadlPetrov-Gdeikia (SUPG) Soit Ch un SOUS-espace 

de dimension finie approximant C. Cette méthode consiste A modifier les fonctions tests 

dh E Ch en leurs ajoutant un terme de diffusion qui agit seulement dans le sens des Lignes 

de courant. Les fonctions tests ainsi perturbées sont données par 

b, = #h + ~ W I .  P h  (5.31) 

où wh = & est la direction locale du couraot et s une ponderation du terme de dithision 

par la taille des triangles. En remplaçant Oh par #,, dans L'équation de Maxwell de (5.30) 

nous obtenons la nouvelle formulation variatiannelle suivante : 

67, / { y h  + A- - 2~ +(un)) : ($h + +(wh V)@h} d~ = O V&, E En 
n bt 

Cette methode est dite consistante car les solutions du problème continu vérifient la 

version continue de cette équation. 

Mhthode StreamiindJpwind(SU) La methode SU utilise la même perturbation que 

celle de SUPG, i-e. (5.31). Cependant on n'utilise cette modification de la fonction test 
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que pour le terme de transport (u V)T. La nouvelie formulation variationnelle s'écrit 

ainsi 

671, 
/ { T h  + A- - 6t 2v ;I(uh)) : t#h dx + X(uh V ) T ~  : ~ ( w h  - V)#h dx = O V#h f Ch. 

n 

Notons que l'ajout du terme de difision perturbe le problème variationnel et ce qui 

fait qu'on ne résout plus exactement le problème original. Ceci explique pourquoi cette 

méthode est souvent appelée inconsistante. 

5.4.4 Discrétisation de la loi de comportement de Maxwell 

Dans les tests numériques de la prochaine section, nous avons choisi le schéma SU 

comme méthode de décentrage de l'équation de la loi de comportement de Maxwell. Ce 

choix se base sur le fait que cette mbthode stabiise mieux que SUPG pour la classe de 

problémes étudiés ayant des singularités au niveau des contraintes. 

De plus nous choisissons un élément fini de type PL pour approcher les différentes 

composantes de la variable Th. Plus précisément, l'espace Ch sera définie par 

Alors nous obtenons la nouvelle formulation variationelle discréte pour l'équation consti- 

tutive de Maxwell : 

'Ilouver r h  € Ch te1 que r h  - roh E COh védiant 
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5.5 Résultats numériques 

Dans ce chapitre, nous appliquerons la méthode d'adaptation de maillages sur quatre 

probldms types. Les deux premiers sont le probléme de Poiseuille et le probléme de 

la couche limite qui ont tous deux une solution exacte pour la loi de comportement de 

M m U .  Les deux autres problèmes, qui sont la contraction et le problème de l'écoulement 

autour d'un cylindre, n'ont pas de solution exacte. Nous testerons tous ces problémes 

dans le cas newtonien (A = 0.0) et dans le cas viscoélastique (A = 1.0) suivant une 

approche simplifiée. Rappelons que cette approche consiste & résoudre le probléme de 

Stokes pour les variables ( a h 1  ph) et par la suite, l'équation constitutive de Maxwell pour 

trouver la variable discréte T,, en utilisant comme champ de transport le champ de vitesse 

fourni précédemment. Cette derniére nous permettra de construire notre estimateur a 

posteriori a h  de calculer la métrique telle que décrite dans la section 2.2.2. Pour cela, nous 

definissons la variable S par la contraction matricielle fi i.e. S = Jr; + 2 ~ f ~  + T&, 

car T est symétrique. Pour chaque problème, nous effectuerons deux tests en posant 

X = 0.0 et X = 1.0. A noter que pour l'ensemble des tests, la viscosité fut fixée ii v = 1.0. 

Pour chaque probléme, les caractéristiques reliées aux maillages résultant de l'adapta- 

tion seront mises sous forme de tableaux. De plus, pour les problémes qui ont une solution 

analytique, nous présenterons dans un tableau, les erreurs commises entre la solution ana- 

lytique évaluée aux sommets du maillage et la solution calculée. Ces erreurs seront évaluées 

par la norme II II, et 11 . 112 de la différence entre les deux solutions. De plus, pour chaque 

maillage obtenu, nous ajouterons la figure correspondante. Nous inclurons aussi plusieurs 

graphiques pertinents reliés aux variables discrétes. 

Pour chacun de ces problèmes, nous avons fixé une longueur désirée ld de maniére 

& utiliser un ordinateur personne1 pour rhudre  les problémes EF. L'ordinateur utilisé 

p d e  128 MégaOctets de mémoire vive et 500 MégaOctets de mémoire disque. Nous 

d o n s  indiquer, pour chaque problème, l'espace mémoire utilisé pour stocker la matrice 

compressée (i.e. les entrées non nulies). Puisque nous utilisons une méthode de résolution 
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directe (LU) pour résoudre le système matriciel, ce chiffre ne donne pas une image réelle de 

la mémoire utilisée. En effet, la méthode LU exige une structure de donnée particuliihe qui 

nécessite un important remplissage de la matrice creuse. Dans la pratique, nous observons 

que la mémoire réeUe utilisée par la méthode LU est au moins 10 fois l'espace mémoire 

nécessaire pour stocker la matrice. 

5.5.1 Ecouiernent de Poiseuille 

Nous aborderons d'abord le probléme de l'écoulement de Poiseuille qui est un problème 

classique de la mbcanique des fluides. Nous nous intéressons à ce problème puisque la 

solution exacte est connue et que de nombreux tests ont démontré expérimentalement la 

validité de la solution analytique dans le cas de fluide newtonien A basse vitesse (Voir 

(61). Cet écoulement est décrit par un fluide qui se déplace sous l'infiuence d'un gradient 

de pression dans un canal situé entre deux plaques immobiles. La vitesse de ce fluide est 

uniquement dans le sens de l'axe des x avec un profil parabolique. Nous pouvons voir à 

la figure 5.2 la géométrie du canal qui est un rectangle de 1 x 5 dont toutes les adtes 

sont droites. Nous supposons aussi la condition d'adhérence du fluide b la paroi. Cette 

condition implique que la vitesse du fluide est nulle sur les parois du canal. Enfin, nous 

supposons qu'il n'y a pas de force externe qui s'applique sur le système (i.e. f = (0'0) 

dans (5.11)). Pour résoudre ce probléme, nous devons imposer les conditions aux limites 

FIG. 5.2 - Géométrie du canai. 
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de type Dirichlet qui suivent. 

D'abord, 

donnée par 

lors de la résolution du probléme de Stokes, nous imposons la solution exacte 

1'6quation (5.33) b la variable u et ce, B l'entrée et A la sortie. 
. 
u = (?Ai, 264 = (1 - (29 - q2, O} 

p = -8ux + Constante. 

Cette solution sera utilisée pour valider les résultats obtenus. Par ailleurs, comme nous 

avons supposé que le fluide adhére à la surface du canal, nous devons imposer que le fluide 

ait une vitesse nulle u = (0,O) sur les parois du canal. E h ,  nous imposons que f = (0'0) 

puisque nous avons supprwé qu'aucune force externe ne s'applique au systéme. 

Pour la partie viscoélastique (probldme de Maxwell), nous imposons seulement à l'entrée 

la solution exacte pour T donnée par l'équation (5.34) 

Lors de la résolution du probléme de Maxwell, nous utiliserons la solution du problème 

de Stokes pour initialiser la variable u h  qui apparaît dans la formulation variationnelle 

discr4te (5.32). 

Les deux tests que nous effectuerons seront détaillés à la section 5.0.2 pour le cas 

newtonien (A = 0.0) et Ia section 5.5.3 pour le cas viscoélastique (A = 1.0)- 

5.5.2 Résolution du probl6me de Poiseuille : X = 0.0 

Pour ce cas, nous avons effectué trois séquences d'adaptation pour vérifier la convergence 

de la méthode d'adaptation. La longueur désirée fut ûxée à Id = 1.0. Les autres données 

relatives aux résultats d'adaptation sont indiquées au tableaux 0.2 et 5.3. Le tableau 5.1 
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indique l'erreur commise entre la solution calculée et la solution analytique qui est donnée 

par (5.33) et (5.34) et qui est évaluée aux sommets du maillages. Nous pouvons d'abord 

remarquer que les erreurs sont de l'ordre de 10'~. Comme la solution exacte se trouve 

dans l'espace de discrétisation, nous esp&ions trouver une erreur plus petite. Mais la 

pénalisation introduit une erreur de l'ordre du coefEcient de pénalisation et c'est bien ce 

que nous observons (voir [3]). En outre, la méthode SU introduit, elle aussi, une erreur 

due au schéma inconsistant. Somme toute, les solutions sont trés satisfaisantes. Pour ce 

probléme, l'adaptation n'a pas contribué B faire diminuer l'erreur qui est presque nuile. Il 

est bien de noter que certains estimateurs hiérarchiques, basés sur l'erreur d'interpolation, 

peuvent conduire un maillage très déraEn4 puisque la solution discréte est exacte pour 

n'importe quels maillages. Nous ne pouvons nous attendre ii un même comportement ici 

dû B la nature de notre estimateur a posteriori. 

Nous pouvons voir le maillage original (nommé OELLGIKAL) utilisé pour le probléme 

de Poiseuille à la figure 5.3 et Les maillages adaptés ADAPT1, ADAPT2 et -4DAPT3 

correspondant aux différentes adaptations successives B la figure 5.4. Les caractéristiques 

de ces maillages sont décrites aux tableaux 5.2 et 0.3. Nous y voyons que la qualité du 

maillage de départ est plus élevée que celles des autres maillages. C'est souvent le cas 

pour les maillages qui ont été générés de façon B obtenir un maillage uniforme et régulier. 

Les autres maiiiages présentent une qualité moyenne très acceptable. Au tableau 5.3, nous 

pouvons voit entre autre, le nombre de raffinements et de dérdnements effectués pour 

obtenir les maillages adaptes, 

FI&. 5.3 - Maillage ORIGINAL du canal. 
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II Erreur 1 ORIGINAL 1 ADAPTl 

II Nombre d9élérnents 11 938 1 1084 

II Nombre de sommets 11 510 1 605 

TAB. 5.1 - Résultats du problkme de Poiseuille : Cas X = 0.0. 

II II Maillages II 
Qualité 

I 

1 ORIGINAL 1 ADAPT1 1 ADAPT2 1 ADAPT3 

QK moyenne 

QK minimum 

TAB. 5.2 - Caractéristiques des maillages générés pour le probléme de Poiseuille : Cas 

X = 0.0. 

QK maximum 

Nombre d'éléments 

Nombre de sommets 

0.968861 

0.708772 

0.999993 

938 

510 

0.837344 

0.226448 

0.999988 

1084 

605 

0.854922 

0.219721 

0.845747 

0.209225 
L 

0.999539 

1062 

602 

0.999766 

1007 

578 



FIG. 5.4 - Maillages ADAPTI, ADAPT2 et ADAPT3 (de haut en bas) génkrés pour le 

probléme de Poiseuille : Cas X = 0.0. 
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II Maillages II 
- - - - 

ADAPT3 ' 
1.0 

335 

366 

Nb ret. d'arêtes 

Nb dbp. sommets 

- - - - - - - - 

ADAPT2 

1.0 

351 

370 

- ~- - 

Longueur calculée 1, 

Nb rd.  d'arêtes 

Nb déraf. d'arbtes 

-- 

Dép. sommet Moyen 

Dép. sommet Max. 

1 Dimension Syst. Lin. (Nb. lignes) 11 5191 1 5132 4902 U 

- - - - - - - - - 

ADAPT1 

1.0 

421 

350 

1028 

6820 

Temps d'adaptation (sec*) 

Mémoire utilisée (Octets) 
r 

TAB. 5.3 - Données relatives A l'adaptation pour le probléme de Poiseuille : Cas X = 0.0. 

0.0037611 

0.0224844 

5.5.3 R&olution du probhne de Poiseuille : X = 1.0 

903 

6652 

63.08 

1 840 488 

Contrairement au probléme newtonien de Poiseuille, ce probléme comporte une variable 

qui ne se trouve pas dans l'espace de discs6tisation. La variable 711 est d'ordre 2. Kou5 nous 

serions attendus à ce que la méthode d'adaptation raffine le maillage de façon ii dirninuer 

progressivement l'erreur sur 711. Cependant, nous avons eu la surprise de constater le 

contraire. L'erreur commise augmentait bien que les maillages devenaient plus hs. Nous 

avons d'abord questionné I'estimateur pour nous rendre compte par la suite que cette 

erreur était peut-être due ii l'orientation des arêtes. Pour en arriver à cette conclusion, 

nous avons refait une adaptation à partir du maillage de départ (ORIGINAL) mais en 

ne permettant pas le dérafmement d'arêtes. Le maillage obtenu (SANSDER) est illustré 

ii la figure 5.6 et nous pouvons voir B la figure 5.5, l'erreur [ I ( T ~ ) ~ ~  - (~k7)1111m. NOUS 

remarquons que cet &et est très prononcé à l'interface entre la zone adaptée et Ia zone 

rbguliére du maillage. Il est intéressant de voir que l'erreur près du bord est trQ petite. 

886 

6268 

0.00214049 

0.0186854 

0.0215474 

0.00270782 

60.52 

1 809 816 

59.5 I 
1721256 



FIG. 5.5 - L'erreur - ( T ~ T ) ~ ~  Iloc sur le maillage SANSDER. 

Pour les autres variables, la solution exacte se trouve dans l'espace de discrétisation. Nous 

remarquons toujours une erreur proportionnelle à la pénalisation. La longueur désirée 

fut fixée B ld = 6.0. Nous pouvons voir le comportement de l'erreur sur ces variables au 

tableau 5.4. 

Il n'en demeure pas moins que la taille de i'erreur sur rll reste surprenante et que ce 

phénomène devrait être étudier de façon plus approfondie. La possibilité d'un couplage 

entre la pénalisation et l'utilisation de la méthode SU serait une avenue a emprunter. 



FIG. 5.6 - Maillages ADAPT1, ADAPT2, ADAPT3 et SANSDER (de haut en bas) générés 

pour le problème de Poiseuille : Cas X = 1.0. 



Erreur 

11 ( u ~ ) ~  - ( R ~ U ) ~  112 

Il (T& - ( ~ h ~ ) a a  11, 
Nombre d'éléments 

TAB. 5.4 - Résultats du probleme de Poiseuille : Cas X = 1.0. 

Maillages 

Nombre de sommets II 510 

1 Maillages )I 

ORIGINAL 

1.78838e-06 

7.36237e-07 

938 

828 

I 1 1 1 

1 QK maximum 1) 0.999993 1 0.999957 1 0.999992 1 0.99987 1 0.999981 

ADAPTl 

1.78838e-06 

8.23381e-07 

1459 

Qualité 

QK moyenne 

QK minimm 

781 

TAB. 5.5 - Caractéristiques des maillages générés pour le problème de Poiseuille : Cas 

X = 1.0. 

ADAPT2 

1.78838e-06 

8.31319e-07 

1327 

ORIGINAL 

0.968861 

0.708772 

819 

1 1 

ADAPT3 

8.66385e-07 

1372 

1659 

ADAPTl 

0.852735 

0.286614 

938 

510 

1 

SANSDER 

8.0236e-07 

3106 

Nombre d'éléments 

Nombre de sommets 

ADAPT2 

0.829499 

0.170305 

1459 

828 

1.78838e-06 1.78838e-06 

ADAPT3 

0.821688 

0.1634 

1327 

781 

SANSDER ' 
0.862484 

0.369212 

1 

1372 

819 

3106 

1659 
L 
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Ce probléme est obtenu en choisissant u, p et f de la forme suivante 

u = (u1, u2) = (1 - (2p - 1)%, O) 

p = - 9  (5.35) 

f = (fl, f2) = -V T + V p  = (u 8n(2n - 1) (2y - 1)2"'2 - 22, O), 

de sorte que le probléme de Stokes (5.11) soit vérifié. Par conséquent, lon de la rêsolution 

numérique, nous imposons ce pro6il de vitesse comme condition aux limites A l'entrée et 

à la sortie. 

Par ailleurs, comme nous avons supposé que le fluide adhére à la surface du canal, nous 

devons imposer que le Buide ait une vitesse nulle u = (0,O) sur les parois. Cette condition 

est vérifiée par (5.35). 

Pour la résolution du tenseur des contraintes supplémentaires, nous imposons seuiement 

B l'entrée la solution du probléme de Maxwell pour T dans le cas d'un écoulement en 

cisaillement. Cette solution exacte est donnée par l'équation (5.36). 

OB u est le coefficient de viscosité et A le temps de relaxation. 

Dans les prochaines sections, nous décrirons les résultats pour n = 5 en posant succes- 

sivement la variable A égale ii 0.0 et à 1.0. 

5.5.5 Rbsolution du probléme de la couche limite : X = 0.0 

Pour ce probléme, nous avons effectué 3 séquences d'adaptation. Les maillages obtenus 

sont nommés respectivement ADAPTl, ADAPT2 et ADAPT3. Les caractéristiques des 

mailiages sont présentées dans le tableau 5.7 tandis que les résultats sont indiqués aux 
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tableaux 5.8 et 5.9. Pour fin de comparaison, nous avons gknârâ un maillage régulier 

possédant environ le même nombre de sommets que ADAPT3 sur lequel nous avons résolu 

le problème discret. Nous y remarquons d'abord que pour les variables u et p, l'erreur 

diminue ou reste constante. Nous jugeons ces résultats satisfaisant puisque l'estimateur 

ne tient pas compte de ces variables. 

Pour T ,  nous remarquons que l'erreur en norme infinie sur le maillage régulier REG est 

deux fois plus élevé que sur le maillage adapte ADAPT3. Par contre, elle est du meme 

ordre de grandeur pour la norme 12. Globalement, l'erreur sur T décroît A chaque nouvelle 

adaptation ce qui indique que l'estirnateur capte bien l'erreur commise sur T.  

Les maillages obtenus sont très satisfaisants car la qualité moyenne des éléments est 

toujours au dessus de 0.8. La longueur désirée fut fixée à ld = 4.0. De plus, l'adaptation 

semble converger rapidement vers le maillage optimal. En effet, l'augmentation la plus 

importante du nombre de sommets se produit à la première adaptation. Le nombre de 

sommets augmente alors de l'ordre de 5 fois. A la troisième adaptation, cet te augmentation 

est trés petite bien que l'erreur sur T diminue de façon considérable. Nous pouvons voir 

les maillages adaptés ainsi que le maillage rbgulier REG à la figure 5.7. 

-- 

U Q minimum 0.708772 0.147909 

Qualité 

QK moyenne 

TAB. 5.7 - Caractbristiques des maillages ghé rk  pour le probléme de couche limite : Cas 

X = 0.0. 

Maillages 

7 

ORIGINAL 

0.968861 

QK maximum 

Nombre d'élâments 

Nombre de sommets 

ADAPT2 

0.836043 

ADAPTl 

0.872692 

0.999993 

938 

510 

ADAPT3 

0.999996 0.999907 0.999995 

4989 7097 7353 

2709 3999 4272 

REG 

0.819019 1 0.774246 



11 (~h)22  - ( ~ h ~ ) Z ! ! I l r n  

Nombre d9h10rnerits 

L 

II Nombre de sommets II 

Erreur 

I l ( ~ h ) z  - (7~hu)z112 

TAB. 5.8 - Fù2sultats du probl&ric de la couclie liiiiitc : Cas X = 0.0. 

Maillages 

ORIGINAL 

0.0044029 

ADAPT2 

0.00140179 

ADAPTl 

0.000144345 

ADAPT3 

0.00127072 

REG 

0.000259434 



II Il Maillages 

II Longueur calculée i, 11 4.09336 1 4.0 1 4.0 

II Nb ret. d'&tes 11 6443 1 11407 1 12128 
~ - 

Nb dép. sommets 36702 52090 50671 

Dép, sommet Moyen 0.00069 O.OOû637 0.000642 

II 
- 

Dép. sommet Max. 11 0.0152 1 0.013'1547 / 0.0144488 

II Temm d'adaptation (sec.) 1) 339.41 1 555.7 1 553.63 

Mhmoire utilisée (Octets) 8 416 248 12 077 016 12 605 352 

Dimension Syst. Lin. (Nb. lignes) 23521 34187 36064 

TAB. 5.9 - Données relatives B l'adaptation pour le probléme de couche limite : Cas 

X = 0.0. 
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Fm. 5.7 - Maiiiages ADAPT1, ADAPT2, ADAPT3 et REG (de haut en bas) générés 

pour ie probkme de couche limite : Cas X = 0.0. 



CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX FLUU3ES VISCOELASTXJUES 

5.5.6 Résolution du probl&me de la couche limite : X = 1.0 

De la même maniére que le probkme précédent, nous allons comparer les résultats 

d'adaptation sur un maillage régulier, que nous nommerons REG, avec les quatre maillages 

adaptb qui seront n o m &  respectivement ADAPT1, ADAPTS, ADAPT3 et ADAPT4. 

Les caractéristiques de ces maillages sont p l ach  dans le tableau 5.10 tandis que les 

résultats apparaissent à la figure 5.11. Nous avons fixé la longueur désirée z i  ld = 60.0. Les 

autres param&res concernant les résultats d'adaptation sont disponibles dans Le tableau 

5.12. 

Les maillages sont très satisfaisants car la qualité moyenne est bien en deça de 0.85. 

L'adaptation a rapidement convergé en deux séquences vers un maillage de 9000 sommets. 

L'augmentation du nombre de sommets s'est faite d'un facteur 5 pour ADAPTL et d'un 

facteur 3.5 pour ADAPT2. Pour les deux autres maillages adaptbs, le nombre de sommets 

a peu varié. De plus, la convergence vers un maillage de 9000 sommets aurait pu être plus 

rapide si le nombre de divisions radin, défini la section 2.2.6, avait été plus grand. Xom 

avons choisi de le fixer 8 4.0, ce qui a empêché la valeur 1, d'égaler la longueur désirée lors 

de Ia premi4re itération. En effet, nous remarquons dans le tableau 5.12 que 1, = 63.9609 

comparativement B ld = 60.0. 

Concernant les variables (u,p), l'erreur commise est plus petite pour les maillages ré- 

gulien qu'adaptés. Les résultats sont quand même jugès très satisfaisants du fait puisque 

l'estimateur a posteriori ne dépend pas de (or, p). 

Pour s, nous voyons que l'erreur commise sur les composantes 711, 712 et 722 diminue de 

façon signiiicative pour les trois composantes. Elle diminue respectivement d'un facteur 30, 

5, 9 en norme i2 pour rllr 712' rz et respectivement d'un facteur 8, 5, 7 en nome infinie. 

Cette diminution de I'erreur s'accompagne d'une augmentation de 16 fois du nombre 

de sommets et d'éli5ments. La variable la plus a c i i e  I approxher est T ~ L  qui est une 

fonction polyn6miale d'ordre 18. Nous voyons que l'erreur a été grandement diminu& et 
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elle est 4 fois plus petite pou un maillage régulier (RBG). Ce gain appréciable en calculs 

justih l'utilisation de l'adaptation de maillages. Pour 712 et 722, le gain par rapport au 

maillage rbgulier est moindre. Pour ce probléme, l'estimateur dépend fortement de et 

c'est pourquoi le gain en calcul est infhrieur sur les autres variables. En conclusion, nous 

en ressortons gagnant d'adopter une approche qui utilise l'adaptation de maillages. La 

solution obtenue est bien meilleure et ce, pour un coQt équivalent en calculs. 



II II Maillages II 
II Qualité 1 ONGINAL 1 ADAPTl 1 ADAPT2 1 ADAPT3 1 ADAPT4 1 REG II 

i 

- - -- - 

TAB. 5.10 - Caract4ristiques des maillages générés pour le probkme de couche limite : Cas A = 1.0. 

Nombre d'éléments 

Nombre de sommets 

n .. 

QK minimum 

QK maximum 

938 

510 

0.708772 

0.999993 

4859 

2631 

0.0662877 

0.999984 

16650 

8952 

0.0423391 

0.999996 

14714 

8119 

0.0258299 

0.999999 

15266 

8438 

0.0222528 

0.999999 

16620 

8477 

0.361399 

0.999996 - 



Erreur 

Il(~dn - h 7 ) 2 2 1 1 2  

I l W 2 2  - (whr)22llm 

Nombre d'Bléments 

Nombre de sommets 

Maillages 

ADAPT2 1 ADAPT3 ADAPT4 REG 

TAB. 5.11 - nésultats du problème de la couche limite : Cas A = 1.0. 
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II 
-- ~ 

Maillages 

1 Nb déraf. d'arêtes 11 2633 1 8172 1 5907 1 5103 11 

Longueur calculée 1, 

Nb raf. d'arêtes 

Nb ret. d'arêtes 

Nb dép. sommets 

ADAPTl 

63.9609 

4669 

Dép. sommet Moyen 

Dép. sommet Max. 

I 

ADAPT2 

60.0 

14288 

Temps d'adaptation (sec.) 

Mémoire utilisée (Octets) 

ADAPT3 

60.0 

4971 

Dimension Syst. Lin. (Nb. lignes) 

ADAPT4 

60.0 

5393 

TAB. 5.12 - Données relatives à l'adaptation pour le problème de couche limite : Cas 

A = 1.0, 

Nous pouvons voir aux figures 5.8 et 5.9 les maillages générks. De plus, nous avons 

illustré certaines solutions obtenues sur le maillage ADAPT4 dont r ~ l ,  712' ut et p. 



FIG. 5.8 - MaiUages ADAPT1, ADAPT2, ADAPT3 et ADAPT4 (de haut en bas) générés 

pour le probléme de couche limite : Cas X = 1.0. 



FIG. 5.9 - Agrandissement du maillage ADAPT4 (coin supérieur gauche) généré pour le 

probléme de couche limite : Cas A = 1.0. 

FIG. 5.10 - Coupe de la solution 711 et 712 en x=2.5 : Cas X = 1.0 du probléme de couche 

limite. 



FIG. 5.11 - Solution rll : Cas A = 1.0 du probléme de couche limite. 

FIG. 5.12 - Solution 712 : Cas X = 1.0 du problème de couche limite. 



FIG. 5.13 - Courbes de niveau de TIL, coin supérieur gauche : Cas X = 1.0 du probléme 

de couche limite. 

FIG. 5.14 - Courbes de niveau de u, : Cas A = 1.0 du probl4me de couche limite. 
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FIG. 5.15 - Courbes de niveau de p : Cas X = 1.0 du probléme de couche limite. 

5.5.7 Probl6me de l'bcoulement autour d'un cylindre 

Nous allons maintenant aborder l'étude du problème de l'écoulement autour d'un cy- 

lindre. Contrairement au probléme de Poiseuille et de la couche limite, nous ne connaissons 

pas la solution analytique qui décrit le comportement du fluide. L'écoulement étudié est 

en fait un écoulement de Poiseuille auquel nous avons ajouté un obstacle circulaire de 

façon ii obstruer le canai. L'obstacle en question posséde un rayon R = 0.25 et est situé 

ii 1 de l'entrk et à égale distance des parois du canai. La géométrie est représentée à la 

figure 5.16. Ici, nous faisons les m&mes hypothèses que celles faites pour le probléme de 

Poiseuille (Sect. 5.5.1). 

FIG. 5.16 - Géométrie du canal avec obstacle. 

Pour les conditions aux limites, nous imposons pour u il l'entrée, la solution exacte 
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du probkme de Poiseuille donnée par l'équation (5.33). A la sortie, nous posons que la 

composante verticale de la vitesse soit nulle i.e. u = (u,, O). Par ailieus, comme nous 

avom fait l'hypothése que le fluide adhére à la surface du canal, nous devons imposer 

que le fluide ait une vitesse nulle u = (0,O) sur les parois du canal et de l'obstacle. Pour 

la résolution du tenseur 7 des contraintes supplémentaires (probléme de Maxwell), nous 

imposons à l'entrée la solution exacte du probléme de Poiseuille (5.34) où v = 1.0. 

Nous décrirons dans les sections suivantes, la résolution du probléme de l'écoulement 

autour d'un cylindre dans le cas newtonien (Sect. 5.5.8) et dans le cas viscoélastique (Sect. 

5.5.9). 

5.5.8 Résolution de l'écoulement autour d'un cylindre : A = 0.0 

Tout d'abord, nous avons effectub trois adaptations dans le cas newtonien. Le maillage 

de base est illustre à la figure 5.17 tandis que les maiilages obtenus ADAPT1, ADAPTS et 

ADAPT3 sont illustrés à la figure 5.18 et un agrandissement du maillage final ADAPT3 

à la figure 5.19. Les caractéristiques de ces maillages sont présentés au tableau 5.13 et les 

résultats d'adaptation au tableau 5.14. 

Nous remarquons d'abord que l'adaptation de maillage fait un excelient travaii en ajou- 

tant tous les sommets A la première séquence. De plus, la qualité moyenne des éIéments 

est toujours supérieure à 0.88 ce qui dénote des maillages bien construits. La longueur 

désir& qui a kt6 choisie a i  ld = 3.0 n'a pas été atteinte à la premiére passe d'adaptation. 

Il était donc normal de s'attendre à une forte augmentation du nombre de sommets pour 

faire diminuer l'erreur. Nous voyons que le nombre d'opérations d'adaptation a été de loin 

plus important Lors de la première adaptation. 

Nous observons que le maillage est raffine dans les zones où le tenseur r varie le plus. 

De plus, les solutions sont r6guIiètes ce qui indique que le maillage adapté tient compte 
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efficacement de l'erreur commise sur 7. Pour la variable u, le champs de vitesse contourne 

l'obstacle de façon rhguliére et sym6trique. Les figures qui suivent illustrent les résultats 

obtenus sur le maillage adapté ADAPT3. 
--- 

Maillages II 
Qualité 

QK moyenne 

QK minimum 

ORIGINAL 

QK maximum 

Nombre d'éléments 

TAB. 5.13 - Caractéristiques des maillages générés pour le probléme de l'écoulement au- 

tour d'un cylindre : Cas X = 0.0. 

7 m 

0.956554 

0,552973 

L 

FIG. 5.17 - Maillage ORIGINAL utilisê pour le probléme de l'écoulement autour d'un 

cylindre : Cas A = 0.0. 

ADAPTl 

0.999984 

1044 

0.883398 

0.220566 

- Nombre de sommets 

ADAPT2 

0.999956 

5740 

0.880366 

0.16455 

ADAPT3 

0.886484 

0.149985 

0.999988 

6277 

572 

1 

0.999988 

6407 

3354 3028 3432 
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u Maillages 

Longueur calculée 1, 3.16411 3 .O 

Nb raf. d'arêtes 4608 1831 
II I 

1 Nb déraf. d'arêtes 1 2222 1 1546 
- - 

Nb ret. d'aretes 5080 3273 
f 

Il Nb dép. sommets 11 35181 1 36856 

U Dép. sommet Moyen 11 0.000688 1 0.000344 

II Dép. sommet Max. 11 0.029 1 0.016316 

Temps d'adaptation (sec.) 342.54 332.76 

Mémoire utilisée (Octets) 9 619 800 10 550 472 

Dimension Syst. Lin. (Nb. Lignes) 29324 

TAB. 5.14 - Données relatives .A l'adaptation pour le probltime de I'écoulement autour 

d'un cylindre : Cas X = 0.0. 
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FIG. 5.18 - Maillages ADAPT1, ADAPTZ et ADAPT3 (de haut en bas) générés pour le 

problème de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 0.0. 

FIG. 5.19 - Agrandissement du maillage ADAPT3 (aux alentours de l'obstacle) généré 

pour le problème de l'écouiement autour d'un cylindre : Cas X = 0.0. 



FE. 5.20 -De haut en bas, les courbes de niveau des variables rrll 712 et 7% et par la suite 

les graphes des variables 711, 712 et 722 SUT ADAPT3 pour le probléme de l'écoulement 

autour d'un cylindre : Cas X = 0.0 
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FIG. 5.21 - Courbes de niveau de p sur ADAPT3 pour le probléme de i'écoulement autour 

d'un cylindre : Cas A = 0.0. 

FIG. 5.22 - Graphe de la variable u sur ADAPT3 autour de l'obstacle pour le problème 

de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 0.0. 
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5.5.9 Rhsolutioa de l'koulement autour d'un cylindre : X = 1.0 

Dam le cas viscoélastique, nous avons &ectué quatre adaptations et [es mdiages obte- 

nus ADAPT1, ADAPTS, ADAPT3 et ADAPT4 sont iiiustrés aux figures 5.23 et 5.24. Les 

caractéristiques de ces maillages sont prbentés au tableau 5.15 et les réJultats d'adapta- 

tion au tableau 5.16. 

Nous remarquons d'abord que l'adaptation de maillage s'est très bien comportée conser- 

vant la qualité moyenne des ékments qui est toujours supérieure à 0.88. Nous voyons aussi 

que le nombre de sommets a augment8 durant les deux premières séquences d'adaptations 

et a diminuée par la suite pour rester stable A 4200 sommets. Ce qui démontre que les 

algorithmes d'adaptation ont r a 5 6  jusqu'h obtenir un maillage (ADAPT2) sur lequel 

la précision voulue était atteinte. A noter que la longueur désirée td = 200.0 n'a pas été 

atteinte à la premiére adaptation et c'est pourquoi il s'est ajouté un grand nombre de 

sommets. Or, par la suite, ces algorithmes ont déraffiné le maillage pour conserver cette 

tolérance tout en minimisant le nombre de sommets. Nous voyons ici tout la force de 

I'adapt ation de maillage qui permet d'optimiser les maillages. 

Nous voyons que le nombre d'opkrations d'adaptation a été de loin plus important lors 

des deux premiéres adaptations. U est important de noter que le nombre de raffinements, 

de déraffinements et retournement d'arétes est très petit pour la derniére adaptation et 

démontre la convergence rapide vers le maillage optimal. 

Les résultats concernant les variables discrétes obtenus sur le maillage final ADAPT4 

sont illustrés aux figures 5.25 B 5.28. De ces solutions, nous pouvons voir que la variable 

T présente une singularité près de l'obstacle. Nonobstant, les solutions sont régulieres et 

symktriques ce qui montre que le schéma de stabilisation SU est efficace. De plus, nous 

voyons que l'adaptation de maillages a rafEn4 dans les régions où T admet de grandes 

variations i.e. dans la zone près de l'obstacle et dans la zone de trainée que présente Ia 

solution. Si l'on se réf&re aux travaux de Michael Renardy sur le comportement asyrnp 
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totique du t-ur des contraintes pour ce type d'écoulement [13], les résultats obtenus 

viennent confirmer les conclusiotm thbriques sur la présence d'une trainée et d'une forte 

eingularith au voisinage de l'ohtacle. En fait, l'auteur identifie trois zones cl& par 

ordre d'intensité pour les contraintes : le long de la frontière du cylindre, dans la trainée, 

swtout la partie initiale et  près du cylindre. Les figures illustrent bien ce résultat. 

Qualité 

QK moyenne 
II 

TAB. 5.15 - Caractéristiques des maillages générés pour le probldme de l'écoulement au- 

- 

tour d'un cylindre : Cas X = 1.0. 

rr 

QK ""jmiim 

QK I I I ~ U I I ~  

Nombre d'éléments 

Nombre de sommets 

ri 

Maillages 

0.552973 

ADAPT3 

0.880693 

ADAPT2 

0.908501 

ORIGINAL 

0.956554 

0.184638 

ADAPT4 

0.884836 

ADAPTl 

0.913816 

0.0809799 

0.999984 0.999992 0.99997 

0.0120682 0.00841453 

0.999979 

1044 

572 

0.999985 

7629 

3981 

14213 

7325 

8040 

4242 

8121 

4282 - 
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1 1 1 

! Nb déraf. d'arêtes 1831 3449 3261 325 I 

[ 

II Nb dép. sommets 11 49234 1 92915 

Longueur calculée 1, 

Nb raf. d'arêtes 

Nb ret. d'arêtes 

II Dép. sommet Max. 11 0.01103 1 0.01186 

Maiilages 

ADAPTl ADAPT2 ADAPT3 ADAPT4 

248.815 200.0 200.0 200.0 

5215 6751 213 284 

4067 

Dép. sommet Moyen 

,; 

6685 

1 

0.00044 

Temps d'adaptation (sec.) 

Mémoire utilisée (Octets) 

TAB. 5.16 - Données relatives à l'adaptation pour le problème de l'écoulement autour 

d'un cylindre : Cas X = 1.0. 

0.00032 

Dimension Syst. Lin. (Nb. lignes) 

394.08 

12 754 104 

709.09 

23 694 648 

35163 65051 
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FIG. 5.23 - Maillages ADAPTZ, ADAPT2, A W T 3  et ADAPT4 (de haut en bas) générés 

pour le problème de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 1.0. 

FIG. 5.24 - Agrandissement du maillage ADAPT4 (aux alentours de l'obstacle) généré 

pour le probléme de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 1.0. 
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FIG. 5.25 - Courbes de niveau des variables 711, 712 et r2z  (de haut en bas) sur ADAPT4 

pour le probléme de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 1.0. 



FIG. 5.26 - Graphe des variables rl,, r12, r12 et a (de haut en bas) sur AAAPT4 pour 

le problème de i'écoulement autour d'un cylindre : Cas A = 1.0. 

FIG. 5.27 - Graphe et courbes de niveau de la variable p sur ADAPT4 pour le problème 

de I'kouiement autour d'un cylindre : Cas = 1.0. 



FIG. 5.28 - Graphe de Ia variable u sur ADAPT4 autour de l'obstacle pour le probléme 

de l'écoulement autour d'un cylindre : Cas X = 1.0. 

5.5.10 Problème de la contraction 

Le probléme de la contraction décrit 114coulement d'un fluide dans un canal qui subite- 

ment se rétrécit d'un facteur 4. Le tluide se déplace dans le canal selon une vitesse ayant un 

profd parabolique. Nous supposons toujours I'adhèrence du fluide il la paroi et l'absence 

de force externe appliquée au systéme. La géométrie utilisée est un canal rectangulaire 

de 4 x 20 se contractant en un canal rectangulaire de 1 x 40 dont toutes Ies arêtes sont 

droites. La géométrie est représentée ii ia figure 5.29. 

Pour les conditions aux limites, nous imposons pour u A l'entrée la solution exacte du 

probléme de Poiseuille pour un canai de 4 x 20 : 

Nous imposons que la composante verticale de la vitesse soit nuile A la sortie i.e. u = 

(u,, O). Par ailleurs, comme nous avons supposd que le fluide adhére 9, la d a c e  du canal, 

nous devons imposer que le fluide ait une vitesse nulle u = (0,O) sur les parois de la 

contraction. 

Pour la résolution du tenseur des contraintes supplémentaires T (probkme de Maxweli) , 
nous imposons seulement B l'entrée la solution exacte du problème de Poiseuille pour un 
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FIG. 5.29 - Ghmétrie de la contraction. 

canal de 4 x 1 : 
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5.6.11 R&solution du probl8me de la contraction : X = 0.0 

Dans le cas newtonien, nous avons effectué deux adaptations et les maillages obtenus 

ADAPTl et ADAPT2 sont illustrt% aux figures 5.31 et 5.32. Les caractéristiques de ces 

maillages sont présentés au tableau 5.17 et les résultats d'adaptation au tableau 5.18. 

Nous remarquons d'abord que I'adaptation de maillage s'est très bien comportée conser- 

vant la qualité moyenne des éiéments qui est toujours supérieure à 0.87. Nous voyons aussi 

que le nombre de sommets a augmenté énormément lors de la premiére adaptation pour 

se rapprocher du maillage optimal car, dans la deuxiéme adaptation, le maillage a peu 

changé et quelques sommets se sont rajoutés. Ceci démontre que les algorithmes d'adap 

tation tendent à converger rapidement vers un maillage stable. A noter que la longueur 

désirée fut de Id = 3.0. 

On remarque clairement que la contraction possède une singularité au coin (0,l) et 

que l'adaptation de maillages en a bien tenu compte. On peut voir à la figure 5.32 un 

agrandissement du maillage qui montre à quel point les algorithmes ont raffiné le maillage. 

Comme nous avons un critère de longueur minimale Imi,,, cela explique pourquoi toutes 

les aretes ont la même longueur aux alentours de Ia singularité. De plus, on peut voir 

que les solutions sont très réguiiéres et que plusieurs variables ont une singularité en (0,1) 

tels que r11,~12,r11 et p. Les solutions discrétes obtenus sont illustrées dans les figures qui 

suivent. 

FIG. 5.30 - Maillage ORIGINAL utilisé pour le problème de la contraction : Cas X = 0.0. 
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FIG. 5.31 - Maillage ADAPTl génér6 pour le probléme de la contraction : Cas X = 0.0. 

FIG. 5.32 - Maillage ADAPT2, vu sous différents agrandissements, pour le problème de 

la contraction : Cas X = 0.0. 



CHAPITRE;i 5. APPLICATIONS -AUX FLUIDES VISCOÉLASTIQUES 

FIG. 5.33 -De haut en bas, les courbes de niveau des variables 711,712 et TE et par la suite 

les graphes des variables TI~, r~2 et 722 sur ADAPT2 pour le probléme de Ia contraction : 

cas X = 0.0 
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FIG. 5.34 - Graphe de la variables p selon 2 vues différentes sur ADAPT2 pour le probléme 

de la contraction : Cas X = 0.0. 

FIG. 5.35 - Graphe de la variable u sur ADAPT2 autour de l'obstacle pour le problème 

de Ia contraction : Cas X = 0.0. 
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FIG. 5.36 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour 

problème de la contraction : Cas X = 0.0 

sur ADAPT2 pour le 

FIG. 5.37 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour r12 sur ADAPT2 pour le 

pmbIème de Ia contraction : Cas X = 0.0 



FIG. 5.38 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour T* fiur ADAPT2 pour le 

probléme de fa contraction : Cas A = 0.0 

FIG. 5.39 - Coupe en y = O pour sur ADAPT2 pour le problème de la contraction : 

Cas X = 0.0 
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5.5.12 Rêsolution du probMme de la contraction : X = 1.0 

Dans le cas viscoélestique, nous avons effectué quatre adaptations et les maillages ob- 

tenus ADAPT1, ADAPT2, ADAPT3, et ADAPT4 sont illustrés i la figure 5.40. De plus, 

ii Ia figure 5.41, un agrandissement du maillage h a 1  ADAPT4 près du coin ( 0 4 .  Les ca- 

ractéristiques de ces maillages sont présentés au tableau 5.19 et les résultats d'adaptation 

au tableau 9.20. 

Nous remarquons d'abord que l'adaptation de maillage s'est trés bien comportée conser- 

vant la qualit4 moyenne des éléments qui est toujours supérieure B 0.85. Nous voyons aussi 

que le nombre de sommets a triple durant la première adaptation et a, par la suite, fluctué 

en augmentant relativement peu. Nous avons donc une convergence rapide vers le maillage 

optimal. A noter que la longueur désirée fut Zd = 100.0. 

On remarque que les solutions sont assez régutiéres et qu'une singularité est présente en 

(0,l) pour les variables 711, 712, ~ 2 2 ,  p. De plus, la singularité est transportée et di&isée tel 

que nous le voyons aux figures 5.45, 5.46 et 5.47 qui sont des coupes horizontales passant 

par la singularité. De plus, nous sommes en présence d'un problème de couche limite A la 

sortie de la contraction. On peut voir ce profil à la figure 5.42. A noter que, dans la figure 

5.42, 712 varie de -195.8 A 1052.2, mais nous avons tronqué ii 300.0, question de bien voir 

la solution. D'autres solutions obtenus sont illustrés par les figures qui suivent. 
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1 Maillages 1 
J 

QK mo~ellfle 0.878633 0.874396 0.853883 0.859893 0.867426 

QK minimm 0.383366 0.234769 0,0928123 0.106418 0.0358689 

QK maximum 0.999948 0.999994 0.999997 0.999994 0.999994 

Nombre d'éléments 4936 14737 13180 16889 21497 

Nombre de sommets 2755 8059 7477 9537 11987 
L L 

TAB. 5.19 - Caractéristiques des maillages générés pour le probléme de la contraction : 

Cas X = 1.0. 

Nb rd. d'uétes 

Nb déraf. d9ar&es 

Nb ret. d'arêtes 

Nb dép. sommets 

Dép. sommet Moyen 

Longueur calcul6e I, 

II Temps d'adaptation (sec.) 

1 Mémoue utilisée (Octets) 

Dimension Syst. Lin. (Nb. Iignes) 

Maillages 

TAB. 5.20 - Données datives B l'adaptation pour le problème de la contraction : Cas 

X = 1.0. 

ADAPTl 

100.0 

ADAPT2 

100.0 

ADAPT3 

100.0 

ADAPT4 

100.0 



FIG. 5.40 - Agrandissements des maillages ADAPT1, ADAPTS, ADAPT3 et ADAPT4 

(de haut en bas) générés pou. le probléme de la contraction : Cas X = 1.0. 

FIG. 5.41 - Agrandissement du maillage ADAPT4 près du coin (0,l) pour Ie probléme de 

la contraction : Cas X = 1.0 
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FIG. 5.42 -De haut en bas, les courbes de niveau dea variables r ~ l ,  r l 2  et 722 e t  par la suite 

les graphes des variables 711, TU et ra sur ADAPT4 pour le problhe de la contraction : 

Cas X = 1.0 



Frc. 5.43 - Graphe de la variables p selon 2 vues différentes sur ADAPT4 pour le probléme 

de la contraction : Cas X = 1.0. 

FIG. 5.44 - Graphe de la variable u sur ADAPT4 autour de l'obstacle pour le probléme 

de la contraction : Cas A = 1.0. 
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FIG. 5.45 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour 711 sur -4DAPT4 pour le 

probléme de la contraction : Cas X = 1.0 

FIG. 5.46 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour 712 sur ADAPT4 pour Ie 

problème de la contraction : Cas X = 1.0 
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FIG. 5.47 - Coupe en y = 1 passant par la singularité pour TZ sur ADAPT4 pour le 

probléme de la contraction : Cas X = 1.0 



FIG. 5.48 - Coupe en y = O pour TI*, 712 et 722 (De haut en bas) sur ADAPT4 pour le 

problème de la contraction : Cas X = 1.0 



Conclusion 

Dans ce travail, nous avons développe un outil d'adaptation de maillages qui se révéle 

performant. On pourrait cependant discuter de la pertinence de poursuivre une telle re- 

cherche pour les problémes bidimensionnels, alors même que la capacité en mémoire des 

ordinateurs croit trés vite, permettant ainsi la résolution de pro blémes de plus en plus gros. 

On peut, bien sûr, répondre que le passage B la dimension trois requiert encore de bonnes 

techniques de réduction des systemes et qu'il est plus facile d'etudier ces techniques en 

dimension deux. De plus, nous prétendons que ces techniques sont indispensables même 

en dimension deux. 

En effet, il faut bien voir que certains des problèmes résolus ici de façon découplée, 

n'auraient pas pu l'être de manière couplée, même sur des ordinateurs possédant quatre 

fois plus de mémoire et ce, à cause du grand nombre de variables physiques. En plus, il 

faut tenir compte des temps de calcul. Ainsi, pour résoudre un probléme couplé, il faut 

augmenter graduellement la valeur de X et, pour chaque X h é ,  résoudre le problème dis- 

cret de façon itérative, ce qui exige plusieurs itérations que nous appellerons internes. Un 

test a été fait dans le code MEF++ pour résoudre le problème de la couche limite par 

une formulation couplée en utilisant l'algorithme de Newton dont les systémes 1inCarisés 

sont résolus de nouveau par une autre méthode itérative. Nous avons eu divergence de la 

solution discr6te après 40 incréments de 0.01 de la variable A. Cette divergence était, en 

partie, due à la quantite, sans cesse croissante avec A, du nombre d'itérations internes né- 

cessaires. Ainsi, il est pratique courante de fixer un nombre maximum d'itérations internes 

par pas de X et ce maximum fut atteint pour la valeur X = 0.35. Ce maximum fut fixé à 



10 et c'est seulement après 4 jours et plus de 200 systèmes résolus que nous avons observé 

la divergence de la solution. Par conséquent, nous estimons à un multiple de 10 000, le 

nombre de systémes linéaires à rbsoudre pou. obtenir la solution du systéme couplé, ce qui 

est déraisonnable. Evidemment, notre approche découplée ne nécessitait que la résolution 

de deux systémes linéaires de tailles nettement inférieures, mais sans toutefois résoudre le 

problème original. Ceci montre clairement toute la difEculté des simulations numériques 

des écoulements de fluides viscoélastiques. D'autres travaux de recherche sont nécessaires 

pour d'obtenir une stratégie robuste et efficace de résolution de problèmes couplés. 

C'est ici qu'intervient l'adaptation de maillages. Elle nous fournit une méthode rela- 

tivement peu coûteuse pour diminuer le nombre de degres de liberté tout en am4liorant 

la précision. Dans le cas découplé, cette amélioration de la précision se traduit par une 

solution initiale plus précise pour le probléme couplé et donc, une diminution considérable 

du nombre d'itérations internes qui exigent, en outre, la résolution de systémes linéaires 

réduits. 

Bien sûr, l'amélioration de la précision est intimement reliée à la qualité de l'estimateur 

d'erreur a posteriori et à l'efficacité des algorithmes d'adaptation. Ce travail a montré que 

les algorithmes d'adaptation sont très performants. Bien que nous ayons testé qu'un seul 

estimateur d'erreur, les résultats sont très favorables. Il serait maintenant très intéressant 

de chercher à améliorer la précision en augmentant celle des estimateurs pour obtenir des 

solutions discrètes plus précises à moindre coût. 
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