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RESUME

Cette étude est principalement basée sur une approche originale du probléme particulier de la
modélisation par éléments finis du contact avec frottement rencontré dans le domaine de la mise
en forme de produits métalliques. Ce phénoméne particuliérement sensible dans divers appareils de
transformations tels que les presses, est appliqué ici au cas de matériaux hyperélastiques.

Les outils nouveaux permettant de traiter le probléme sont le Visual C++ et Diffpack. Diffpack, qui
est un logiciel orienté objet, présente une capacité a réduire le temps de programmation et de
débuggage par I’existence d’outils puissants tels que des abstractions avancées et un environnement
graphique intéressant. Ces outils ont permis d’une part, I'implantation de la loi de comportement
hyperé€lastique compressible, applicable en 3D et en déformation plane, et incompressible,
applicable en 3D, en déformation plane et en contrainte plane, suivant le modéle neo-Hookéen et

d’autre part, du contact 2D pour I’élément Q4 et du contact 3D pour I'élément HS.
ABSTRACT

This study is mainly based on an original approach of the specific problem of finite element
modelisation of frictional contact usually met in the metal forming field. This particular
phenomenon, actually present in transforming machines like presses, is applied here for
hyperelastic materials.

The new tools used to treat the problem are Visual C++ and Diffpack. Diffpack, which is an object-
oriented software, present the capacity to reduce the time to write and debug programs with the
existence of powerful tools such as advanced abstractions and an interesting graphical environment.
Those tools made possible, on one hand the implementation of the hyperlastic constitutive law for
compressible materials, applicable in 3D and plane strain, and incompressible material, applicable in
3D, plane strain and plane stress, with the neo-Hookean formulation, on the other hand, the

implementation of 2D contact with element Q4 and 3D contact with element HS8.

M. Moubarack TOUKOUROU Augustin GAKWAYA. Ph.D,, Ing.
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CHAPITREI

INTRODUCTION GENERALE

1.1 Introduction

Les procédés de mise en forme de produits métalliques peuvent étre considérés
comme un ensemble d'opérations simples au cours desquelles une matiére premiére en
vrac(poudre) ou préfinie (tole ou barre ) est déformée plastiquement en une forme donnée.
Cependant, & cause des variations dans les conditions aux limites telles que : effet de contact
ou de lubrification, effet de bord libre ou encastré, ou des variations dans les propriétés
matérielles et dimensions de la pi€ce, une prédiction précise et une répétitivité du méme
procédé pour reproduire la méme forme et le méme é€tat de matériau représentent une tiche
trés difficile. Une opération réussie de formage exige la définition d'un ensemble de

parameétres qui incluent:

- laconception de l'outillage (matrices, poingons),

- laforme initiale de la piéce (blank),

- laconception du systéme de fixation de la piéce et d'application de la charge,
- le choix des propriétés matérielles de la tole et des conditions limites sur

le pourtour de la piece.



Bien que ces procédés de formage soient répandus dans l'industrie, Ia conception de
l'outillage et la sélection du matériau font encore largement usage de procédures treés
dispendieuses d'essais-et-erreurs et basées sur I'expérience du concepteur; l'utilisation d'un
outil de modélisation et d'analyse fiable décrivant au mieux les processus physiques
impliqués peut contribuer efficacement a la réduction des cofits et a un meilleur contrdle du

procédé réel de fabrication.

L'utilisation des techniques de conception assistée par ordinateur (CAO) et
ingénierie assistée par ordinateur (IAO) permet de raccourcir le cycle conception-fabrication
en automatisant et en éliminant certaines €tapes intermédiaires: automatisation du design et
élimination de certains prototypes pour l'analyse de comportement. En décrivant la
procédure de chargement de fagcon incrémentale, les techniques de modélisation
paramétrique et de simulation avancée permettent de décrire alors a l'aide d'une suite
d'opérations discrétes, la facon dont une composante est formée. Les calculs se poursuivent
alors jusqu'a ce que la forme finale est obtenue ou jusqu'a ce que des conditions imposées
non satisfaisantes (comme le déchirement (tearing), le rétrécissement localisé...) soient

indiquées.

Actuellement, pour le traitement de géométries simples (pi€ces axi-symétriques ou
en déformations planes) cette approche a donné d'excellents résultats. Cependant, la
simulation du formage de composantes de forme quelconque est encore un sujet ouvert car
de nombreux problémes tant théoriques que numériques restent encore a formuler et a
résoudre, et le développement d'un logiciel général de simulation représente encore un défi
réel. En effet, plusieurs aspects physiques et géométriques non linéaires importants

apparaissent en cours de fabrication :

(1) les procédés de mise en forme de produits métalliques font en général intervenir
des grands déplacements, grandes rotations et des grandes déformations au cours
de leur processus de déformations en leur forme finale;

(2) les matériaux utilisés peuvent développer un comportement €lasto-plastique avec

anisotropie initiale ou induite;



(3) la piéce a fabriquer est généralement en contact avec la matrice et le poingon et
on doit donc décrire comrectement les conditions de contact unilatéral et de
frottement;

(4) le contact avec frottement induit l'usure des outils ce qui peut causer une perte

d'efficacité de production et de qualité des produits.

Dans ce projet, nous proposons de développer et d'appliquer la méthode des

éléments finis aux problémes de contact dans un environnement éléments finis orienté objet
avec comme outil de base 1’environnement Diffpack qui est un logiciel en C++.
Une premiére validation des algorithmes implantés pourra étre réalis€ée grace au logiciel
FLAGSHYP pour la loi de comportement hyperélastique, puis une validation des
algorithmes de contact sera fait grice aux résultats analytiques de Hertz pour le contact
normal.

Dans le cas ou les techniques CAO/IAO doivent étre appliquées a un systéme existant
(modélisation des outils) des travaux de rétro-ingénierie pourront étre effectués en utilisant,
par exemple, une machine CMM (pour générer le modéle géométrique des outils). De plus,
comme aujourd’hui, on est capable d’identifier en ligne, a partir de mesures expérimentales,
des paramétres de la loi de comportement €lastoplastique des matériaux usinés, alors une
combinaison de modeéles numérique et expérimental est fortement conseillée en vue
d'acquérr une meilleure connaissance du procédé et de mieux le controler. La section
suivante présente 1’évolution de I’étude des problémes de contact a travers les approches de

solutions.

1.2 Problémes de contact

Les études sur les problémes de contact datent de plusieurs centaines d’années et
leur évolution peut &tre divisée en trois étapes, qui sont décrites dans les paragraphes

suivants.

1.2.1 Etudes classiques des problémes de contact



Initialement, les corps en contact étaient restreints aux corps rigides ou élastiques,
en plus, seul les phénomenes globaux tels que les forces totales de contact étaient prises
en compte. La troisiéme loi de Newton et la loi de frottement de Coulomb peuvent étre
considérées comme étant les résultats majeurs a cette étape. Les résultats fondamentaux
développés a cette étape sont encore utilis€s aujourd’hui dans certaines analyses. Comme
exemple, considérons le probléme décrit a la Fig. 1.1(a). Un bloc solide élastique A
repose sur un autre bloc solide élastique B qui repose a son tour sur un sol rigide C. Une

force P est appliquée sur le bloc A. Pour étudier son comportement global, ce simple

® > W

= = o o
| AR RN LTI RN TP AN

ON
o

Figure 1.1 (a)Un systéme de contact avec 2 corps €élastiques et un sol rigide,

(b)Décomposition du systéme de contact en corps libre

systéme de contact peut-€tre décomposé en construisant des corps libres comme illustré a
la Fig. 1.1(b), ot les forces de contact et les forces de friction sont sujettes aux conditions

de contact suivantes :

F =F, F =F (La troisiéme loi de Newton)
E <uF
F < u,F (La loi de frottement de Coulomb)

ol x4 and u, sont respectivement les coefficients de frottement entre A et B et entre B et

C.



Dans cet exemple, seule la force totale de contact et la force totale de frottement
sont considérées, sans tenir compte de comment ces forces sont actuellement distribuées
sur les surfaces de contact. Bien que cette procédure peut €tre utilisée pour analyser le
comportement global des blocs pour certaines fins, ceci n’est pas satisfaisant pour
d autfes, comme lors de I’étude de la détérioration du bloc due a la fatigue, qui demande

la connaissance des distributions des contraintes de contact sur les surfaces en contact.

Le développement technologique de la Mécanique et I’augmentation des activités
d’ingénierie ont permis et ont accru l’intérét pour I’étude de problémes mécaniques de
plus en plus complexes. Des phénoménes locaux, comme les distributions de contraintes
sur des surfaces en contact, ont commence & étre étudi€s. Parmi tant d’autres, Hertz €tait
un leader scientifique dans ce domaine. Son étude d’un probléme de contact statique en
élasticité en 1880 [Ref-24], [Ref-25] a connu un succés remarquable, et est vu comme
une étape importante dans le domaine. Dans son étude, Hertz a supposé€ que des corps en
contact peuvent étre considérés comme des demi-espaces élastiques avec des petites
déformations et que les surfaces en contact sont petites et, en général, elliptiques. 1l a
également supposé que les frontieres de contact sont sans frottement.

Considérons un exemple d’un probléme de contact classique de Hertz. Deux
spheres élastiques en contact sont illustrées a la Fig. 1.2(a)). Selon la théorie de contact
de Hertz, les déplacements des frontiéres de contact devraient satisfaire a la condition
suivante [Ref-26]:

uy +uy =g—(1/2RXr)2 (1.D

ou uj et uj sont les composantes respectives de déplacement dans la direction x;des
frontiéres de contact des deux sphéres, g est la séparation initiale des deux frontiéres de
contact, I/R=(/R, +1/R,) ol R,et R,sont les rayons de courbure respectifs des deux

sphéres et r est la distance entre un point donné de contact et le centre de la zone de

contact, qui est un cercle dans ce cas.



A partir de I’équation (1.1), la distribution de la pression de contact sur I’aire de

contact peut s’exprimer comme suit :
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Figure 1.2 (a)Deux sphéres en contact, (b)Distribution de la pression de contact entre

deux spheres suivant la théorie de contact de Hertz

Ou ryest le rayon de courbure de la zone de contact et g,est la pression maximum au
centre. La distribution de pression dans 1’équation (1.2) est illustrée a la Fig. 1.2(b).
Grice a Hertz, I’intérét pour les problémes de contact s’est accru, c’est ainsi que
Gladwell [Ref-27] et Johnson [Ref-26] se sont intéressés au domaine. Goldsmith [Ref-28]
a quant a lui étudié les problémes d’impact a travers des approches analytiques et
expe’riméntales. Un point commun dans ses études est que 1’on suppose que la géométrie
et la déformation d’un corps en contact se comporte de fagon a ce que des outils
mathématiques et mécaniques puissent étre utilisés afin d’obtenir une solution assez
proche au probléme. On pourrait classer ces études dans la seconde étape. Les
développements effectués durant cette étape sont évidemment trés restrictifs et ne

peuvent s’ appliquer qu’a des probléemes spécifiques.



1.2.2 FEtudes des problémes de contact avec les éléments finis

La troisiéme étape est axée sur I’étude numérique, c’est ainsi que diverses méthodes
numériques ont €té€ utilisées pour résoudre des problémes de contact. Parmi ces méthodes,
la méthode des éléments finis a été largement la plus utilisée. Avec la méthode des
éléments finis (Voir Zienkiewicz [Ref-29], [Ref-30], [Ref-31]), Oden [Ref-32], Bathe
[Ref-33], Hughes [Ref-34] et Zienkiewicz et Taylor [Ref-35]), les corps en contact sont
modélisés par un ensemble d’éléments finis et les frontiéres de contact sont approximées
par des ensembles de polygones. Les corps en contact peuvent avoir des géométries
complexes et étre caractérisés par les propriétés de leurs matériaux et de plus, ils sont
libres de se déformer de fagon arbitraire. La résolution des problemes de contact revient
ainsi a la résolution de systtmes d’équations algébriques au lieu d’application de

solutions approximatives.

Sans rentrer dans les détails relatifs a la résolution d’un probléme de contact par la

méthode des éléments finis, les éléments suivants constituent la base nécessaire a une

telle tache :

1. Formulation variationnelle : permet d’établir la base pour la discrétisation pour les
éléments finis.

2. Formulation élémentaire : permet de calculer les contributions €lémentaires a la
matrice de rigidité et au vecteur résidu.

3. Modé€lisation du matériau : permet d’évaluer la relation contraintes-déformations et
joue un réle important dans la formulation élémentaire.

4. Loi de frottement: elle gouverne les forces de frottements (contraintes) entre
interfaces de contact, lorsque les effets de frottement sont non négligeables.

5. Meéthode des contraintes de contact : permet d’évaluer les forces inconnues de contact
lorsqu’il y a contact.

6. Algorithme de recherche du contact : effectue la recherche de nceuds potentiels de
contact et détermine les positions des nceuds de contact de fagon précise et effective.

7. Meéthode d’intégration temporelle : permet d’intégrer dans le domaine du temps.



Dans le cas général, les problémes de contact avec des géométries non linéaires font
appel a des méthodes spécifiques permettant de prendre en compte la non linéarité du

probléme, c’est ainsi qu’on distingue :

8. La méthode de lin€arisation itérative : qui transforme un probléme géométrique non

linéaire en une série de problémes lin€aires géométriques.

De facon générale, cette méthode, qui est celle choisie dans nos travaux, est
maintenant la méthode la plus populaire pour résoudre les problémes de contact. D’autres
méthodes numériques peuvent aussi étre utilisées pour résoudre certains problémes de
contact. Par exemple, la méthode des €léments de frontiére a ét€ utilis€e pour étudier des
problémes de contact par Andersson [Ref-36] et Batra [Ref-37].

Griace a la méthode des €léments finis, des problémes complexes sont résolubles sans
restrictions, en principe, nécessaires sur la géométrie et les propri€tés des matériaux. La
section suivante présente les objectifs de la thése qui tournent autour de 1’ applicabilité de

cette méthode a la modélisation du contact pour des matériaux hyperélastiques.

1.3 Obijectifs de la thése

Les objectifs de nos travaux concement la formulation théorique, I’implémentation
numérique, et la mise au point informatique de procédures de calcul pour la modélisation et
la simulation par la méthode des €léments finis (MEF) du contact avec frottement dans

les procédés de mise en forme des métaux.

En effet, depuis plusieurs années (en 1998), le laboratoire de Conception et
Fabrication Assistée par Ordinateur de I’Université Laval s’est engagé dans un programme
intensif de recherche et de développement visant 2 améliorer les outils de simulation
numérique existant afin d@tre capable d’analyser le comportement de corps solides
hyperélastiques subissant des grandes déformations au-cours de leur mise en forme. Le

travail présenté se situe dans cette continuité et a pour but la réalisation d’un prototype de



logiciel d’aide a la conception de la mise en forme capable de prédire la distribution des

déformations et des contraintes sur le produit final. Les objectifs recherchés sont donc :

- Implantation du modéle de comportement hyperélastique, pour la modélisation des
comportements mécaniques envisageés, dans un code d’éiéments finis

- Implantation et validation des algorithmes de contact 2D

- Implantation et validation des algorithmes de contact en 3D avec la techniqué de
résolution utilisant la méthode des pénalités

- Validation par des simulations de différents cas académiques et de cas réels en

formage.
1.4 Résumé des différents chapitres

Cette thése est organisée en cinq chapitres (outre I’introduction et la conclusion) qui
présentent les différents aspects de la simulation et de la modélisation numérique de la

mise en forme des corps solides hyperélastiques.

Le chapitre 2 présente des aspects associ€s a la cinématique des grandes
déformations et fait un rappel sur les principes et les concepts qui permettent le calcul de
la déformation d’un milieu continu solide sous l’action des forces extérieures. Une
attention particuliére sera portée au calcul des différentes mesures des contraintes et des
déformations employées. Les équations du mouvement et les propriétés générales que
doivent satisfaire les relations contraintes-déformations d’un matériau sont également
bri¢vement commentées.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la loi de comportement des solides
hyperélastiques en grandes déformations abordés lors des travaux de recherche. Aprés
une présentation du tenseur de 1’élasticité nous abordons le cas de I’hyperélasticité
isotropique a travers sa description matérielle et spatiale. Puis, nous abordons le cas des
matériaux incompressibles et presqu’incompressibles. Nous développerons dans notre
simulateur le cas des modeles Néo-Hookéens.

Dans le chapitre 4, nous présentons les lois de contact et de frottement les plus

utilisées dans les modéles numériques de simulation de mise en forme ainsi que la
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résolution des équations d’équilibre avec les inéquations de contact et de frottement. La
suite de ce chapitre sera consacrée a 1’adoption et au développement des algorithmes de
recherche automatique des zones de contact, constituant des difficultés importantes dans
la simulation des procédés.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude de la programmation des €léments finis dans
Visual C++ avec Diffpack. Les avantages de la programmation orientée objet sont
présentées avec un développement des outils de programmation des éléments finis
disponibles dans Diffpack a travers les classes FEM, NonLinEqSolverUDC et GridFE
utiles a la compréhension de la philosophie derriére Diffpack. Nous expliquons comment
développer un solveur non lin€aire dans Diffpack en présentant les étapes nécessaires 2 la
réalisation d’un tel objectif.

Le chapitre 6 a pour objectif le développement de la simulation numérique aussi
bien pour un corps hyperélastique soumis a des conditions limites vari€ées que pour des
corps en contact. Ainsi, premi¢rement, une étude puis une comparaison est faite sur le
simulateur Hyperelasticity développé dans Diffpack comparativement au logiciel
Flagshyp développé dans [Ref-10] avec une formulation spatiale.

Deuxiémement, une étude puis une validation est faite sur le simulateur Contact
développé dans Diffpack. Les résultats obtenus a travers divers exemples sont comparés a
ceux donnés par des résultats théoriques de Hertz et par des références diverses afin de

valider le code.

Finalement le bilan des différents travaux réalisés ainsi que les perspectives

ouvertes par ce travail sont présentés en conclusion.
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CHAPITRE II

THEORIE DES GRANDES DEFORMATIONS

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les principes de base et les concepts qui permettent de
calculer la déformation d’'un milieu continu solide sous 1’action des forces extérieures. Pour
analyser la déformation d’un corps solide, il faut définir une mesure des déformations que le
corps subit et pouvoir en déduire, par une loi appropri€ée caractérisant le matériau, I’état de
contrainte correspondant. Les principes de conservation de la physique permettent alors de relier

I’évolution de ces contraintes  celles des forces appliquées.
2.2 Cinématique des grandes déformations

La théorie des déformations est en fait celle des grands déplacements et des grandes
rotations. Lorsque apparaissent dans un solide de grands déplacements et de grandes
déformations, il n’est pas possible de confondre les configurations déformée et non déformée

comme on le fait couramment en élasticité classique.

Une attention particuliére doit étre portée a la cinématique, au repérage des particules et

au choix des mesures des déformations et des contraintes a adopter. La description cinématique
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que nous utilisons dans la suite adopte le point de vue Lagrangien : le mouvement d’une particule
matérielle est repéré i partir d’une position de référence fixée dans la configuration initiale, et

correspondant généralement a 1’état non déforme.

Autrement dit, toutes les variables cinématiques seront rapportées a cette configuration.
Ces aspects sont développés dans de nombreux ouvrages de mécanique [Ref-38], [Ref-39], [Ref-
40].

2.2.1 Description du mouvement

Sous I’action de différentes sollicitations mécaniques (statique et/ou dynamique), un corps
solide occupe différentes positions dans le temps et dans l'espace. La configuration Clz)

représente 1’état du solide a I’instant courant t. Cette configuration peut étre caractérisée par un

ensemble de variables cinématiques et mécaniques telles que :

- Les positions géométriques, les vitesses et accélérations des points matériels du solide
(%) 7). 5()).
- Lamasse volumique p(%,)en tout point.

- Les contraintes o(X,¢)des points matériels.

La description Lagrangienne définit ces variables en fonction des positions %’ des particules dans

une configuration choisie, dite de référence C°.
%(t) =x(x°¢) 2.1)
Nous admettons que cette configuration est exempte de contraintes et de déformations et qu’elle

est non chargée, mais il peut arriver que le solide soit soumis a des contraintes initiales non nulles

(résultant du procédé de fabrication par exemple).
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Soit donc un solide qui se déplace dans un systéme de coordonnées cartésiennes Fig. 2.1.
Le point P°de ce solide dans la configuration de référence C° (de coordonnées x°,y°,z°%)
devient le point P (de coordonnées ( x, y,z) dans la configuration C(t). Nous avons la relation ol

u est le vecteur déplacement de composantes u,v, et w :

=3 +id(%) 2.2)
Pour chaque configuration, nous choisissons un systéme de coordonnées cartésiennes X,
Y et Z associées 2 des vecteurs unitaires i, jet k (Fig. 2.1). Ce choix de repére et de coordonnées

n’est pas le plus général cependant, a cause des cas concernant les coques par exemple.

Figure 2.1 Evaluation des points matériels de la configuration initiale C’ 2 la configuration
actuelle C(t)=C

2.2.2 Gradient de déformation

Un élément différentiel dX°dans la configuration C%se transforme en didans la

configuration C(t). Ces deux éléments différentiels sont reliés entre eux par la relation suivante :
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dX =Fdx° 2.3)
oll Fest le tenseur gradient de déformation, €galement appelé application linéaire qui permet de
passer de la configuration initiale C°2 une configuration actuelle C(t). La formule (2.3) donne
en effet la loi de transformation du vecteur matériel dX°représentant le voisinage de x° en
dX dans le voisinage du point courant x. |
Les composantes cartésiennes des vecteurs dX, dx’et du tenseur gradient de déformation
s’écrivent respectivement :
(dx) = (dx, dy, dz) , (dx°) =(ax°,dy°®,dz") 24)

etd’apres (2.2),ona:

[ du du du )
axo ayo ayo
ov

du av ov
[F]=[I]+[ ~o]: s 1+ay0 = (2.5)
ow ow 1+ ow
L ox° ay’° az")

L’élément de volume dv°défini sur la configuration C’se transforme au cours de la déformation
et devient dv dans la configuration C(t) avec :

dv =det Fdv® =Jdv° (2.6)

Si fi° est un vecteur unitaire normal 4 la surface ds° définie sur la configuration de référence C°,
on peut trouver la relation suivante dans la configuration déformée C(z) :

fids = JF Ti%ds® 2.7)

oll fiest le vecteur unitaire normal 2 la surface ds dans la configuration C(z).
Le tenseur gradient de déformation, s’il est défini entre deux configurations quelconques

Ciet Clest noté F}. Mais pour simplifier Fjest noté F .
i p P 0
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Entre plusieurs configurations C°,C',C?,le tenseur gradient de déformations vérifie la
propriété de composition obtenue par dérivations en chaine (ou successives) :

F! =FJFf (2.8)

On admet que 1’application linéaire tangente est bi-univoque, et donc que F'existe :

dx° =F'dx (2.9)
2.2.3 Description des déformations

Pour définir les déformation des solides, c’est-a-dire caractériser ses changements de
forme, il faut caractériser les variations des produits scalaires qui comprennent les variations de

longueurs et les variations d’angles.

En considérant les vecteurs matériels dxX°et &x°et leurs homologues aprés déformation dxX et X ,
nous pouvons écrire :
dX-&% =dx°F F&° =dx°C&° soit C=F"F (2.10)

ou C est appelé tenseur des dilatations ou tenseur de déformation de Cauchy Green droit

Inversement, il est possible de décrire la déformation dans le repére actuel. Nous avons :
dx°-&X° =dxF "F'&x =dxB'&X ou B=FF" (2.11)

et B est le tenseur de déformation de Cauchy Green gauche.

On peut également définir les deux tenseurs des déformations de Green-Lagrange E et d’Euler-
Almansi A par :
dx - 6K —dx® - &° = 2dX°E&x° = 2dXASK (2.12)

E =%(C—~I)=%(FTF-I)=FTAF (2.13)

A =%(I—B“‘)=F‘TEF" (2.14)
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ou I désigne le tenseur identité d’ordre 2. Les deux tenseurs s’annulent pour les mouvements de
corps rigides.

Les composantes cartésiennes du tenseur de déformation de Green-Lagrange, que nous
utiliserons s’expriment donc en fonction des composantes du vecteur déplacement comme suit :

1{ du; du; Ju, du
E. =— i ] k k 2.15
v 2(8}(? S axgj @15)

D’aprés le théoréme de la décomposition polaire, le tenseur F s’écrit sous la forme du produit
d’une matrice de rotation R et d’une matrice d’élongation U ou V. La Fig. 2.2 illustre

’orientation des configurations intermédiaires :

F=RU=VR (2.16)
avec la propri€té suivante sur les tenseurs orthogonaux:

R™R=RR" =1 2.17)

R : Tenseur de rotation pure correspondant au mouvement de corps rigide.
U : Tenseur de déformation pure droit. ‘
V : Tenseur de déformation pure gauche.

Les tenseurs C et U (et respectivement B et V ) décrivent les mémes changements de forme entre

la configuration de référence C° et la confi tion C(z). IIs sont liés par les relations suivantes :
gur. gural P

C=F"F=URTRU=U* (2.18)
B=FFT =VRR"V=V? (2.19)
De (2.16) on déduit €galement :
V =RUR" (2.20)
et B =RCR" 221

Les directions principales de C (resp- de B) coincident avec les directions principales de U (resp.

de V). Les vecteurs propres de C notés N° et les valeurs propres correspondantes A vérifient la
relation :

CN° = A>N° (2.22)
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Le tenseur C peut ainsi se mettre sous la forme :
C - QOlZQOT (2_23)

ol Q°contient les vecteurs propres de C dans la configuration C°.

Figure 2.2 Décomposition polaire

Les directions principales (ou vecteurs propres) de V et de B sont N tels que :

N =RN° (2.24)
ou encore

Q=RQ° (2.25)

ol Qcontient les vecteurs propres de B.

De (2.18) et (2.20), nous pouvons déduire :
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U=Q° AQO'I' ‘ (2.26)
V=QiQ" (2.27)

224 Taux de déformation

De nombreuses relations constitutives font intervenir des quantités incrémentales (taux)
de déformation ou un gradient d’un champ représentant une vitesse. Soit x le vecteur vitesse
d’une particule matérielle, le tenseur Fs’exprime alors en fonction de X par :

_df o[, )} ax(R°,¢)

La dérivée par rapport au temps d’un vecteur d dans la configuration C(¢) s’obtient en dérivant
par rapport au temps ’expression (2.3) :

dx =Fdx® (2.29)

en remplacant 4=° par son expression (2.9), nous définissons le tenseur Eulérien L tel que :
dx =FF'dx (2.30)
et dk=LdX avec L=FF" (2.31)

L est appelé tenseur gradient des vitesses de déformation dans la configuration actuelle C(t), il se

décompose en un tenseur de vitesse de déformation qui est symétrique et un tenseur

antisymétrique li€ a la rotation de la matiére.

ox® dx ox
(2.32)
L=D+W _ (2.33)
avec :

D =%(L +L7) 2.34)
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w =§(1: -LT) (2.35)

Dans la configuration C’, le tenseur taux de déformation Lagrangien Eest obtenu par simple
dérivation par rapport au temps de (2.10) :
dx - &% = 2dXx"E&K° (2.36)

L’équivalent du tenseur Edans la configuration courante C(z) est le tenseur taux de déformation
D défini par:
dX - 6% = 2dXDJX ' (2.37)

Ces deux tenseurs étant les transportés I’'un de 1’autre par :

E=F"DF (2.38)
En utilisant (2.17) nous obtenons :

RRT +RRT =0 (2.39)

En utiliéant (2..16), (2.17), (2.31) et (2.34) nous obtenons :

- R{OU +U TR (2.40)

qui est I’expression du taux de déformation D en fonction de R, RT, Uet U.
Le tenseur taux de rotation W s’exprime quant a lui comme :

W =RR" +—;-R(I'JU" ~UTORT (2.41)

Le tenseur W se compose d’une partie due a la rotation du corps rigide RR et d’une partie due

au cisaillement (partic symétrique de UU™). Si nous faisons I’hypothése queU garde ses

directions propres fixes alors :

U - QOAQOT
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et
U=Q°AQ"" (2.42)
d’ot I’on déduit :-
uUt-uU=0 (2.43)
et
W =RRT" (2.44)

Ceci implique que la partie R(UU‘l —U“I'J')R'rest nulle (pas de cisaillement) et par conséquent
la rotation Q°entre la configuration C’initiale et actuelle C(t)calculée 2 partir de taux de
rotation correspondant 2 W coincide avec la rotation de corps ﬁgide R obtenue par
" décomposition polaire de F.
Nous pouvons aussi définir une mesure Eulérienne du taux de déformation, en dérivant par
. rapport au temps le tenseur des déformations d'Almansi-Euler A (2.14) (resp. B (2.19)). Tout
calcul fait, il viendrait :

A=D-AL-LTA - (2.45)
et

B=LB+BL’ : (2.46)

A et B ne s’annulent pas dans un mouvement rigide précédé d’une prédéformation, ainsi ils ne

contiennent pas de bonnes mesures du taux de déformation.

2.2.5 Taux des contraintes

—

. . 3 _ _df g
En petites et en grandes déformation, le vecteur contrainte 7 =B—S-est défini dans la

configuration actuelle. Son rdle est de caractériser les efforts intérieurs de cohésion exercés sur
une partie du solide a travers un élément de surface ds de normale fi. Nous définissons ainsi un
tenseur Eulérien des contraintes, le tenseur (symétrique) des contraintes de Cauchy o (dit aussi
contraintes vraies) tel que :

df = enids (2.47)
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Il est possible de transporter ce tenseur pour définir d’autres tenseurs des. contraintes. C’est ainsi
que si I'on choisit de décrire df en fonction de f’et ds’dans la configuration C’qui se

transforment en net ds dans la configuration C (t) , nous obtiendrons :

df = #ii°ds® (248)

ol mdésigne le premier tenseur (non symétrique) de Piola-Kichhoff (PK1) ou tenseur de
Boussinesq, qui n’est ni Lagrangien ni Eulérien.
Une autre possibilité consiste 2 définir un tenseur Lagrangien et symétrique, en transportant
df dans C° :

df =F'df =Si’ds® (2.49)
ou S désigne le second tenseur de Piola-Kirchhoff (PKZ) ou tenseur de Piola-Lagrange.
La relation entre ces trois tenseurs est donnée par :

Joe=nF" =FSFT (2.50)

Notons enfin que le tenseur S n’a pas de signification physique directe (dans le cas de grandes
déformations). Son intérét réside dans le fait qu’il est la variable duale conjuguée (au sens de
I’énergie) du tenseur de déformation de Green-Lagrange E.
Quant au tenseurs eet w, ils caractérisent directement les efforts appliqués. IlIs interviennent
donc directement dans 1’écriture des conditions aux limites.
Par ailleurs, ces tenseurs sont tous confondus dans le cas de la théorie lin€aire. Il est important de
signaler que dans le cas des petites déformations (i.e. J=1 et A=1) mais des grands déplacements,
les composantes de S s’identifient aux composantes de contraintes de Cauchy dans un repére
défini par la rotation R.

S=R"eR | (2.51)

2.3 Equation du mouvement et relation contraintes-déformations

La déformation d’un corps solide est entierement caractérisée du point de vue mécanique si
on connait les champs de déplacements donc les champs de déformations et les champs de

contraintes. Ces champs ne sont pas quelconques mais doivent satisfaire les principes de
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conservation de la physique caractérisant tout processus dynamiquement et
thermodynamiquement admissible. En outre, les déformations et les contraintes doivent satisfaire

les relations constitutives caractérisant le matériau considére.

2.3.1 Principe de conservation

Les principes de conservation qui interviendront explicitement dans le cadre de ce travail
sont la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, du moment cinétique, et de
I’énergie. I faudra, en outre, satisfaire 1’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM assurant une

production totale d’entropie non négative.

La loi de conservation de la masse implique localement :
pldv® = pdv 2.52)

Les lois de conservation de la quantit¢ de mouvement sont satisfaites si on vérifie
localement les équations d’équilibre de Cauchy.

Le solide dans la configuration C() est soumis a I’action de forces f,(x, t) et de forces

d’accélération ,0;(5(', t), définies par unité de volume, ces équations s’écrivent :

(dive +f, = pR(X,t), surV

a=a"

& (2.53)
on=f_, surS;

u= g, sur S,

£, (ﬁ) représentent soit les forces imposées, soit les réactions associ€es aux liaisons ou les
déplacements sont imposés. S; est la partie du contour ol les forces sont imposées et S, celle ou

les déplacements sont imposés.
aV=8=S, US; 2.54)

Naturellement les équations (2.54) peuvent étre écrites sur ta configuration non déformée C° :
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"
divPm+£° = p°(%%,t)  surV®
i’ =f° sur S
{i=1a°, sur S° (2.55)
0 = Jf,
fo-F
s dso S
en coordonnées cartésiennes :
d d d
div® = 2.56
<ax° ay’ 9z° > (2.56)

Pour étre thermodynamiquement admissible, 1a déformation doit aussi satisfaire les deux

principes fondamentaux de la thermodynamique. La conservation de |’énergie qui se traduit par :
pe=c:D+r—divq 2.57)
ot : indique un produit intérieur de deux tenseurs
et é est la densité de I’énergie interne spécifique, r est une densité volumique de production
interne de chaleur et divq est le flux de chaleur orient€ positif vers I’extérieur du corps.
La relation (2.57), peut aussi s’écrire en fonction de la densité d’énergie libre spécifique :
y=e—Ts (2.58)

ou s est I’entropie spécifique et T la température. Le second principe de la thermodynamique

stipule que la production totale d’entropie doit €ae non négative ce qui implique :

o:D-ply +sT)—qg';dT >0 (2.59)

Dans notre travail, nous considérons que les équations de conservation de ’énergie (2.58) et de la

quantité de mouvement (2.53), (2.55) sont découpl€es.

2.3.2 Relations constitutives
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Les définitions des déformations et des contraintes associées aux lois de conservation ne
suffisent pas a résoudre un probléme d’équilibre. Leurs définitions €tant "universelles”, elles sont
valables indépendamment du matériau envisag€ et ne sont donc pas suffisantes pour déterminer
de facon univoque le comportement d’un corps quelconque i partir des conditions initiales et
celles aux limites. Pour cela, il faut tenir compte de la nature des matériaux impliqués et avoir
recours 3 des équations supplémentaires caractérisant le comportement du matériau. Ces
équations constituent la loi de comportement du matériau. La littérature regorge d’un nombre
impressionnant de formes diverses de lois de comportement. L’une des difficultés réside dans le
choix du modéle adéquat et dans la vérification expérimentale de la validité de celle-ci. Ces
modeles comportent généralement un certain nombre de coefficients propres a chaque matériau
d’une méme classe. Ces coefficients sont identifiés a partir des tests expérimentaux assez
simples. Ces modéles permettent de prédire le comportement du matériau donné soumis a des

sollicitations complexes.

Dans ce chapitre on a présenté les grandes lignes de la théorie des grandes déformations. Ceci
nous permet d’aborder dans le prochain chapitre la loi de comportement des solides

hyperélastiques en grandes déformations.



CHAPITRE III

LOI DE COMPORTEMENT :
HYPERELASTICITE

3.1 Introduction

Les équations d’équilibre d’un corps sont écrites en fonction des contraintes internes
du corps. Ces contraintes résultent de 1a déformation du matériau et les relations entre les
contraintes et les mesures de déformations sont appel€es équations constitutives qui
dépendent du matériau et dans certains cas du temps.

Ces équations constitutives doivent satisfaire certains principes physiques, comme
I’objectivité ou indifférence matérielle. (Elles constituent la loi de comportement du
matériau). Une approche modeme de formulations d'une loi de comportement utilise la
thermodynamique des milieux continus pour écrire des bilans de conservation d'énergie
et de l'entropie"qui permettent de dériver de facon cohérente des relations valides pour
une large gamme de matériau. Afin de satisfaire aux besoins d’avoir un modéle qui soit
proche du matériau transformé en entreprise (impliquant des grandes transformations) la
loi de comportement choisie est de type hyperélastique. Clest a dire que nous considérons
des matériaux dont le comportement élastique ne dépend que de I'état actuel des
déformations et pour lesquels le travail fait par les contraintes induites par le mouvement

de déformation dépendent de 'état initial et de la configuration actuelle. Comme ce
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comportement est indépendant de la trajectoire suivie dans 1'espace des configurations, on
postule alors qu'il existe une fonction énergie libre de Helmholtz ou potentiel
thermodynamique pouvant représenter I’énergie emmagasinée par le matériau et d'ou
dérive le tenseur des contraintes conjuguée a la mesure de déformation utilisée pour
décrire ie mouvement. Cette loi est caractérisée par sa relative simplicité et constitue une
base pour des lois plus complexes comme la viscoélasticité, 1’élasto-plasticité et la

viscoplasticité .
3.2 Comportement hyperélastique

Le comportement hyperélastique est un cas particulier de 1’élasticité qui caractérise les
mat€riaux pour lesquels le comportement dépend seulement de [’état courant de
déformation et peut étre décrit en terme d'énergie de déformation volumique ¥ . Alors
dans ces conditions, toute mesure de contrainte en un point matériel donné X est une
fonction du gradient de déformation courant F associ€ a cette particule. En d’autre termes
I’é€lasticité peut étre exprimée comme suit :

P =P(F(X),X) (3.1)

F étant le gradient de déformation et P, son conjugué, la premiere mesure de contrainte

de Piola-Kirchhoff.

Et lorsque le travail di aux contraintes durant un processus de déformation est seulement
fonction de I'état initial au temps ¢, et de la configuration finale au temps z, le
comportement du matériau est alors indépendant du chemin suivi et le matériau est dit
hyperélastique. On en déduit ators une fonction d’énergie de déformation emmagasinée
ou potentiel élastique ¥ par unit€ de volume non déformé€ qui peut-Etre assimil€ au

travail effectué par les contraintes de l’éfat initial a la position actuelle, soit :

¥(F(X),X) = [ P(F(X),X): Far W=p:F (3.2ab) -



27

et o F représente le taux de gradient de déformation. En supposant qu'a partir de
mesures expérimentales il est possible de retrouver la fonction ¥(F,X), qui définit un

matériau donné, alors le taux de variation du potentiel peut étre exprimé comme suit :

. 3 0¥ .
v=yY21F (3.3)
Zar,

En comparant cette équation avec (3.2b) on déduit un tenseur bipoint :

_ 0¥ _0P(F(X),X)
P, = 3, ou P(F(X), x)_——aF (3.4)

ol l'indice J correspond au point initial et lindice i correspond au point courant.
L'équation (3.4) est souvent utilis€e pour définir un comportement hyperélastique. Pour
exprimer le potentiel €lastique en fonction du second tenseur de Piola-Kirchhoff , on doit
respecter Ie principe d'objectivit€é qui se traduit en disant que W doit rester invariant
dans tout mouvement rigide de la configuration actuelle. Ceci implique que :

- Le potentiel dépend de F seulement via le tenseur de déformation pure droit U et est
indépendant de la rotation R ; cependant il est souvent plus convenable de I'exprimer
comme une fonction du tenseur de Cauchy-Green droit C=U2=FTF,i.e.:

Y(F(X),X)=P(C(X),X) (3.5)

En remarquant que le taux du tenseur de déformation de Green-Lagrange —;-C =Eest

energétiquement conjugué au second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S, on
peut déduire, 2 partir de 3.4), une loi de comportement totalement lagrangienne (ou

matérielle) sous la forme:

. ¥ . 1. . ¥ J¥
¥Y=——:C==8:C; , X)=2—=— 3.6a,b
=C 2s C S(C(X), Xx) - 3E (3.6a,b)

3.3 Tenseur d'élasticité

3.3.1 Tenseur d’élasticité matériel ou Lagrangien
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La relation entre S et Cou E ——(C I) donnée par I’équation (3.6b) sera

invariablement non linéaire. Dans le cadre d’un schéma de résolution de Newton-
Raphson, cette relation devra étre lin€arisée par rapport a un incrément de déplacement
udans la configuration courante. En utilisant la régle de dérivation en chaine, une

relation linéaire entre la dérivée directionnelie de S et la déformation linéarisée DE[u]

peut-étre obtenue, initialement sous forme indicielle, comme suit :

DSu[ulzﬁwsu(En[qH'mD

= E dg E [0+ eu] 3.7)
KL= l

= 2 IJ DEK]_[
KL—I

Cette relation entre les dérivées directionnelles de Set de E est exprimée de fagon plus

concise comme suit :
DS[u]=C :DE[u] (3.8)

ol le tenseur symétrique de quatriéme-ordre C , aussi appelé tenseur d'élasticité
matériel ou Lagrangien, est défini a l'aide de dérivées partielles comme suit :

3
Y'.C ,E, ®E, ®E, ®FE;

LK L=1

0S 49%¥
vz aEU =3¢ 3c. O 3-9)
I5s KL

C

ou sous forme abrégée :
S oS _49*¥F
JE dC dCaC (3.10)

3.3.2 Tenseur d’élasticité spatial ou Eulérien



29

En interprétant I’équation (3.8) comme un taux de variation et en lui appliquant le
transport convectif avant (ou "push forward transformation" défini plus loin) on peut
retrouver le tenseur d'élasticité spatial. Ceci est réalis€ en lin€arisant Set E en direction
de v plutdt que de u de telle sorte que :

DS[v]=S et DE[v]=E
et on obtient :

S=C:E (3.11)

Parce que le transport convectif avant de S donne la dérivée de Truesdell [Ref-10] de la
contrainte de Kirchhoff ©° =Jo° et que celui de Edonne le tenseur taux de
déformationd, il est alors possible d’obtenir I’équivalent spatial de 1’équation
constitutive lin€arisée du matériau (3.11) comme étant :

o =c:d (3.12)

ol Gest le tenseur d'élasticité spatial ou Eulérien, défini comme étant le transport
convectif avant de Piola du tenseur matériel C . Il s’écrit sous forme indicielle comme
suit :
7 3
s=J".[C]; s= Y J'F,F,FF,C e e B¢ e  (3.13)

Lrkl=1
LK L=l

3.4 Hyperélasticité isotrope
3.4.1 Description matérielle

Les équations constitutives de I’hyperélasticité décrites jusqu’a maintenant sont
générales dans leur application. Dans cette section on s’intéresse au cas le plus courant a
savoir le cas de matériaux isotropes. On dit qu’un matériau est isotrope lorsque son

comportement est le méme indépendamment de la direction matérielle suivie. Ceci
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implique que la relation entre ¥ et C doit €tre indépendante des axes du matériau choisis
et, par conséquent, ¥ doit étre seulement une fonction des invariants de C, soit :

P(C(X),X)=P(I.,H,IN_,X) (3.14)

ot les invariants de C sont définies comme suit :
I.=rC=C:I
. =aCC=C:C (3.15 a,b,c)
II. =detC=J*

En partant de 1’équation (3.6b) le second tenseur de Piola-Kirchhoff , dans le cas
isotrope, s’écrit alors comme suit :

§o,0¥ _,d¥dl. 3% all , 3¥ I

aC 9. aC oI, aC ~omI. oC

(3.16)

Les tenseurs de second ordre formés par les dérivées des deux premiers invariants de C

peuvent étre exprimé€s sous forme indicielle comme suit :

9 < ol .

C.. =6, ; Zc o 3.17
50, 2 Cr = 3C (3.172)
2 & B | '

C,,C., =2C,,; C —-2C (3.17b)
aCu 1(%1 e i aC

La dérivée du troisiéme invariant est évaluée en utilisant 1’expression relative a la
lin€arisation du déterminant d’un tenseur. Avec AC représentant un incrément tensoriel

arbitraire, on obtient la dérivée directionnelle:

3, JIIl oIl
DHI_.|AC|= CAC, = C.AC (3.18)
C[ ] LJE:[ acu U aC
Soit encore :
DI .[AC]=detC(C™ : AC) (3.19)

En égalisant les deux équations précédentes, on déduit que :
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o = J*C™ (3.20)

oC

En introduisant les équations (3.17a,b) et (3.20) dans I’équation (3.16) on obtient que le
second tenseur de Piola-Kirchhoff s’écrit comme suit :

S =291 +4¥,C+2J*¥,C™ (3.21)
avec ¥, =d¥/dl, ¥, =d¥/dll; et ¥, =0¥/olll,.

3.4.2 Description spatiale

Dans le contexte du design, il est clair que les contraintes de Cauchy sont d'intérét
important pour I’ingénieur. Ceci peut étre obtenu indirectement du second tenseur de
Piola-Kirchhoff en appliquant le transport convectif avant, soit :

o=J"'FSF’ (3.22)

En remplagant S 3 partir de I’équation (3.21) et en remarquant que le tenseur de Cauchy-

Green gauche est donné par b =FF ", on obtient alors:

o=2J"¥,b+4J ¥ b* + 2J¥ 1 (3.23)

En notant que les invariants de b sont identiques a ceux de C, comme le montre les
expressions suivantes :
, =trlb] = er[FFT | = tr[F"F| = rr[C] =1,
II, = rr[bb] = r[FFTFFT |= r[F'FF'F|=r[CCl=11.  (3.242,b.c)
I, = detlb] = det[FFT | = det[F"F|= det[C] = I .

il s’en suit que les termes W,,¥,, etV dans I’équation (3.23) désignent aussi les

dérivées de ¥ parrapporta b.

3.4.3 Matériau compressible Néo-Hookéen
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Parmi les matériaux isotropes, on distingue le cas simple de matériau
compressible néo-Hookéen. Ce matériau présente des caractéristiques qui peuvent étre
identifiées avec les paramétres familiers dans I'€tude des matériaux rencontrés dans
I’analyse élastique linéaire. L'expression de la fonction énergie de déformation

volumique pour un tel matériau est définie comme suit :

Y= %(1c —3)—pinJ +%(sz)2 (3.25)

od les constantes A et p sont des coefficients de Lamé du matériau et J° =1III.. On

peut remarquer qu’en absence de déformations, c’est-a-dire, quand C =1, la fonction de

I’énergie emmagasinée devient nulle.

Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff peut maintenant étre obtenu
de I’équation (3.21) comme suit :

S =p{f-C*)+A(lnJ)C (3.26)

De méme, les contraintes de Cauchy peuvent étre dérivées a partir de I’équation (3.23) en

fonction du tenseur de Cauchy-Green gauche b, soit :

Ao+t
c-J(b I)+J(an)I (3.27)

Le tenseur d’élasticité Lagrangien correspondant a ce matériau néo-Hookéen peut-Etre
obtenu par différentiation de 1’équation (3.26) par rapport aux composantes de C. On
obtient aprés quelques manipulations algébriques en utilisant ’équation (3.19) que C
s’écrit :

C =AC'®C*'+2(u—-AInJ) (3.28)

ot C'®C™* = El(C'1 ),,( ‘I)KLE, QE, ®E, ®E, et le tenseur identité de quatriéme

ordre | est défini comme suit :
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-1
-98%_; L =-S5 =€), (€, (3.29)
KL

Le tenseur d'élasticité spatial ou Eulérien peut maintenant s’obtenir en appliquant la
transformation convective avant au tenseur Lagrangien, en utilisant I’équation (3.13) ,

comme suit :

g=%[®l+%(p.—lln])i (3.30)

ol iest le tenseur identit€¢ de quatriéme ordre obtenu en appliquant la transformation
convective avant a | . I1 est donné sous forme indicielle en terme du symbole delta de

Kroneker, soit :

i=g. [l] ) I = EFUFJJF.EKFILIUIG_ =0,0, (3.3D)
LIKL

En remarquant que 1’équation (3.30) ci-dessus définit un tenseur isotrope de quatri¢me

......

modules effectifs de Lamé A" et p”, on obtient que :
Qi = A"Sijsld + 2“"8;7:.811 (3.32)

ol les coefficients effectifs A" et u” sont :

(3.33)

On notera que dans le cas des petites déformations J =1, alors A=L", p=p’, et on

retrouve le tenseur standard de quatrieéme ordre de 1’élasticité linéaire.

3.5 Matériaux incompressibles et presqu’incompressibles
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La plupart des cas pratiques de transformations en grandes déformations ont lieu
sous des conditions incompressibles ou presqu’incompressibles. Il en est de méme dans
notre cas. Il est alors pertinent de discuter des implications constitutives d’une telle
limitation sur la déformation du matériau. La terminologie "presqu’incompressible” est
utilisée ici pour distinguer les matériaux qui sont réellement incompressibles, mais dont
I’analyse numérique fait appel & une petite mesure de déformation volumétrique.
Autrement, dans le cas de grandes déformations é€lastoplastiques ou in€lastiques, la
déformation plastique est souvent entiérement incompressible et la déformation

volumétrique élastique est comparativement petite.
3.5.1 Elasticité incompressible

En réarrangeant I’équation (3.6a) comme suit :

[ls__ai);(’;=o (3.34)

et C étant supposé arbitraire dans le cas général, on déduit que S = 2%. Dans le cas

incompressible, il n’est pas garanti que le terme entre parenthése soit nul parce que C

n’est plus arbitraire. En effet, comme det F = J =1 a travers la déformation, alors J=0.

Soit :
J=1JC":C=0 (3.35)
Ainsi :
1, oF __J
—S———=y—C* 3.36
2°73C 12 (-36)

olt Y est une inconnue scalaire qui, dans certains cas, coincidera avec la pression
hydrostatique et sera déterminée en utilisant I’équation additionnelle donnée par la
contrainte d’incompressibilit¢ J =1. De [I'équation (3.36), !’équation générale

constitutive de I’hyperélasticité incompressible s’écrit :
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a‘P(C)

S= aC

+yJC~ (3.37)

Le déterminant J dans I’équation ci-dessus peut sembler non nécessaire dans le cas de
I’'incompressibilité, J =1, cependant retenir J a ’avantage que 1’équation (3.37) est
aussi applicable dans le cas presqu’incompressible. De plus, comme en pratique, une
analyse par éléments finis implémente rarement J =1 de fagon stricte, ainsi son

maintien peut-€tre important dans 1’évaluation des contraintes.

Pour traiter efficacement la condition d'incompressibilité, on introduit la décomposition

déviatorique-hydrostatique du second tenseur de Piola-Kirchhoff, donnée par
S=S"+pJC*,ou p= %tra. I est alors utile d’exprimer le paramétre y en fonction de
la pression p . Ainsi on obtient:

1
==JIS:C
P=73

=_J-’[2%g_+yfc ] C (3.38)

L2 ,49%

C
3 9dC

=Y+

d'ou’il ressort que y et p ne sont égaux que lorsque :

oY
—:C=0 3.39
3C (3.39)

Ceci implique que ¥(C) doit étre une fonction homogéne d’ordre O, c'est a dire que,
‘I’(aC)=‘I’(C) pour tout C.. éeci peut-étre accompli en reconnaissant que pour les
matériaux incompressibles III. =detC=J*=1. On peut alors exprimer la fonction
Yen fonction de la composante distorsionnelle du tenseur de Cauchy-Green droit

C= II*C pour donner une fonction d’énergie formellement modifiée ¥(C)= ‘I’(é)
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Les propriétés homogénes de la fonction résultante ¥(C) sont alors démontrées comme
suit :
¥(aC) = ¥|(det oC) ™ (C)]
‘I’[a det C) aC]
= ¥[(detC)™ C] (3.40)
= ¥’ det €) ]
=¥(C)

En acceptant que dans le cas de matériaux incompressibles ¥ peut-étre remplacé par ¥,

Ia condition (3.39) est satisfaite et 1’éguation (3.37) devient :

¥ (C)

c” .
5c TV (3.41)

S=2

Il est désormais trivial d’identifier la composante déviatorique du second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff, soit :
o
T S'=2— 3.42
3C (3-42)
Il est bon de noter que la dérivée a‘i’(C)/E)Cn’est pas €gale a la dérivée

d¥(C)/dC , malgré que € = Cpour I’incompressibilité. Ceci est li€ au fait que III.reste

une fonction de Cpendant que la dérivée de Cest calculée. C’est seulement apres que

cette dérivée est complétée que la substitution III. =1 peut étre appliquée.

3.5.2 Matériaux incompressibles Néo-Hookéen

Un matériau incompressible néo-Hookéen est défini par un potentiel

hyperélastique ‘I’(C) donné comme suit :

¥(C)= %—u(trC—3) (3.43)
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Le potentiel homogéne équivalent ¥ est obtenu en remplagant C par C, soit:

¥(C)= %u(tr(“:—3) (3.44)

Le tenseur Sest obtenu a partir des équations (3.41), (3.17a) et (3.18), soit :

S= 2-————8?((:) +yJC*!

~n97C e (3.45)

= u[ﬂl;‘”l - %m;"“mcc-‘ (C: 1)] + pJC™

= E'/”(I —%—ICC-I)-F pJC™

Le tenseur des contraintes de Cauchy correspondant peut maintenant étre obtenu comme

suit :

o=J""FSF’
=w VF 1 —éICC“ )rT + pFC'F’ (3.46)
=o'+ pl; c’=p.l'5/3(b —%Iblj

ou le fait que I, =1 aété de nouveau utilisé.

On peut maintenant évaluer le tenseur d'élasticité Lagrangien avec l’aide de

1’équation (3.9) ou (3.10). Le résultat peut étre divisé en composantes déviatorique et de

pression, C et C , respectivement, soit :
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s ¥

3 < -
=2—=C +C ,; C= =4 ;
C=2g=¢~+C- 23¢ = *3cac

-1
C p = 2pﬂ‘£); (3.47)

aC

Avec I’aide des équations (3.20) et (3.29), ces deux composantes peuvent étre évaluées

pour le cas néo-Hookéen, défini par I’équation (3.44), comme suit :
C = 2;,1.[]15‘/3[—;-1,:[[[ —%I ®C™ —%C" QI+ —gl;IcC'l ® C":I (3.48a)

C,=pllct®cCt-2] (3.48b)

Notons que la composante de pression C , ne dépend pas de la définition du matériau

spécifique utilisé.

Le tenseur d'élasticité spatial est obtenu par le transport convectif avant illustré a
I’équation (3.13) soit :
c=e+e,;  e=J0.l6}l ¢ =u.lc,] (3.49)

En appliquant la transformation convective avant aux équations (3.48a,b) on obtient :

é=2pJ”’3BICi—-§b®I—~;—I®b+%Ibl®l]' " (3.50a)

c, =plI®I-2i (3.50b)

3.5.3 Matériaux hyperélastiques presqu’incompressibles

Ce type de matériau est souvent utilisé pour I’implémentation de

I’'incompressibilité dans une formulation par éléments finis. Ceci est facilité par 1’ajout
d’une composante d’énergie volumétrique U(J) i la composante de distorsion P afin

d’obtenir la fonction d’énergie de déformation totale soit :

¥(C)=P(C)+U(J) (3.51)
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ol I’exemple le plus simple d’une fonction volumétrique est donnée par :

U(J) =-§-—K(J ~-1) (3.52)

avec K un parameétre de pénalité qui, lorsque il avoisine 10° - 10* ., permet d’obtenir un
comportement presqu’incompressible. Cependant, K peut représenter une quantité
physique, appelée module de compressibilité volumétrique (bulk modulus), pour un
matériau compressible qui posséde une fonction d’énergie de déformation hyperélastique

de la forme donnée aux équations (3.51) et (3.52).

Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff pour un matériau défini par

I’équation (3.51) est obtenu de fagon standard a I’aide de I’équation (3.20), en notant que

Il . = J?, et s'écrit comme suit :

O
s=22%

oC
oF _oU oJ

=2 2 .
3C '~ a7 aC (3:53)
oF

- 2—— -1
°C + pJC

olt, en comparant avec (3.41), nous identifions la pressions comme :

oU
=— 3.54
37 (3.54)
En remplagant U(J)par I’expression dans (3.52) on obtient :
p=x(J-1) (3.55)

Cette valeur de la pression peut étre remplacée dans 1’équation générale (3.53) ou dans
I’équation (3.45) pour le cas néo-Hookéen pour I’obtention du second tenseur de Piola-

Kirchhoff. De méme, dans le cas néo-Hookéen, p peut étre remplacée dans I’équation

(3.46) pour obtenir la contrainte de Cauchy.



Afin de conclure la description de ce type de matériau, il nous reste a dériver les

expressions des tenseurs d'€lasticité spatial et Lagrangien.

Le tenseur d'élasticité Lagrangien peut étre subdivisé en trois composantes. On a :

¥ a(rc

C =4 2
acac P 3C

+2JC* ®g€— (3.56)

Les deux premiéres composantes dans cette expression sont € et C . Le dernier terme,
a savoir C ., représente une composante de la matrice tangente volumétrique. Avec

I’équation (3.20) C _devient :

c. -2c e
aC
7

2
= 21%0‘ ®— (3.57)

7 aC
2
-2l ect

De plus, avec U(J)= %K(J —1)2 ona:

C,=vxwC'®cC (3.58)

Enfin, le tenseur d'élasticité spatial est obtenu par la transformation convective avant qui

donne :
c=J"¢.[C]=E+c, +c,

(3.59)

ol les composantes déviatorique et de pression, € et C, respectivement, sont identiques a

celles dérivées a la section précédente et la composante volumétrique €, est donnée par :

d*U

2

I®I (3.60)

c.=J.JC J=7

X
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et avec (3.52) on obtient :
c. =I®I (3.61)

3.6 Principe des travaux virtuels

En vue de ’application de la méthode des éléments finis basée sur la formulation
faible ou variationnelle, nous développons ci-apreés les principales expressions des
principes variationnels en mécanique des solides en grandes déformations. L.a forme
variationnelle associée aux équations d’équilibre (2.53) obtenue a partir d’une
formulation de type Galerkin avec comme fonction de pondération un champ de
déplacement virtuel &v, s’exprime dans la configuration actuelleC,(Fig. 3.1),
(configuration courante) comme suit :

oW =0W,, —oW,, =0 | (3.62)
avec :

oW = [(dive + f)ovdV =0 (3.63)

4

Cette expression peut tre développée suivant différentes formulations.

X3,53

3

XXy

c0

Figure 3.1 Configuration C°,C" et C™*
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3.6.1 Formulation spatiale

Dans la formulation spatiale, la configuration courante C, sert de référence.
Une intégration par partie de 1’équation précédente donne :

aw:—jc:vsVdv+ j‘ﬁ_cavdA+j?5vdv=o
v v \'4

(3.64)

Du fait de la symétrie de con a:
o:Vov=0c:4d (3.65)

avec & =—;—(& +& T) on obtient donc:

SW =~ [0.8ddV +-j?5vdv + J't.&&vdA =0
v, v, v,

t t

(3.66)
soit :
w,, = [c.5ddV (3.67)
v,
et:
W, = [fovdV + [t58.3vdA
v, av,

(3.68)
3.6.2 Formulation Lagrangienne Totale

Dans la formulation Lagrangienne Totale, la configuration initiale C°sert de

référence.

Ona:dK=J.dV, f0=J.f,t0=t(%i—J avec ﬂ: J

dA nbn

On tire que
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SW =38W,, —8W,, = [Jo:8dV - [f,5vdV - [t,.8vdA =0 (3.69)
v v av
soit :
Swy, = [Jo:8ddV , avec T=J.0 (3.70)
\ 4
avec : —l—a:d =—L'z’:d
I Po
on tire que :
Sw,, = [7:8ddV (3.71)
v
ou 7 est la contrainte de Kirchhoff.
et:

Sw,, = [ fudvdV + 1, SvdA (3.72)
v av

3.7 Meéthode de résolution: linéarisation des travaux virtuels

Pour modéliser la mise en forme, on assimile le corps soumis aux conditions
limites 4 un milieu déformable dans une configuration C‘qui occupe un volume V‘de
contour S'. Les conditions aux limites du probléme peuvent étre définies par des

déplacements imposés sur une partie du contour S, et des efforts imposés sur la partie
complémentaire S, . Ces efforts représentent la pression de mise en forme.

Le probléme & résoudre consiste donc a déterminer les différentes configurations de la
structure au cours de la déformation. Dans le domaine des procédés de mise en forme,
I’approche la plus utilisée est 1’approche incrémentale qui consiste a discrétiser le

0N

chargement en plusieurs incréments et i déterminer les configurations C’,C?,

........ ,C"correspondant aux différents pas de chargement. Aprés une discrétisation
spatiale du principe des travaux virtuels par la méthodes des éléments finis, on obtient

I’équation d’équilibre sous la forme suivante :

Res(u)=F_, (u)-F,_,(u) (3.73)



avec Res le résidu d’équilibre, F,,le vecteur des efforts externes et F,, le vecteur des

forces internes. L'équation (3.73) est en général fortement non linéaire.

Parmi les algorithmes développés pour la résolution de ces équations non linéaires, nous

utilisons le schéma de Newton-Raphson.
3.7.1 Schéma de Newton-Raphson

ILe schéma de Newton-Raphson utilise une technique incrémentale qui consiste a

discrétiser le chargement total en plusieurs incréments et a chercher les configurations
C’,C?, ........,C"correspondant aux différents pas de chargement. La détermination de
la configuration C™'a partir de la configuration C"se fait de maniére itérative. En

effectuant un développement limité de premier ordre de R(u) au voisinage d’une
solution approchée u', on obtient :
LlRes(ui + Aui)lz L(fw (ui)—fw (u"))=0 ,

dRes(u')
aui

L’incrément de déplacement Au'qui annule le résidu d’équilibre est obtenu par la

L[Res(u’ + Au')|=Res |, + Au’ =0 (3.74)

résolution du systéme d’équations suivant :
K. (ui )Au[ = Res(ui)
; dRes(u'
K {u')=- : 3.75)
T( ) Ju! (
avec K la matrice tangente.
On obtient ainsi une estimation du déplacement de la configuration C**/,

u*! =u' + Au' (3.76)

La méthode de Newton-Raphson est associée a différentes techniques de pilotage. Celle
implémentée comme on le verra au chapitre 6 est celle en déplacement. Ces techniques

sont développées plus en détails par [Ref-1], [Ref-2], [Ref-3] et [Ref-4].
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Comme nous I’avons dit plus haut, I’utilisation de la méthode de Newton-Raphson

requiert une linéarisation de I’équation du systéme autour d’une position d’équilibre.
3.7.2 Linéarisation de I’équation d’équilibre

La lin€arisation de 1’équation d’équilibre est nécessaire a I'implémentation de
notre méthode de résolution. Le principe des travaux virtuels discuté plus haut nous

permet d’écrire :

oW (p.6v) = [o.8ddV - [ f &vdV - [t.8vdA =0 = W, + W, (3.77)
\ v, av,

o ¢ est le champ de déplacement et &vest le déplacement virtuel admissible i.e.

compatible avec les conditions aux limites essentielles.

La lin€arisation dans la direction de l'incrément de déplacement u dans ¢, donne :

LW (p,6vfu]=W(p,ov)|, +DW (9,6 u]=0 (3.78)

ot DQ[u ] est la dérivée directionnelle en direction de u. Le processus de linéarisation

requiert une configuration de référence fixe afin d’obtenir de bon résultats.

¢ Linéarisation des efforts internes
- Formulation matérielle
Ona:
oW, =8 :5EdV (3.79)
v

sa dérivée est donnée par :

DOW,, (p,6vYu)= § D{SE : S Julav

=§oE : DS[uldv +§S : DOE[ulav (3.80)



ol
DE[u]z—liF(qu+(qu)T)F , (.81)
Puisque :
éZ'T:%(JFTF-i-FTéF), avec éﬁ:i—i’- =V v (3.82)
alors :
D5E[u]=-é-[(VX§v)Tqu +(V )V )] (3.83)

Cependant les vitesses virtuelles év ne sont pas fonction de la configuration, ainsi V dv

est constante et en utilisant la symétrie de S on obtient :

DOW, (9,6 ul=§0E - H : DE[ulaV +§5 {(V (u ) v 5] av (3.84)
\ 4 v
Ou encore :
D&W,,, (¢,6v)u]=§ DE[&]: H : DE[ulav +§s (v )y v, o] av (3.85)
\4 v
avec une partie matérielle :
D3W,,, (¢,8v)u] = § DE[8v]: H : DE[ulav (3.86)
\'
et une partie géométrique
D8W,,,(6.5v)ul = §5 {(v ,u) v, 8v] av 3.87)
v
- Formulation spatiale

Soit les relations de la transformation convective arriére / avant suivantes :

DE[u]=¢'[e]=F7eF,  avec 26 =V u+(Vu)
DE[5v]=¢'[6d]= FT&dF , avec 284 =V v +(V, 6v)
Jo=¢.[S]=FSF”

Jh=¢.[H],avecH=C eth=g
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JdV =dv
alors :

DE[&):H : DE[uldv =&d :h: € dv (3.88)

De plus, puisque le gradient matériel est reli€ au gradient spatial en utilisant la relation

suivante :
V,u=(Vu)F
Vv =(V WF

alors le terme géométrique devient:

5:|v 1) v, 8] =o:[v.u)v.s (3.89)

Ainsi finalement la linéarisation des efforts internes en configuration spatiale donne :

DéW,,(9,6:Yul=§&d :h:e v, +§o:[(V u) v, 8] av, (3.90)

Note: Puisque les relations fonctionnelles de, &d et £ sont identiques alors I’expression
suivante est symétrique:

DW, (¢,6v)u]l= DW,_(p,u)ov] (3.91)

Ce qui permet d’avoir une matrice tangente symétrique.

e Linéarisation des efforts externes
o Forces de volume:
On distingue parmi cette catégorie de chargements externes la force gravitationnelle
donnée par :
f=prg.
Ainsi Déw,_ ! (¢,50)u]=0 (3.92)
puisque :

6w, (p,6v)= -‘-’Jigﬁv dv={p,gv av (3.93)

v
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a Forces de surfaces :

Elles correspondent a différentes situations comme les forces de contact. Comme notre

pilotage se fera en pression, supposons une pression de surface uniforme, alorson a:

W’ (0.6v)=[ piidv da (3.94)
A

avec

une paramétrisation surfacique comme suit : %(&,m),ona:

(3.95)
da=[0,xx3,xd¢ dn (3.96)
D’ou:
W (p,v)= Ipii.&v da =Ip5v-g§xgid§dr) (3.97)
A A n

Dans I’équation ci-dessus les seuls termes qui sont dépendants du déplacement sont

:% and % dont la linéarisation donne :
ox ou ox dJu
ag[“] 3% © aq[“] 5 (3.98)

Alors la dérivée directionnelle devient :

’ _ [ 9% (94, 5| 0% 04
Dc‘)‘v.:e,rf (¢,5v)[u]—:‘[p[ag (anx&iJ 3n (agxﬁ]:ldfdn (3.99)

En général, dvet u ne commutent pas.. Sinon, on obtiendraient une matrice tangente

asymétrique.
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L’utilisation de la permutation de produits triples ainsi que du théoréme d’intégration

permet d’écrire :

Déw P (¢, v)lu] = IP[X’E'(&'WW)‘x'ﬂ {&v.pxulgn
e (3.100)

+ §p(ux§v)- (v,, X, g ~VgXap )ﬂ
Y

ou: (vﬂ,v§)=5 : sont les valeurs d’un plan paramétrique normal & 0A;.

La loi de comportement, la formulation et sa linéarisation cohérente seront appliquées
dans le contexte de problémes de contact. Le chapitre suivant nous permet de définir

comment modéliser et structurer de tels problémes.
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CHAPITRE IV

MODELISATION DU PROBLEME DE CONTACT

4.1 Introduction

Les problémes de contact forment un trés vaste domaine d’investigation en mécanique des
solides, I’étude du comportement des matériaux en contact constitue une science a part entiére, la
tribologie. Ces problémes sont fréquemment rencontrés dans le domaine industriel et ceci a
toujours fait I’objet d’un investissement scientifique important et surtout au cours des dix
derniéres années. Aujourd’hui, il existe plusieurs codes éléments finis [DYNA-3D], [ABAQUS]
qui prennent en compte les phénomeénes de contact et de frottement, ce qui a permis d’apporter

plusieurs éléments de réponse aux problémes industriels.

Les difficultés principales du probléme de contact proviennent du fait que les conditions
aux limites liées au contact ne sont pas connues a 1’avance et qu’elles dépendent de la solution du
probléme (conditions aux limites évolutives). Ainsi la surface réelle de contact et les réactions de
contact font partie des inconnues du probléme. En présence des grandes transformations, les non
linéarités provenant du contact s’ajoutent aux non linéarités géométrique et matérielle, rendant

ainsi la modélisation du probléme trés complexe.

L’étude et la résolution mathématique du probléme de contact date de 1882 avec les

travaux de HERTZ. Ces derniers permettent de traiter des cas de charges linéiques ou ponctuelles
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a partir d’une démarche analytique qui s’appuie sur 1’élasticité linéaire pour €valuer I’écrasement,
Ia surface de contact et les contraintes générées lors du contact de deux corps. Dans ce contexte,
Ia plupart des solutions analytiques proposées supposent un contact sans frottement, des zones de
contact connues 2 priori et des formes géométriques simples. Ces travaux sont d’autant plus
célébres que les solutions analytiques sont rares, et de fait ils sont trés fréquemment employés

pour la validation de méthodes numériques.

En 1933, SIGNORINI pose le probléme général de ’équilibre d’un solide élastique
linéaire en contact sans frottement avec une fondation rigide, mais il faut attendre les années
soixante, avec les travaux de Duvaut et Lions [Ref-5] sur les inéquations variationnelles pour que
les résultats d’existence et d’unicité puissent €tre définitivement établis. Dés lors, dans les années

70, de nombreuses méthodes numériques voient le jour.

Le calcul variationnnel et le développement de techniques. avancées de résolution
numérique ont permis de traiter des problémes de contact plus complexes. La méthode des
éléments finis, en permettant la discrétisation des surfaces de formes quelconques et la prise en
compte aisée de conditions aux limites diverses, offre un outil puissant de calcul pour étudier les

problémes de contact.

Ces techniques s’appuient sur une modélisation simplifi€e des phénomenes de contact et
s’inspirent bien souvent des méthodes employées en dynamique des structures. Cependant, d’une
facon générale, elles se heurtent a des difficultés qui sont, d’'une part de traiter des conditions de
contact de facon simple et, d’autre part de détecter les zones de contact avec efficacité. Les
positions de ces derniéres font partie des inconnues du probléme et il est nécessaire de les

surveiller a chaque pas de temps.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons une formulation générale du probleme de
contact, la méthode utilisée pour le calcul des réactions de contact, et ensuite, nous dresserons un
panorama des algorithmes de recherche de contact. La formulation du contact choisie correspond
a celle développée principalement 2 travers les travaux des références suivantes: [Ref-12], [Ref-

13], [Ref-41] et [Ref-42].
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4.2 Probléme de contact

4.2.1 Cas général

Dans ce paragraphe, nous allons présenter le probléme de contact tel qu’il se pose d’un
pcint de vue mécanique. Nous considérons ici le probléme du contact entre un obstacle rigide ou
flexible (moule, ou die) et un ou plusieurs corps déformables (ex : feuille d’acier). Nous ferons
ensuite un descriptif des contraintes de contact et une présentation de la formulation

variationnelle correspondante.

Pour simplifier I'exposé, nous considérons le cas de deux solides B, et B, de contours 891 et 3522
(Fig- 4.1). B,et B, sont en contact si une partie de leur contour est commune :
0Q, NIQ, ¢ 4.1)

ou ¢représente I’ensemble vide.

C

@

W0~ 7 3
@

2,

¢'(3)

Figure 4.1 : Corps déformables en contact
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Le contact crée un nouveau corps B = B, U B, . Le processus de contact se traduit en général par
un glissement relatif des surfaces en contact, ce qui cause des contraintes en cisaillement dues a
la friction. La surface de contact du nouveau corps sera dénotée par I'=dQ, UJQ, . Sur les
surfaces(0Q, et dQ,), la statique et la cinématique ont totalement changé. Avant le contact, les

surfaces sont considérées comme des surfaces libres, ou la cinématique n’est soumise a aucune
contrainte et, comme conditions aux limites, les tractions y sont nulles. Aprés qu’il y ait eu
contact, la cinématique est soumise a des contraintes de déformation et, par conséquent, il y a
présence de forces de contact sur la surface de contact. Ces tractions de contact peuvent étre

assimilées a des chargements sur les corps B, et B, afin de déterminer la cinématique compléte de

contact.

Nous utiliserons le concept de contacteur et de cible (slave-master) afin de modéliser les paires de

corps en contact. C’est I’un des concepts les plus largement utilis€s dans la littérature. Ainsi le
solide B, est le contacteur et les entités matérielles sur dQ2, serviront a définir les nceuds
contacteurs tandis que le solide B, est la cible et les entités matérielles sur dQ, serviront a

définir les segments cibles. Ainsi, une paire de contact constituée d'un nceud sur le contacteur et
du segment sur la cible en contact avec lui, servira a définir un élément de contact. Dans les

sections suivantes, tel est le type d’élément qui nous permettra de discrétiser le domaine en

contact.
4.2.2 Notion de fonction de séparation

Pour une configuration donnée C’, y® =®®(8Q,) définit une surface que toutes les
entités matérielles de 92, ne peuvent pas pénétrer. Une telle restriction peut étre également

imposée sur tout point de dL2, par rapport & 09, , la distinction des surfaces est désuéte dans une

analyse tenant compte du continuum de la surface de contact.

Considérons maintenant la Fig. 4.2 qui décrit le mouvement d’une paire de points en contact,

composée du nceud contacteur P, et du point matériel associé P., dans un incrément de temps At.
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Les points sont marqués avec les notations et ©) pour désigner respectivement la position des
points au début et a la fin de I'incrément de temps. On réalise que durant I’incrément de temps le
nceud contacteur a pénétré la cible et ainsi a viol€ la cinématique du contact. Le point physique
(ou réel) de contact est cependant défini par 1’algorithme de projection vers le point le plus

proche ou "closest point projection” sur la cible en direction du vecteur unitaire normal n.

A éom Augy

s v Sy

Au, o
1 RN Aler PO o,

dy On ©
=G~ : \
au - | .
P'.(‘) | : Surface g’ble

Figure 4.2 : Mouvement d’une paire de nceuds en contact P et P,

De cette illustration, on voit clairement que le point P, ne sera pas de fagon générale un neud du

maillage d’éléments finis, ce qui rend d’autant plus complexe le terme de la matrice de rigidité
élémentaire comme on le verra plus loin.
Le mouvement du corps en contact est sépar€ en un mouvement par rapport a la direction
normale et en un autre par rapport a la direction tangentielle. Ainsi les fonctions de séparation
associées sont,
pour la fonction de s€paration normale :

gy =n-dy =n-(xf)—xs)) 4.2)
ou xf) et xf) sont les vecteurs positions spatiales des points associ€s. On en déduit la variation de la

fonction de séparation normale, donnée par :.
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%y =n-(u,-du_ )+én-dy =n-du @4.3)

ol on a utilisé le fait que le terme on-d, s’annule 4 cause de I’orthogonalité et que Su représente

un mouvement relatif.
Analogiquement on obtient, pour la fonction de séparation tangentielle :
g =s-Au, =s-(Au, —Au,) 4.4)

avec ZA__!;_T’;représentant le vecteur de déplacement relatif incrémental et :
Ad
S=——= -1—Ad1. 4.5)
[ad:| -

le déplacement tangentiel normalisé du vecteur Ad .

Bien que leurs définitions semblent similaires, les deux fonctions de séparations sont cependant
différentes lorsqu'on considére leurs sens physiques a I’intérieur d’une application numérique. La
fonction de séparation normale g, représente la grandeur de la pénétration et par conséquent
c'est une mesure de la violation de la cinématique de contact. Elle servira pour définir les
limitations sur la cinématique, en particulier la condition de non inter-pénétrabilité des corps. La
séparation normale dépend donc exclusivement de la position spatiale actuelle des nceuds/points
‘en contact et non de leur histoire de déplacement. Ceci sera exploité a bon escient dans le
traitement du contact normal sans frottement. La fonction de séparation tangentielle g, quant a
elle, représente la grandeur du glissement tangentiel relatif de deux corps en contact. En fonction
de la loi de frottement choisie, elle servira a définir une limitation sur la cinématique seulement
s’il y a adhésion (sticking contact) et est donc reliée a la présence d’une force. La séparation
tangentielle g, est exprimée en termes du vecteur déplacement des points en contact obtenu dans
un calcul incrémental. Et ceci est une des causes de la non symétrie inhérente & l'opérateur
matériel tangent en frottement. Les autres sources de non symétrie pouvent étre le changement de
plan tangent pendant le glissement ou une loi de frottement non associée lorsqu'on fait 1'analogie

avec la plasticité.

La condition d’impénétrabilité est formulée via la fonction de la fonction de séparation g .
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4.2.3 Les limitations imposées par le contact

D’un point de vue mathématique les problémes de contact tombent dans la classe de

problémes avec conditions aux limites soumis a des limitations cinématique et/ou statique

supplémentaires . Aussi on distingue les conditions de contraintes suivantes :

Efforts de contact : Avant qu’il y ait contact, les deux surfaces sont considérées libres et aprés

le contact, la cinématique est alors soumise a des contraintes. Ainsi, des forces de traction se
développent sur la surface de contact. Ces tractions sont considérées comme des charges
appliquées aux corps associés aux surfaces de contact en vue de satisfaire la cin€matique du
contact ou soit pour empécher la pénétration du nceud contacteur. Par analogie avec la
définition des fonctions de séparations, on définit les forces de contact normale et tangentielle
conjugués a ces variables cinématiques :

ty =tyn . 4.6)
et

t:=t.f 4.7
ol fest le vecteur unitaire en direction des forces de friction. Comme ici l'orientation des
forces est donnée par celle des vecteurs n et f, la force normale sera interprétée comme une

force extérieure appliquée au corps pour empécher la pénétration du nceud esclave.

Conditions d'impénétrabilité: Les conditions d'orthogonalité ou encore de Kuhn-Tucker pour

le contact normal peuvent se résumer comme suit:

g~ 20
ty <0 (4.8)
tygn =0

La premiére équation définit la condition d’impénétrabilité et signifie que les corps peuvent
se séparer mais ne peuvent pas se pénétrer.
La seconde équation définit la pression de contact qui, selon la troisi¢me équation, est non-

nulle seulement si la fonction de séparation devient nulle, i.e. s'il y a contact.
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Contribution du contact a I'équation d’équilibre :
L’équation d’équilibre d’un corps est défini par I’équation du travail virtuel, ou seules les

forces introduites via le contact sont considérées dans le développement qui suit. Le travail
virtuel de contact est donné par :
G.(®, )=t -du+t;-du 4.9)

ot du= (S, —du_) sont des variations admissibles des déplacements de la paire de nceuds en

contact pour la configuration fixée. En introduisant les expressions des forces de contact le
travail virtuel devient :
G, (®,) =ty (n-su)+t (f-Sa) (4.10)

4.2.4 Lois de comportement du contact

La relation de dépendance des forces de contact par rapport a la cinématique du contact

est définie par la loi de comportement du contact. Les conditions de contact sont introduites

comme des contraintes dans la minimisation de 1'énergie potentielle du systéme. La solution est

obtenue par la minimisation de la fonctionnelle a I’aide de techniques d’optimisation issues de la

programmation mathématique [Ref-6]. L’efficacité de ces méthodes est encore controversée, et

elles sont peu utilisées dans les logiciels classiques de calcul de structures. Cependant les

nouveaux développements ont tendance a adopter les algorithmes tirés de la programmation

mathématique.

Réactions normales sur les corps en contact :

Dans une implémentation par éléments finis, la méthode des pénalités est la procédure la plus
simple et la plﬁs facile d’utilisation pour étudier 1’analyse du contact. Elle consiste a
introduire les réactions de contact dans la résolution du probléme gloBal, comme des
fonctions explicites de déplacements nodaux inconnus. Malgré les problémes inhérents dans
la sélection de coefficients de pénalité adéquats, cette méthode est pergue comme une des

plus convenables dans la résolution des problémes d'optimisation avec contraintes.
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On définit alors les coefficients de pénalité £, >0 et £ >0 pour pénaliser les fonctions de

séparation dans les directions normale et tangentielle. Ces coefficients représentent
physiquement la rigidit€ de ressorts fictifs orientés dans la direction normale et tangentielle
du repére local de contact. Les valeurs de ces coefficients résultent d’'un compromis : elles
doivent étre a la fois suffisamment grandes pour assurer la non interpénétration mais
modérer pour éviter un mauvais conditionnement de la matrice tangente. Une méthode basée
sur l'algorithme du lagrangien augmenté permet de limiter le degré d'arbitraire dans le choix
des coefficients de pénalité et d'obtenir la convergence méme avec de faibles valeurs des

coefficients de pénalité.

Une estimation optimale de &, est donnée par [Ref-7]. Elle est calculée a partir de la précision

de ’ordinateur @ (& est le plus petit chiffre machine qui vérifie 1+« > 1), du nombre total

d’inconnues n et de la plus grande rigidit€ k, des éléments voisins des particules en contact :

. (4.11)

La prise en compte des lois de contact dans les équations d’équilibre global s’effectue selon le
schéma de résolution de ces équations. En général, I’état de contact est vérifi€ pour tous les
neeuds candidats au contact, et les réactions de contact et les termes de pénalité sont estimes

uniquement pour les nceuds qui ont viol€ I’état de contact.

On obtient ainsi deux relations forces - déplacements linéaires :
ty zgwlgu| =gysign(gy Jgy =—&x8n 4.12)

et
tr =&:g (4.13)

Selon la valeur des coefficients de pénalité, les fonctions de séparations associées seront plus
ou moins contraintes.

Calcul des réactions dues aux frottements :
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La friction est un phénomeéne qui apparait lorsqu’il y a déplacement relatif tangentiel entre
une paire de surfaces. Ainsi, des réactions ou forces de cisaillement sont produites dans une

direction opposée au mouvement relatif des corps en contact.

Expérimentalement, on distingue deux phases principales. Premiérement, on observe une
phase d’adhésion, ou il n’y a pas de glissement relatif des corps. Apres que cette phase soit
complétée, on observe du glissement. Le comportement simplifié€ est illustré 2 la Fig. 4.3(a),
ol la zone d’adhésion est marquée par 1 et la zone de glissement par 2. La part de friction
caractérisant la phase de glissement est gén€ralement décrite par la loi de Coulomb. Cette Loi
est définie par la fonction de glissement ol les forces sont représentées par leur intensit€ :

D, =t —ut, <0 (4.14)

et ou u est le coefficient de frottement en glissement. La fonction de glissement impose une
limite a la grandeur de la force de frottement par les lignes horizontales a la Fig. 4.3. Ainsi ,

pour ® <0 on a contact collant (ou par adhésion), &, =0 caractérise le glissement et

®_ >0 n'est pas permis.

S S

(a) )

-

Or

Figure 4.3 : Force de frottement en fonction de la séparation tangentielle :

(a) expérimental; (b) simulation numérique

La dépendance de la force de frottement par rapport a la fonction de séparation tangentielle

gr est illustrée & la Fig. 4.3(b). Dans ce cas, la méthode de pénalité est appliquée dans la zone
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d’adhésion, permettant un petit mouvement de glissement qui est fonction du coefficient de

pénalité choisi.

Dans la zone d’adhésion, la force de frottement est donc donnée par 1’équation (4.13),
soit t; = &g,
Dans la zone de glissement, I'intégration de la loi de comportement du frottement est

nécessaire.

L'intégration de la loi de comportement du contact avec frottement utilisée dans nos travaux
se fait comme en plasticit¢ en décomposant la vitesse tangentielle en partie réversible
(adhésion) et en partie dissipative ( glissement ) :

- pour la partie en adhésion :

t; =&, @.15)

- pour la partie en glissement :

d; (4.15)

. tr =_ﬂ|tN[dsT/

ot d: décrit la composante de glissement de la vitesse tangentielle.

Ces relations seront discrétisées dans le temps en utilisant le schéma d’Euler implicite qui
permet, A travers un incrément, de trouver la configuration d’équilibre C**' a partir d’une

configuration d’équilibre connue C".

On suppose que la force de frottement t., au début de I’incrément est connue et notre but est
de calculer la force de frottementt.,,,, correspondant 4 la configuration C**'. Ce calcul doit

respecter la condition que la fonction de glissement @ _doir rester admissible. i.e. <0

L’algorithme d'intégration de la loi de frottement peut alors s’écrire comme suit :

(1) Calculer une valeur d’essai de la force de frottement en supposant qu’il y adhésion

pendant I'incrément de temps.



61

tho, =t +t ., (4.16)
ou la force d’adhésion est donnée par la loi de pénalité :
toex = —ErAd, 4.17)

L’état défini par une telle supposition permet de définir la nouvelle direction de la

force de frottement :

ttrin

fria = _Tast (4_]_8)

tria
tTn-i-l

(2) Calculer le module de la force normale de contact

tx ‘:Engul

(3) Test du comportement en friction en calculant le seuil de glissement <I>$""a :

(p;ﬁa =l t::-x —Hty
Si &2 < 0 on a contact par adhésion et :
et = t’tl"-l:-rl 4.19)
Sinon ®™2,> 0, on a glissement et on doit corri ger la force de frottement :
Eroe = bgige = Ut T e (4.20)

Des algorithmes d'intégration de la loi de frottement plus sophistiquées existent et peuvent é&tre

retrouvées par exemple dans [Ref-14] et{ Ref-16).
4.3 Linéarisation du travail virtuel

Le traitement numérique du travail virtuel donné a la section précédente par I’équation
(4.10) doit résoudre une cinématique de contact hautement non linéaire. Aussi, en général, une

procédure incrémentale sera établie pour la résolution du probléme, a I’intérieur de laquelle une
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prédiction linéaire est approchée par une méthode itérative de Newton-Raphson. Afin d’obtenir
des solutions convergentes a partir d’une telle procédure, une lin€arisation cohérente du travail
virtuel par rapport aux inconnues est nécessaire.
Dans ce qui suit, le symbole d est utilis€ pour représenter la différentielle totale d’une
quantité. Ainsi la linéarisation du travail virtuel donn€ a I’équation (4.9) est donn€e par :
D, (G)={dt, -+t -d{du)}+{dt, -Sa+t; -d(Su)} 4.21)

Les forces totales de contact €tant données par :

t=t, +t. =t mn+t.f 4.22)

(4.22) dans (4.21) donne :
D, (G)=dt, -du+dt, -Su+t-d(su) (4.23)

Ainsi on peut identifier les ingrédients de la matrice de rigidité de contact élémentaire qui
comprend une composante dépendante de la déformation obtenue par dérivation des contraintes,

dt, -du+dt; -su (composante matérielle), et une composante géométrique due au changement

de la géométrie du probléme,t-d(du), qui est li€e, comme on le verra plus tard, au fait que le
nceud physique de contact n’est pas un point nodal du maillage, mais un point qui se déplace sur

la surface cible selon les changements dans la configuration.

Afin de pouvoir détailler I’expression ci-dessus, il est nécessaire de déterminer d’abord les

expressions des dé€rivées des forces normales et tangentielles.
4.3.1 Dérivées des forces normales et tangentielles

En utilisant la définition donnée a la section (4.2.4) ci-dessus pour les forces de contact, on est

maintenant capable de déterminer les dérivées de ces forces. En omettant la notation ™ pour

simplifier, on obtient le développement suivant :
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dérivée de la partie normale :
On obtient de ’équation (4.6)
dt, =dtyn+tydn

Des équations (4.3) et (4.14), on obtient :

dty =—¢yn-du

ce qui une fois insérée dans (4.24) permet d’écrire :

dt, =—€,(n®ndu+g,dn)

dérivée de la force de frottement :

On doit distinguer ici le cas de ’adhésion du cas du glissement.

De I’équation (4.17), on obtient pour le cas d’adhésion :

dt., =—-€;dAd;

et pour le cas de glissement, de I’équation (4.20) on a :
dt,, =pu(dtyf+tdf)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

4.27)

(4.28)

La dérivée du vecteur unitaire fest calculée a partir de I’équation (4.18) et devient :

1
df = — (1-fOf)dt
Je-| :

avec 1 représentant la matrice identité 3 x 3.

(4.29)

En utilisant les résulats obtenus aux équations (4.24), (4.25) et (4.27) dans (4.28) on obtient :

dt g, = —y[.c,N(t‘®n)du+eT i(1—f ®f)dAdr]

[t-]

4.3.2 Le travail virtuel de contact linéarisé

(4.30)
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L’introduction des résultats précédents dans les expressions du travail virtuel linéarisé
(4.23) nous permet d’obtenir une linéarisation plus détaillée. En se référant a leur signification

physique on peut distinguer deux contributions différentes a partir de I'équation 4.23 :
D (G)=dt, -Su+dt, -Su+t-d(Su)

et en séparant les contributions normale et tangentielles :
- Partie matérielle:

- travail virtuel normal du contact : ou contact sans frottement (le terme dt, -du):

D4 (G), =€ ou(n®ndu+g,dn) 4.31)

- travail virtuel tangentiel du au frottement du contact (le terme dt, - Su)

Pour le contact avec adhésion,

Dy (G, =—€r0u-dAd, (4.32a)

Pour le contact avec glissement,

D, (G),. = —yﬁu[sN f®n)du+e, - (1-fRf)dAd, } (4.32b)

II x

- et la Partie géométrique
D (G), =t-d(5u) (4.33)

Le développement précédent nous servira de base dans la formulation par éléments finis de notre
élément de contact, en particulier dans l'écriture des matrices de rigidité tangentes dues au
contact.

4.4 Formulation par éléments finis

Cette section est consacrée a 1’évaiuation des matrices et vecteurs élémentaires. Le calcul

de la force de chargement pour les él€ments finis est bas€ sur l'expression du travail virtuel
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donnée a I’équation (4.10) et les matrices de rigidité associ€ées sont données par les
équations(4.31)-(4.32). Cependant, on peut remarquer que parmi ces expressions, les
informations relatives aux quantités géométriques sont manquantes. Ces termes dépendent
exclusivement de la définition de la surface cible et du mouvement de frottement associé. Ainsi,
dans la suite de cette section, nous ferons tout d’abord une description mathématique de la
surface du corps cible et ensuite, nous développerons la formulation du mouvement tangentiel. Le
développement des matrices €lémentaires est effectu€ aussi bien pour le contact 2D avec les
éléments EImB4n2D, en se basant sur I’article [Ref-12], que pour le contact 3D avec les éléments
EImB8n3D, en se basant sur I’article [Ref-13]. Dans le premier article des corrections ont été
apportées aux équations (2.24, 2.32, 2.34) tandis que dans le second elles ont ét€ apportées aux
équations ((63), (66), (70), (72), (73)).

4.4.1 Description de la surface cible
La description qui suit est présentée de facon générale pour le cas 3D. On suppose que la

surface cible est lisse, de forme arbitraire et donnée par la description paramétrique suivante :

x=x(¢*) (4.34)

-olt {* ={€,n} sont les cordonnées paramétriques de la surface. Suivant cette description, les

vecteurs tangents selon les directions paramétriques sont donnés par :

e, =ox/3¢" (4.35)
et le vecteur normal unitaire associ€ est :
e, xe,
——17"2 4.36)
o (

avec Q = e, xe,| étant I’aire de 1’élément de surface.
Les tenseurs métriques covariant et contravariant m,, et m® sont définis par :

My =e,-e5, m* =(m,)’ 4.37)
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et ils permettent de faire une transition entre les repéres de base complémentaires tangentiels
covariant et contravariant via la relation :

e’ =m%e, (4.38)

La description mathématique d'une surface est complétée par le calcul du tenseur de courbure :

=——=2-n=e,; N (4.39)

On peut compléter notre description de la surface cible en définissant de nouveaux coefficients
métriques qui sont modifi€s par la courbure comme suit [Réf-13] et [Réf-14]:

Mag =my—dy-e,, =m,—g.b, (4.40)

Du fait que la surface cible est l'emplacement du point physique de contact avec le nceud

contacteur, on doit donc définir toutes les variables de contact de la surface cible par rapport a ce
point de contact. La premicre tache est alors de trouver les coordonnées intrinséques £ du point
physique de contact sur la surface cible. Ces coordonnées sont déterminées par deux équations
(=12

F =e, -(x,-x )=e -dy =0 (4.41)

qui expfiment simplement la projection normale du nceud contacteur sur le plan tangent. Ce
systéme est non linéaire et doit donc étre résolu de fagon itérative, par exemple en utilisant la

méthode de Newton-Raphson. Sa linéarisation par rapport aux inconnues s'écrit formellement :
D(F,):=de, -(x, —x)+e, - (dx, ~dx.)=0 (4.42)

Le calcul des différentiels ou des variations impliquées doit se faire en distinguant deux cas. Le
cas le plus général se référe a la solution de ces équations durant les itérations d’équilibre. Dans
ce cas, les coordonnées spatiales du point physique de contact changeront suite aux modifications

dans les coordonnées de la surface et aux déplacements qui ont lieu. Ainsi on aura en général que

X, =X, (&“ ,uc) et par conséquent, les différentielles totales s'écriront :
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dx, =du,
dx, =du, +e,d¢P (4.43)
de, =e_, df +du,,

Dans l'autre cas, évidemment plus simple, on peut supposer que les configurations sont
maintenues fixes, et alors toutes les différentielles de déplacements s’annulent. Ceci référe au
calcul des coordonnées dans la configuration ol I’équilibre est évalué.

Dans ce qui suit on se placera dans la situation la plus générale. Alors lorsqu'on insére
I’équation (4.42) dans I’équation linéarisée (4.43) et en utilisant les notations introduites
précédemment, on obtient :

e dl? =(du,, -dy)+e,-(du, —du,) (4.44)

La résolution du systéme (4.44) donne les deux composantes intrinséques de la coordonnée £ :

d& =h" [('722 d“c.:; —"-'—’12 dur:.'n )'dN + (’—ﬁnel -’T‘lzez)' (dlls - d“c )] (4.45)
dn=h"~ [(’_’?u du,, —m;, duc.&)'dN +(m, e, — e, )-(du, —du, )]

h = det(f,, ) = 75, 75y, — iy, ity (4.46)

représente le déterminant de 7,4 . Les variables calculées en (4.45) sont fondamentales dans la

linéarisation cohérente des équations d'équilibre.

Connaissant les coordonnées et la position du point de contact, on peut maintenant calculer toutes
les dérivées des quantités relatives a la géométrie de la surface cible:
- linéarisation du vecteur normal:

Formellement la dérivée du vecteur normal est donnée par :
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en utilisant les équations (4.43), (4.45) et larelation e, -e® =3% , I’équation (4.47) devient :

dn=-@, (e’ ® n)duc’E -, (e2 ® n)dum -, (e2 ® n)duc e~ (e‘ ® n)duc‘11

, . 4.49
- [m:u(eI ®e! )+ K., (€2 ®e2)+ K,le'®e’ +e2 @e! )kdus —du_) )
ou on a introduit les notations suivantes :

Cap =—gf-;n-

o, =1+ (bnczz -bxzcm)

W, =1+ (bzzcu - bl?.clz)

®y, = (b€, —byCy) (4.50)

@, =(by65 —bycy,)
K, = (bu + buzc22 + bl..,zcll - 2bubmcu)
Ky = (Das + b2y +bpp’cy —2bybicyy )
Ky = [B12 +bybicyy +bybiaCr —Cia(buby + b’ |
- terme géométrique de I’équation (4.23):
Avec les données précédentes, on peut maintenant développer la partie géométrique dans
I’équation (4.23). En effet, on peut écrire :
t-d(du)=—t-(3u . d&+8u_, dn) (4.51)

et on voit que ce terme géométrique, dépend entiérement du point de contact et sa présence est
due au fait que ce dernier se déplace sur la surface cible durant les it€rations jusqu’a ce qu'’il y ait

équilibre. En substituant I’équation (4.45) dans (4.51) on obtient finalement que :

t-d(du)= —[tiruSuc_g (t ®e' )+ w,ou, (t ®e® )+ @,,0u,_, (t ®e* )+ @, 0u (t ®e' )kdus ~du,)
—cpdu ,(t®n)du_, —c,du_, (t®n)du_, +c,du ,(t®n)du_, +c,du_,(t®n)du,,

4.52)
4.4.2 Description du mouvement tangentiel

Si on examine les expressions des équations définissant les matrices de rigidité de contact

LN

(Eqn. 4.32a et 4.32b), on remarque qu'il reste a calculer la variaion de l'incrément de
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déplacement tangentiel dAd,. En se référant 4 la cinématique illustrée par la Fig. (4.2), on peut
exprimer les composantes tangentelles de I'incrément de déplacement comme suit :

Ad; =Au —Au =(1-n®n)Au, -Au,) (4.53)

et sa dérivée donne :
dAad; =(1-n®n)(dAu, ~dAu,)-[1(Au, -n)+n® Au_]dn (4.54)

Pour les différentielles des incréments de déplacement, on doit 4 nouveau distinguer le nceud
contacteur supposé fixe et le point physique de contact qui se déplace sur la surface cible.
dAu, =du, .
. : (4.55)
dAu, =Au_,dE+Au, dn+du,

En udlisant le résultat obtenu ci-dessus et |’équation (4.45) et en remplacant les vecteurs
covariants par les tangentes contravariantes correspondantes, selon 1’éguation (4.38) on obdent :

d(Au,)-d(Au,)=E(du, —-du_)+ U, du_; +U, du_, (4.56)

ol on a introduit les matrices 3 x 3 suivantes :
E =1—a)”(Auc_5 ®.e1)-a;22 (Auc.n ®e2)-w21(A“c.§ ®e2)—a)12(Aum ®el)
U, =c, (Au“ ®n)—c:22 (Auc”.,, ®n)
U, =cp (A“c.s. ®n)—cu (Auc.n ®n)

Avec ces derniéres expressions, on finit la lin€arisation compléte du déplacement incrémental

tangentiel . Ces expressions nous serviront 2 développer les matrices et vecteurs élémentaires.

4.4.3 Formulation matricielle des quantitéé élémentaires

Cette section est consacrée a 1’évaluation des matrices élémentaires résultant du travail
virtuel de contact discrédit€é par éléments finis. Dépendamment de !’application choisie, deux
situations de contact peuvent se produire. Le premier cas concerne le contact entre un COrps

déformable, modélisé par éléments finis, et une surface rigide cible. Le second cas, qui est plus
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complexe, conceme le contact entre deux corps déformables tous les deux modélis€és par
éléments finis. Nous allons tout d’abord nous intéresser a ce cas.

Nous supposons que la surface cible est discrétisée en éléments finis de surface
compatible avec les éléments du maillage du solide considéré pour le contact. De plus, on
suppose que ['élément fini de surface est de type isoparamétrique défini par N points appelés
nceuds auxquels sont associées des fonctions de forme ¥ (§,C_). Ainsi, suivant la pratique
standard en éléments finis[Réf- 10,13,14,22], nous pouvons écrire les relations d’interpolations

suivantes pour les variables, déplacement et position, et leur dérivées associ€es au point de

contact :
u, =y,
uc.a = Wi{ﬁ.w
X = y X,y (4.58)
. X, =v¥%,

ol les quantités avec un chapeau désignent les points nodaux et la convention de sommation est
appliquée pour M = 1...N . A l'aide de ces interpolations, la variation du vecteur déplacement

relatif entre 1'élément de la surface cible et le nceud contacteur, écrite au point de contact devient:

‘56, 7[5,
—~1 =1
u . .-
&Y | |sat

ol y"est une matrice diagonale 3x3 construite 2 partir des fonctions de forme. Par analogie, a

partir de I’équation (4.38), on peut alors écrire pour la dérivée de &u :

34, ] [5a, ]
-1 =1
Su, =‘aaE(‘uc., bi=lo -vi, . -y!] - =A, - (4.60)
sav | [sa"

ou 0 la matrice nulle 3x3.
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Avec ces équations, les termes tels que (n-5u) peuvent maintenant étre écrites convenablement
sous forme matricielle. Les identités matricielles suivantes seront utilisées:

n-Su=n"ASd =N3d

e® -Su=e" ASi=V_5i

f-Su =fTASd =S&id

n-du, =n"A_8i=D &i

f-6u, =fTA 8i=G 5

t-du, = tTAJSﬁ =F &a

(4.61)

od Tsignifie transposé.

Pour la mise en ceuvre de la formulation des martrices élémentaires, on doit se référer a
’expression du travail virtuel donnée a I’équation (4.10). En appliquant le principe d’invariance

du travail virtuel, on peut aussi écrire : )
G(P,5u) =t (n-8u)+ 1t (f-5u)=5a’R . (4.62)

ot Rest le vecteur des forces de contact. L’introduction des matrices d’interpolation donne :

R, =t N"+t.ST=ATt , (4.63)

L’évaluation des matrices de rigidit€ suit la méme procédure que celle pour le vecteur résidu. En

introduisant les matrices d’interpolation dans le travail virtuel lin€arisé, on obtient une expression

de la forme :
D,(G)=38"K dii (4.64)

ou K _est la marrice de rigidité de I'él€ment de contact.-En appliquant la séparation utilisée dans

le travail virtuel linéarisé, la matrice tangente de I’élément de contact est alors constitués de trois

parties :
K. =K, +K, +K, (4.65)

ou K, référe i la contribution du contact sans friction, K, représente la contribution due au

frottement et K est la partie géométrique.



Le réarrangement de 1’équation (4.49) sous forme matricielle, en appliquant les équations (4.61)
donne :
— cauVerl +anzTDz +w21VzTDx '*"a’quTDz +
dn=-Ar " T r . (4.66)
Ky V.TV, + 1V, TV, 00, (V, TV, +V,TV, )

Pour I’évaluation de la quantité dAd, on définit les matrices 3x3 suivantes :

A=1-n®n (4.67)
B =1(Au, -n)+n®Au, (4.68)
C=1-f®f (4.69)

En combinant ces définitions aux équations (4.54), (4.56) et (4.66) on obtient :
, ©,V,"D, +©,,V."D, +w,,V,’D, +»,V,’D, + _

dAd, = A[I‘3A+U1A_1 +U2A;]+BA e o (e T WO (M
Kk ViTVy 4k, V, TV, +1, (VTV, +V,7V, )

=Qdii
(4.70)

Les composantes de la matrice de rigidité en contact s’expriment alors comme Suit :
- Larigidité du contact normal a partir de [’équation (4.31) s’écrit :

CIJI1V1TD1 +GJ:2V2TD: +w21V2TD1 +C’J12V1TD2 T}} (4.71)

- Larigidité pour la friction avec adhérence a partir de I’équation (4.32) s’écrit :
K,=-¢,A7Q 4.72)

- La rigidité pour la friction avec glissement a partir de [’équation (4.33) s’écrit :

K, = —;,L_{e SIN+g, "i—NﬂATCQ} (4.73)
T
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- Larigidité géométrique s’éctit quant 3 elle comme suit :
__|ouF TV + 0TV, + 0, F TV, + @, BTV, + _ “74)
* " |euF'D, +cF,D, —c,(E"D, +F,’D,)

11 est & noter que dans le cas du contact normal sans friction la matrice de rigidité élémentaire est

symétrique et elle s’écrit comme suit :
K. =K, +K, (4.76)

Ces matrices de rigidité seront assemblées avec les matrices globales par modification des

coefficients des degrés de libert€ des €léments actifs impliqués dans la zone de contact.
4.5 Algorithmes de recherche automatique des zones de contact

Dans la section précédente, nous avons décrit I’essentiel des ingrédients permerttant le
calcul des forces de contact. Cependant nous n’avons pas évoqué les algorithmes de détecuon des
zones de contact. Ce sont ces derniers qui permettent de trouver les zones de contact (interférence

entre les maillages) et s’il y a lieu d’introduire ou de supprimer les forces de contact s’exercant

“entre les deux corps.

Le probléme du contact est surtout de nature géometrique et s’il nous parait extrémement
facile de déterminer si deux maillages interférent, la modélisation de cette interférence et surtout

de sa rapidité de traitement s’avére particuliérement complexe.

Les algorithmes de recherche sont d’une importance capitale dans le succés de Ila
modélisation d’un probléme de contact. L’expérience a montré que dans certaines simulations, ils
peuvent accaparer plus de la moitié du temps CPU total.

L’intérét pour ce sujet est donc grand et plusieurs chercheurs se sont penchés sur lui.
Ainsi, on peut citer les travaux de la [Ref-1] qui a développé un algorithme de recherche de
contact, sous le nom de "Pinball algorithm", et qui consiste .é insérer des spheéres dans des

€léments qui sont connectés aux nceuds comme le montre la Fig. 4.4. Ces sphéres sont centrées
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aux barycentres des mailles et ont le volume de ces demiéres. La détection des pénétrations
devient alors trés simple : il suffit de comparer la somme des rayons 2 la distance entre les centres
des deux sphéres pour savoir si les deux él€ments interférent. Les forces de contact sont alors

calculées de facon approchée grice a une technique de pénalisation.

Y

" Normales assembices
_,_erun nocud de bord

L
- -

4

seoeel

n
>

A A . Y N
N
¢ ()

»,

9000

900000600

vy v ¥V Y Y VY OVY OV

()

LX)

N~

Figure 4.4 :Techniques de Pinball

Tl existe d’autres techniques de recherche des zones de contact [Ref-8], qui permettent
d’éviter un balayage systématique de 1’ensemble des nceuds a chaque temps. Le principe repose

sur un découpage de I'espace a I’aide d’un maillage virtuel en sous zones (cases, octants).
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Figure 4.5 Maillage virtuel d’un domaine plan
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Des listes d’objets contenant des nceuds dans chaque zone sont mises a jour i chaque
introduction d’objet. La structure la plus simple est la grille réguliére recouvrant le domaine.
Chaque case de la grille est indexée par un entier. Cette structure est décrite dans le plan (Fig.

4.5).
Le pas de la grlle est calculé en fonction des longueurs d’aréte minimale D_._ et

maximale D _,_du contour (2D) ou de surface (3D).

D==4D%, -DE, @77

Par défaut, ac =2et f =1 (le poids le plus importé.nt est affecté a la plus petite taille).
Connaissant les coordonnées (X,y) d’un nmui il est immédiat d’en déduire le numéro de

la case a laquelle il appartient :

clé(x, y) = im{ X ;‘“ ]fo -im( y;“ j (4.78)

Ensuite dans la boucle sur les nceuds déformables, pour chacun d’eux, seuls les segments

rigides faisant partie de la méme cellule sont testés, ce qui permet une grande économie de tests.

Pour fa;:iliter la descn'ption des algorithmes de recherche de contact que nous avons
développ€ et celui que nous avons adopté [Ref—lS],’[Ref-’ll], [Ref-22], pour les problémes de
contact multi-corps et dans lesquels nous utiliserons la notion d’élément cible appartenant a un
corps rigide, et d’un nceud contacteur appartenant a un corps déformable, les hypothéses
suivantes sont adoptées :

- le contact apparait entre plusieurs corps rigides et un corps déformable,

- le contact peuf éure adhérent ou glissant, avec ou sans frottement,

- les solides en contact peuvent avoir des surfaces a petits rayons de courbure et méme des
surfaces qui présentent des discontinuités de pente,

- le contact est bi-dimensionnel et tridimensionnel.

4.5.1 Algorithme de recherche basé sur la hiérarchie du contact
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Cet algorithme a été développé a I'université de Linkoping en Suéde par [Ref-23]. I est
basé sur la hiérarchie du contact et permet une recherche automatique des zones potentielles de

contact.

4511 Hiérarchies de contact

Un systéme de contact est composé de plusieurs corps de contact, un corps de contact
consiste lui méme en plusieurs surfaces de contact qui sont définies comme étant I’assembiage de
plusieurs facettes de contact. Afin de simplifier nos descriptions, notre développement est axé sur
le cas en 2D, cependant le cas 3D en découle par analogie. Une facette est une collection de

plusieurs arétes en 2D (ou €l€éments de surface en 3D) de contact auxquelles nous associons des

nceuds de contact (Fig.4.6).

Figure 4.6 Hiérarchies de contact

Dans le cas bidimensionnel, nous pouvons définir trois hiérarchies de contact dans la

procédure de recherche :



- surfaces de contact,
- arétes de contact,

- nceuds de contact.

4512 Territoire hiérarchique de contact

Pour une recherche efficace des zones de contact, nous introduisons la notion de territoire
pour une hiérarchie du corps de contact. Ce territoire est défini comme une boite englobant un
maillon de la hiérarchie du solide. Ainsi, nous associons un territoire pour chaque hiérarchie (Fig.

4.7).

Dans le cas d’une surface de contact, en 2D le temitoire hiérarchique de comtact est

déterminé par 4 points.

Corps de contact

‘Probié¢me de contact

Sarface de contact Elément de coatact

Aréte de contact Noeud de contact

Figure 4.7 : Territoire hiérarchique de contact

Soit T le territoire hiérarchique d’une surface de contact et x;(i=1N) le vecteur position
d’un nceud de contact i dans une hiérarchie de contact. N représente le nombre total des nceuds de

contact dans cette hiérarchie. Le territoire hiérarchique est défini comme suit :
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T={(x,.x2)1x™ <x, <xp.i=12} 4.79)
X,,X, sont les composantes cartésiennes du vecteur position x et :
i ; 3 2 N
b S =mm(xi,xi, ................ , X; ) (450
max 1 2 N - )
X =max(xi,xi yeeesererenenans . X; )

Pour une recherche efficace des noeuds de contact, nous introduisons la notion de territoire
hi€rarchique élargi dans I’équation (4.30) qui s’exprime par :

T={x,.x,)[x™ -E_ <x, <x™ +E_,i=12} (4.81)

ep?

olt E_ est un parametre définissant le territoire élargi.

4513 Territoires de contact

Nous associons a chaque segment cible un territoire de contact, fonction de la tolérance de

contact h, (sa valeurs est fixée par I’utilisateur) et qui s’exprime, dans le cas bidimensionnel, sous

la forme suivante (4.8) :
T. ={~h,<g, <h 0<E<I} (4.82)

gy et Ereprésentent la distance de pénétration et la coordonnée normalisée définies dans (4.2) et

dans [Ref-9].

TERRITOIRE
- 5 D'UN SEGMENT

Figure 4.8 : Territoire de contact

4514 Procédure de recherche de contact
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Les zones potentielles initiales de contact sont initialisées par 1’utilisateur dans le fichier

d’initialisation. La procédure de recherche de contact consiste a trouver une zone commune entre
deux territoires hi€rarchiques €largis T, et T, (Fig. 4.9) qui se traduit mathématiquement par la

relation suivante ;

T={x,.x,)|x;™ <x, <x{™,i=12} (4.83)
avec : .
x;™® = max(x!™®, x2™) 434
X;™ = max(x| ™, x 2™)
Une variable logique L est définie par :
L=L, UL, (4.85)
avec :
L, =x;™ <x[™; L, =x;™ <x;™ (4.86)

Si I’opérateur logique L est vrai, ceci implique ’existence d’une zone potentielle de contact, alors
nous retenons uniquement les nceuds contacteurs et les éléments cibles appartenant a cette zone
commune, dite zone potentielle de contact. Cette tiche est aussi appelée recherche globale de
contact. Elle est réalisée en exploitant la notion de code de positionnement dont I’algorithme est

développé dans [Ref-21].

Zone comniune
de contact

\_Teﬂ'i(nin- dc contact

\\ Territoire hiérarchique

... - e ¢élargi de contact

Carps dr contact

Figure 4.9 : Zone commune de contact
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Ainsi la détection des nceuds de contact 2 I'intérieur des segments de contact est réalisée
avec un algorithme basé sur la recherche suivant chaque dimension. L’espace tridimensionnel
contenant les surfaces de contact du modeéle est divisé en boites cubiques (Fig. 4.10) et a chaque
boite est associée un nombre relatif 4 sa position dans le systtme de coordonnées global. A

chaque nceud de contact, on associe un code de position correspondant a la position de la boite

ou il est situé.

Figure 4.10 Cube des positions des boites englobant une surface de contact

L’expression pour le code de position est donnée par :

p. =1024°b, +1024b_+b, ' (4.87)

od p.est le code de positonet b ,b ,b_sont les dimensions de la boite dans chaque dimension.

Le vecteur b = (bx .b,.b, ), associ€ a un nceud est évalu€ par |’expression suivante :

n.l :
X, =X, —--—-;c (4.88)

b =in{ xl_x" ) (4.89)

ou x, est le point milieu initial de la structure basé sur ’extension dans chaque dimension, n_est

le domaine des dimensions maximum de la boite, présentement égal a 1024, |_est la largeur

d’une cellule et ‘x est la position courante du nceud. L’équation (4.88) dans notre algorithme est
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évaluée une seule fois et les équations (4.87) et (4.89) sont utilisées chaque fois que les codes de

positions sont recalculées.

Connaissant les codes de position de tous les nceuds de la zone potentielle de contact, on
évalue le territoire des arétes ou des surfaces de fronti€re sur le corps cible. Ce qui nous permet
maintenant de déterminer les nceuds qui sont dans le territoire de chaque segment potentiel de
contact. Pour chaque segment cible appartenant a la zone potentielle de contact, nous

recherchons son plus proche voisin parmi les nceuds contacteurs (Fig. 4.11).

L’algorithme se lit comme suit :
e Pour chaque segment cible
e Pour chaque nceud de la zone potentielle de contact
e Tester si le nceud est a I'intérieur du territoire du segment de contact dans chaque
dimension

e Si celaest le cas vérifier la tolérance de contact C, =h,
e Le nceud se trouve au-dela de la tolérance C, = h, et il est dit libre;
e Le nceud se trouve a C, =h, prés du segment cible et il est dit en

contact

e Le nceud se situe en dessous de C, et il est dit pénétré. Un algorithme

de résolution de type pénalité est alors mis en ceuvre.
e Si tous les tests sont positifs alors on peut former un élément potentiel de contact
e Fin de boucle sur les nceuds

e Fin de boucle sur les segments

Aprés avoir trouvé les éléments potentiels de contact qui sont formés d’un nceud contacteur et
d’un segment cible on procéde a la recherche locale de contact qui consiste a établir lesquels des
€léments potentiels trouvés répondent au critére du segment le plus proche. Ceci est réalisé grace
a I’algorithme du "closest point projection”.

Les conditions de contact seront testées uniquement pour les neeuds contacteurs qui, a I’étape

considérée, se trouvent a I’intérieur des territoires hiérarchiques des segments cibles potentiels,
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ces nceuds sont déclarés comme "actifs”. Cette procédure permet d’éliminer les nceuds potentiels
de contact "inactifs" qui seront temporairement ignorés dans les calculs.

Noeuds CONTACTEURS

Territoire hiérarchique
Y \ de contact

t. .

i

T PR Y i y S
S
Elément CIBLE

Territoire hiérarchique élargi
du segment de contact

Figure 4.11 Nceud contacteur 2 I'intérieur du territoire hiérarchique d’un élément cible

L’algorithme de recherche de contact doit &tre capable de gérer les situations ambigués
qui peuvent se produire lors de la procédure de recherche de contact :

le nceud contacteur candidat se trouve en face d’un angle mort, et ne posséde aucune

projection sur les éléments maitres proches, dans ce cas-la deux situations se présentent :

le nceud est libre ou en contact (Fig. 4.12(a)). Ainsi, nous lui associons le nceud cible le

plus proche, et un des segments cibles connectés au nceud cible le plus proche.

Le nceud est en pénérration (Fig. 4.12(c)), et dans ce cas nous lui associons le segment

cible le plus proche dont la distance du point candidat et de sa projection sur cet élément
est la plus grande :
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X, = rxmx(xul , xnz) (4.90)

- Le nceud contacteur "actif” libre, en contact ou pénétrant est en face d’une vallée et
posséde donc plusieurs projetés sur des éléments cibles (Fig. 4.12(b)), (Fig. 4.12(d)). Dans ce cas,
nous lui associons un des €léments cibles le plus proche dont la distance du point candidat et de
sa projection sur cet €lément est la plus petite : '

x, =min(x, , X, ) (4.91)

a

(a) Noeud de contact cn (b) Noeud de contact
face d’un angle mort en face une vallée

- e @

(s)
(d) Nocud de contact pénétrant
(c) Noecud de contact pénétrant
une surface a travers un angle mort une surface & travers une vallée

Figure 4.12 Cas ambigués de contact

4.5.15 Fréquence de recherche des nceuds de contact

Afin d’accroitre I'efficacité de I’algorithme de recherche, la recherche globale n’est

normalement pas effectuée a chaque pas de chargement. Avec une tolérance de contact donnée,
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h,, et une vitesse relative maximum au nceud connue, le nombre de pas de chargement entre les

recherches globales peut étre ajusté afin d’assurer que tous les nceuds approchant le segment de
surface soient détectés a I’intérieur du territoire de contact. La fréquence de recherche globale est

évaluée avec l’expreSSion suivante [Ref-2 1] .
n_ =in [ S 4.92

ol n est le nombre de pas de chargement entre les recherches globales, A, est la tolérance de
fonction de séparation normale, At,, est la durée maximale d’un pas de chargement et v, est la

vitesse relative maximale des nceuds de contact.

Dans ce chapitre, on a présenté les lois de contact et de frottement les plus utilisées dans
les modéles numériques de simulation de mise en forme ainsi que la résolution des équations
d’équilibre avec les inéquations de contact et de frottement. On a é€galement présenté les
algorithmes de recherche automatique des zones de contact utilisés dans la simulation des
procédés de mise en forme.

Le chapitre suivant sera consacré a I’étude de la programmation des éléments finis dans Visual

C++ avec Diffpack.
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CHAPITRE V

PPROGRAMMATION ET MODELES
ELEMENTS FINIS ORIENTES OBJETS DANS
L’ENVIRONNEMENT DIFFPACK

5.1 Imtroduction

On a connu au cours des derniéres décennies un avancement remarquable dans le
domaine du calcul numérique et en mécanique. Cette avancée est surtout due au
développement dans la conception des ordinateurs conjugué au développement paralléle
en génie logiciel. C’est ainsi que les logiciels de calculs scientifiques empruntant de plus
en plrus la voie des langages naturels ont connu un essor iema:quable. Des outls
numériques de plus en plus conviviaux et performants permettent de résoudre des
problémes réels de plus en plus complexes dans divers domaines comme le génie
mécanique, le génie civil, la physique, les mathématiques appliquées, la géologie,

I’astrophysique, la géophysique, etc...

Les outils mathématiques permettant de modéliser ces problémes sont les

équations aux dérivées partelles (E.D.P.s) et les méthodes numériques associées. C’est



86

dans le but de mettre au point une boite a outils pour résoudre ces derniers que Diffpack a

été congu dans les années 90. [Ref-11].
5.2 Qu’est-ce que Diffpack ?

Diffpack est une boite a outils complexe qui permet de développer des simulateurs
numériques. Pour un programmeur, Diffpack est un outil de modé€lisation et simulation
numérique qui est composé de bibliothéques de fonctions organisées en classes en C++.
Diffpack utilise en grande partie des techniques de programmation orientée objet. Cette

particularité permet a Diffpack de bénéficier d’avantages importants.

En effet, la programmation en classes est plus facile et plus flexible que celle faite
en manipulant les données par des variables d’entrées et de sorties qui est utilisée dans les
routines du Fortran ou du C. Les classes en langage C++ peuvent €tre associées afin de
former des codes d’applications résolvant des problémes dans des domaines variés,
notamment dans ’ingénierie, les sciences naturelles, 1’économie et 1a médecine.

La programmation en classes permet aussi de sauver considérablement du temps a écrire
et débugguer les codes, en ce sens que le programmeur bénéficie non seulement de
bibliothéques de fonctions qui ont €té largement testées et d’abstractions trés avancées,
comparativement a la programmation en Fortran ou en C, mais aussi de la possibilité de

réutiliser plus facilement son code.

Les outils disponibles dans Diffpack vont de simples abstractions, comme les
vecteurs, a d’autres plus complexes comme des collections d’éléments finis. Parmi ces

abstractions on distingue :

- vecteurs, matrices, tableaux a indices multiples, chaines de caractéres, ...
- outils E/S simples et complexes, un systtme de menu pour initialiser des
programmes, outils de gérance des fichiers résultats, un systéme couplé d’outils de

visualisation
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- représentation de systémes et solveurs linéaires, représentation de systémes et
solveurs de systémes non linéaires

- maillage d’éléments finis et de différences finies, champs scalaires et vectoriels sur

des maillages d’él€ments
- une collection d’éléments finis, plusieurs algorithmes d’éléments finis et structures de

données utiles en €léments finis
outils de calculs des probabilités, générateur de nombres al€atoires, méthodes de

solution pour des équations différentielles ordinaires stochastiques, outils pour des
champs aléatoires, maillages adaptatifs, estimation d’erreur, méthodes de
manipulaton de problémes 2 piusieurs maillages, méthodes de décomposition de
domaines

- méthodes éléments finis généralisées (formulations mixtes)

- support pour le calcul parallele

et plusieurs exemples de simulateurs de probiémes comme le. transfert de chaleur,

I’élasticité, et la mécanique des fluides.

Dans nos travaux on s’est intéress€ aux outils de programmartion relatifs i la résolution de

probliémes de mécanique des solides non lin€aires par la méthode des éléments finis.

5.3 Outils de programmation des €léments finis (EF) dans

Diffpack

L’unlisation de Diffpack ne requiert pas une connaissance avancée en C++,
cependant il est impératif de connaitre quelques principes de base du C++ afin de pouvoir
se servir de Diffpack. De plus, 1l est utile de développer des aptitudes & programmer pour

pouvoir tirer le maximum d’avantages & programmer avec Diffpack.

Ainsi, on doit distinguer et bien comprendre quelques propriétés fondamentales au

langage C++ et dont nous donnons quelques exemples :



88

La programmation orientée objet est basée sur [’ utilisation de classes et d’objets.

Une classe est formée de deux parties: des variables membres, des fonctions
membres. Les variables membres étant les attributs de Ia classe tandis que les
fonctions membres sont des méthodes de transformation et d’échanges des donnéss.
Un objet d’une classe est une entit€ ayant les propriétés(attributs et fonctions)
développées dans sa classe.

Une classe peut hériter d’une autre classe. L héritage peut-étre de trois formes : un
héritage public, un héritage protégé et un héritage privé. L’héritage est dit public
lorsque |’hérider a accés a toutes les propriétés de la classe dont elle hérite, 1’héritage
est dit protégé lorsque I'héritier a accés & toutes les propriétés de la classe donc elle
hérite qui sont publiques ou protégées, I'héritage est dit privé lorsque !’héritier a
accés 2 toutes les propriétés de la classe dont elle hérite qui sont juste publiques.

Les relations entre classes peuvent étre aussi : une association ou une composition.
Une classe A est associée a une classe B lorsqu’xin objet de B est une variable

membre dans la classe A. Une classe A est composée d’une classe B lorsqu’une

fonction de A utilise un objet de la classe B.

Ce bref apergu démontre la capacité du C++ a créer des abstractions assez diversifiées.
Cette section est consacrée a I'introduction au développement et a la programmation des
€léments finis dans ’environnement Diffpack. Afin d’atteindre cet objectif, le paragraphe

suivant est consacré a la présentation d’un simulateur de résolution par éléments finis non

linéaire dans Diffpack.

5.3.1 Implantation d’un simulateur EF non linéaire dans Diffpack
L’apprentissage du développement et de la programmation éléments finis dans

Diffpack peut étre divisé en trois sections. La premiére concerne les notions de base dans

Diffpack, la seconde est relative 4 I’'implantation d’un solveur élément fini linéaire et la

derniére & I'implantation d’un solveur €élément fini non lin€aire.

53.1.1 Concepts de base
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Les concepts de base dans Diffpack peuvent étre regroupés suivant les sujets
suivants :
- Initialisation de [’environnement de Visual C++ 6.0: Le travail dans
I’environnement de Diffpack requiert des initialisations relatives a la configuration du
langage Visual C++ 6.0. Ainsi ’option "active configuration” du C++ doit étre mis 2
"Release”, ceci est reli€ au fait que la version 3.0 de Diffpack avec laquelle nos travaux
ont €t€ effectués est fonctionnelle seulement en mode "Release”. Le programmeur doit
également initialiser les répertoires utiles du C++ en mettant 4 jour les adresses
disponibles a I’option TOOLS > OPTIONS > DIRECTORIES en fonction du répertoire

d’installation de Diffpack

- Objets et tableaux dans Diffpack : Le développement de codes numériques dans
Diffpack est rendu plus facile grace a I’existence de classes permettant une représentation
numérique proche du modéle mathématique (Fig 5.1). Par exemple au niveau algébre
lin€aire on distingue 1’organisation des classes de tableaux, de matrices et de vecteurs
dans Diffpack. Comme il est illustré dans le schéma(Fig 5.1) ci-dessous, le design des
hiérarchies de la classe array peut sembler compliqué a premiére vue, mais la raison

pour un tel design est la flexibilité, la gé€néralité et la robustesse.

La subdivision du concept de vecteur en plusieurs types VecSimplest, VecSimple,
VecSort et Vec est motivée par les diverses fonctionnalités de la classe Type. Le
principe de I’héritage est utilisé ici de fagon effective afin que les procédures
d’indexation, d’allocation, et de désallocation soient programmés et testées seulement
une seule fois. Les classes VecSimplest, VecSimple et Vec sont définies pour des
vecteurs dont 1’indexation commence par 1 contrairement a la convention du C/C++ ou
I’indice des tableaux commence a 0.

La hiérarchie du concept vecteur posséde une classe de base VecSimplest(Type) qui est
aussi simple que possible. Il n’y a aucune condition nécessaire sur le type des données
d’entrée du tableau (Type), autre que la classe Type doit avoir un constructeur sans

argument; c’est tout simplement un tableau en C/C++ de données d’entrées Type avec
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une classe comme interface. Cette classe nous sera d’une grande utilité dans nos travaux
comme il est démontré 2 la section 6.2.2.
Une classe un petit peu plus avancée, VecSimple, est dérivée de VecSimplest, héritant de

toutes les variables et fonctions de VecSimplest.

VecSimplest
A
VecSimple ArmayGenSimplest
7'y 'y MarSimplest
VecSort ArrayGeaSimpie ? Matrix
A A MacSimpie
Vec A
|
Mac MarTr MatDiag MatSparse
ArmayGen
Vector IA -
ArrayGeaSel MarBand MarStuctSparse
() (®)

Figure 5.1 Hiérarchie des classes pour vecteurs(a) et matrices(b)

La classe VecSimple peut initialiser un vecteur, elle peur aussi égaliser deux vecteurs.
Elle permet de créer des tableaux, ol chaque enuée est un objet d’une classe (Type).
Cette classe (Type) doit contenir une copie du constructeur, ainsi que les opérareurs

suivant : operator=, operator<<, et operator>>.

La classe VecSort est une sous classe de VecSimple et elle ajoute des fonctionnalités
d’impression des données d’entrée du vecteur. Les procédures d’impression requierent
que la classe d’entrée (Type) ait défini les opérateurs <, >, <= et >=. Si la classe Type
peut aussi supporter les opérateurs +, -, *, et /, on peut alors réaliser des opéranons

numériques avec les données d’entrée.
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Une classe avec plusieurs opérations numériques (comme la norme, le produit

scalaire, etc...) est la classe Vec.

Afin de généraliser les fonctionnalités de la classe VecSimplest, la classe
ArrayGenSimplest permet d’ajouter aux fonctionnalités de VecSimplest la possibilité
d’avoir des tableaux 2 indices muitiples comme des tenseurs. Ainsi ArrayGenSimplest
dérive de VecSimplest. Cette méme approche permet de définir les classes ArrayGen, et
ArrayGenSimple. ArrayGenSimple peut imprimer son contenu et égaliser les tableaux
entre eux. La classe ArrayGen peut, quant a elle, réaliser toutes les opérations
numeériques disponibles dans Vec par une dérivation de la classe Vec.

Il est 3 noter que les fonctionnalit€s numériques de Vec(Tvpe) n’ont pas de sens
quand Type est int, de méme il n’y a pas de ArrayGen(int).

Une approche similaire est utilisée pour le design de la hiérarchie pour les marrices.
La classe pour une matrice la plus primitive et dense est appelée MatSimplest, la classe

MatSimple est une extension par fonctionnalité, tandis que Mat est utilisée pour des

opé€rations numériques.

- Abstractions usuelles : Maillages er Champs : Parmi les abstractions développées
dans Diffpack on distingue celles relatives au maillage et aux divers champs de données
afin de bien refléter les entités mathématiques et physiques d’un simulateur. Ainsi dans la
formulation mathématique d’une méthode discréte pour des équations aux dirivées

partielles a variable scalaire, on suppose la fonction inconnue u comme un champ

scalaire(field) défini sur un maillage(grid).

Les champs sont divisés en deux ensembles : les champs scalaires et les champs
vectoriels (Fig. 5.2). Leurs classes de base respectives sont Field et Fields. Les classes
pour le maillage ont pour classe de base la classe Grid. On développera dans la section

5.3.3 de facon plus détaillée une sous classe de la classe Grid, GridFE.



Fields
FieldConst FieldWithPtValues FieldFunc /

FieldsFu FieldsWithP FieldsCo
FieldVecld Fields FieldsLattice
FieldsPiWi
FieldScatPt FieldFE || FieldLattice || FieldPiWisConst (TS
FieldsScatPt

@ (b)

Grid
GridWithPts
GridScatPt GridFE GridLattice
GridLatticeA GridLatticeB GridLatticeC

©

Figure 5.2 Hiérarchie des classes pour les champs scalaires(a) et les champs vectoriels(b)

- Codage d’un simulateur d’E.D.P. comme une classe :

et pour le maillage (c)

Un simulateur sous

Diffpack comprend des €léments de base a partir desquels I’on peut développer son code.

Ces éléments sont :

o Main.cpp : fichier principal

° Simulator_name.cpp : Le code source de I’application

° Simulator_name.h : Le code header (déclaration) de I’application



93

D’autres classes peuvent s’ajouter 2 la classe du simulateur.
53.12  Solveur EF. linéaire

Un solveur EF lin€aire dans Diffpack doit répondre a certaines normes
intrinséques & Diffpack. L'implantation d’un tel solveur se fait & travers une classe qui est
dénommeée d’apres la classe du solveur ou du simulateur. Cette éfude essayera donc
d’étre la plus générale possible afin de faire ressortir les particularités d’un tel simulateur
dans Diffpack. La structure "UML" (Unified Modeling Language) d’un tel simulateur a la

forme suivante :

Simcase
A
DegFresFE
FEM
A
\ 4
Simulateur
R 5 GridFE
y
A 4
SaveSimRes LinEqAdmFE TimePrm FieldFE

Figure 5.3 Structure UML d’un simulateur EF linéaire (fléche droite : héritage, fiéche

ronde : composition)

Le simulateur doit €tre une sous-classe de la classe FEM étant donné que la
méthode des éléments finis est choisie pour la discrétisation spatiale. La classe FEM est
disponible dans la librairie de classes prédéfinies de Diffpack et elle contient des
algorithmes par défaut qui sont souvent utilisés dans des probiémes d’€léments finis. Une

étude plus détaillée de la dite classe est faite i la section 5.3.2.
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La classe du simulateur utilise donc des variables pointeurs, objets des classes
LinEqAdmFE(Interface aux classes LinEq* utiles pour les systémes linéaires),
Deg¥FreeFE(Administrateur des degrés de liberté pour les systémes linéaires d’éléments
finis), GridFE(Maillage d’éléments finis), FieldFE(Champ scalaire d’éléments finis).

Les principales fonctions utiles a la résolution d’un probléme sont déclarées dans le
fichier header, elles sont définies et codées dans le fichier source et sont appelées dans le

main. Les fonctions standard d’un simulateur de base sont donc :

Les fonctions membres standards

adm Administre le menu

define Définit les items du menu

scan : Lit les données 2 partir du menu et imitialise les objets
internes(maillages, champs, conditions limites, etc....)

integrands Deéfinit I'intégrande pour la matrice de ngidité et le

(ElImMatVec&.FiniteElement&) résidu €lémentaire a partr de la forme variationnelile

fillEssBC Etablit les conditions limites essentielles

solveProblem Appelle la résolution du probléme

resuitreport Enregistre les résultats obtenus.

Routines optionnelles

calcEImMatVec(int. ElmMatVec& Finite | Calcule les martrices et les vecteurs élémentaires
Element&)

integrands4side - Définit I'intégrande sur la frontére i partdr de la
formulation faible
saveResults Enregistre les résultats obtenus dans des fichiers

Tableau 5.1 : Les fonctions membres standards d’un simulateur EF linéaire
Le programmeur peut accroitre la flexibilit€ de son programme en :

- utlisant le systéme de menus disponible dans Diffpack :
Le systéme de menu disponible dans Diffpack est défini dans la classe MenuSystem. Le

systéme peut opérer sous différents modes.
«* Mode graphique

«* Mode question/réponse
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e FEt Mode terminal interactif

L’utilisation du menu requiert :

e L’initialisation du menu dans le main : Le main doit initialiser I’objet du menu giobal

juste aprés avoir appelé la fonction initDiffpack :

global_menu.init (""Description du simulateur”,''nom_du_simulateur’);

L’extension du solver peut étre réalisé€ dans le main par :

global_menu.multipieLoop (Simulator); ol simulator est un objet de la classe du

simulateur.

La foncton multipleLoop dans le systtme de menu administre 1’appel de adm pour
construire le menu et initaliser le simulateur, I’appel de solveProblem pour calculer une

solution numérique, et 1’appel de resultReport pour reporter des.résultats relatifs a la

simulation.

e Définition de I’arbre du menu : Le menu est consdtu€ d’items et de sous-menus.
Chaque menu ne peut comport€ plus de 3 sous-menus. La définition des items est réalisée
grice 2 la fonction addItem, fonction membre de MenuSystem tandis que la définifon

des sous-menus est réalisée grice & la fonction addSubmenu, fonction membre de

MenuSystem.

Déclararion de la fonction addltem :

addItem
(
int level, // menulievel to add item (1 2 3)
const String& command, {/ stream and graphic command for item

const String& cl_option_string,// commandline command "'+argument"’
const String& description, // header and description

const String& default_answer, // default answer - last read answer
const String& valid_answer, // validity string eg. R[-1 1]

char hot_Key, /! short key stream and graphic

char <cl_option_char, /] short key commandline "-argument”
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MenuCallBack* func = NULL  // callback function
);

Déclaration de la fonction addSubMenu:
bool addSubMenu
(

int level, // level of menu hiearchy to add submenu
const String& name_label, // prompttext for submenu: "prompt>"
coust String& command, // stream and graphic command

const String& description, // header and description

char hot_key // hot key for streams and graphics

)

Ainsi dans la fonction define de la source du simulateur le menu est souvent défini avec
les commandes suivantes : menu.addItem(..,......); menu.addSubMenu(..,...,...)3

- créant de facon dynamique des maillages a I’aide de préprocesseurs :

Il vy a plusieurs préprocesseurs simples d’éléments finis dans Diffpack. On peut citer:

PreproBox, ProproSupElset, Geompack

- prenant avantage des différents outils de visualisations disponibles dans Diffpack :

La classe SaveSimRes permet de sauvegarder des champs de données dans des fichiers.
Le format de sauvegarde est propre a Diffpack et est appel€ le simres format. Afin
d’imprimer on exporte le champ en simres au fichier de format requis par le programme
d’impression. Ceci est accompli en utilisant un filtre. Des filtres pour plusieurs systémes
d’impression existent dans Diffpack, par exemple , Vtk, Matlab, AVS, IRIS Explorer,
Flotmrtv, et GumPlot.

53.1.3 Solveur E.F. non linéaire
Un solveur EF non linéaire est une extension du solveur E.F. linéaire. En plus de

dériver de la classe FEM, le simulateur doit dériver de la classe NonLinEgSolverUDC

qui est une classe pour les systémes non linéaires. Une étude plus détaillée de la dite
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classe est faite a la section 5.3.2. La structure UML d’un tel simulateur a la forme

suivante :
Simcase
T DegEresFE
FEM

NonLinEgSolverUDC 7y

I A 4
NonLinEgSolver |« Simulateur > GridFE
/ A
NonLinEgSolver_prm
y
SaveSimRes LinEqAdmFE TimePrm FieldFE

Figure 5.4 Structure UML d’un simulateur EF non linéaire (fléche droite : héritage,

fleche ronde : composition)

On ajoute donc des variables pointeurs permettant de gérer le probléme non linéaire.
Parmi ces variables on peut citer :

- le systdme non linéaire : objet de NonLinEqSolver

- les parametres d’initialisation du systtme non linéaire: objet de

NonLinEgSolver_prm

En plus de nouvelles variables, des nouvelles fonctions s’ajoutent. La fonction majeure
est MakeAndSolveLinearSystem qui est une fonction membre de FEM. Elle est
généralement appelée par le code source du simulateur pour résoudre le systéme linéaire

a chaque itération.

5.3.2 Introduction aux classes FEM et NonLinEgSolverUDC
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Ces classes sont disponibles dans la librairie de classes de Diffpack et sont utles a
Ia définition d’un simulateur d’€léments finis non linéaire. Ce sont les classes de base
d’un simulateur E.F. non linéaire. Dans cette section nous parcourrons la définitdon de

chaque classe en décrivant les variables et fonctions utiles.

La classe FEM comprend une partie protégée et une partie publique. La partie protégée
est consacrée aux variables membres de la classe et la partie publique aux fonctions utiles
de la classe. Ces fonctions, pour la plupart virtuelles, permettent au programmeur d’avoir
accés aux algorithmes €léments finis standard rels que [’assemblage d’éléments finis,

I'intégration numérique sur les €iéments, et diverses autres fonctions dont la liste est

donnés ci-aprés :

makeSystem - résout le systéme lin€aire issue d’une méthode d’éléments finis. La
fonction est entiérement générale et appelle des fonctions virtuelles.pour la définition de
la matrice et du vecteur élémentaire. Une version par défaut de cette fonction virmuelle est
donnée. Elle appelle simplement une fonction pour I’intégration numérique sur I'élément
qui a son tour appelle une fonction virmelle integrands que le programmeur doit
implémenter dans la classe dérivée du simulateur. I est donné plusieurs implémentations

de cette fonction dépendamment des besoins du programmeur.

calcElmMarVec — Calcule la matrice et le vecteur €l€émentaire. Quand le programmeur
dispose d’expressions analytiGues pour le vecteur et la martrice élémentaires. ces
expressions peuvent simplement étre implémentées dans une sous-classe(classe de
simulation).

Si une intégration numérique est requise, la classe FEM dispose d’une implémentation
par défaut de calcElmMatVec qui effectue les initalisations nécessaires et un appel a
numltgOverElement. Ce dernier effectue 'intégration numérique et donne !I’intégrande en
appelant la fonction inregrands qui doit étre implémentée dans la classe du simulateur.
Dépendamment des besoins du programmeur, cette fonction peut éwre modifiée afin de
satisfaire a l'algorithme de résoiution du probléme,(intégration sur !'intéreur d’un

€lément, intégration pour différentes formulations faibles, etc...).
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numltgOverElm - Intégraton numérique sur ['élément. L’objet de Ila classe
FiniteElement doit étre initialis€ en appelant sa fonction: refill avant [’appel de
numltgOverElm. La fonction évalue I'intégrande de I’intégrale en appelant la fonction
virtuelle inzegrands. Si [Dintégrande est défini par une foncton (dérivés de
IntegrandCalc) plutdt qu’une fonction virtuelle de la classe FEM, une version

supplémentaire de numltgOverElm peut supporter ce cas de figure.

numltgQOverSide - Intégration numérique sur le coté (surface) d’un élément.
Contrairement a numltgOverElm I’objet de FiniteElement est automatiquement initialisé
pour le c6té courant (refill4side) dans numlrgOverSide. (Cependant, refill doit étre
appelé, mais cela est habituellement fait avant numlrgOverElm qui précéde normalement
le calcul de ['intégrale sur le cdt€). Une version supplémentaire permet de tenir compte

du cas ou l'intégrande sur le coté (surface) est défini en terme d’une fonction de

IntegrandCalc.

integrands4energyErrorNorm - une fonction similaire a inregrands, mais dont le but est
d’évaluer la contribution (d’un point d’intégration dans un €lément) a la norme de
I'énergie de I’erreur. Ainsi, I'on doit dans cette fonction avoir l'inconnu principal du

probléme et une solution de référence (ex : une solution exacte).

arrachMassMarrix — Cette fonction permet a [’utilisateur d’attacher de fagon explicite sa
propre matrice masse. Si la fonction n’est pas appel€e, diverses autres fonctions pour
calculer des dérivées et des flux liss€s utiliseront une matrice masse interne, qui est
automatiquement réutilisée dans des calculs ultérieurs (2 moins que le maillage soit
modifié durant une simulation). En pratique, plusieurs simulateurs n’auront ou
n’attacheront jamais une matrice masse, mais plutdt reposent sur FEM et ses calculs
internes de matrices masses.. Si la matrice masse doit étre utilisée directement dans le

solveur, elle est disponible comme variable membre, mass_mat.
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En plus, on distingue des fonctions calculant des dérivées de champs définis sur des

éléments finis. Comme ces dérivées sont discontinues, plusieurs algorithmes de lissage

sont offerts. Ce sont :

smoothField  makeGradient, makeFlux, smoothDertvarive, smoothGradient — qui

permettent le calcul de dérivées lissées de champs sur des éléments. finis.

smoothMultipleFields — Elle réalise I’algorithme de lissage des moindres-carrés pour

plusieurs champs simultanément.

modifyField4Constraints - Cette fonction colle les contraintes de facon explicite sur le
vecteur dans le champ de données. La fonction modifyField4Constraint est
automatiquement appelée a parur de toutes les fonctions dans la classe FEM qui effectue
du lissage sur des champs de données. Ainsi, cette fonction n'est utilisée par les

programmeurs que pour effectuer des lissages locaux dans le simulateur.

La classe NonLinEqSolverUDC contient I’information nécessaire a 'implémentation

d’un solveur non linéaire . Elle comprend une partie publique composée de foncuons

dont voici la liste.

makeAndSolveLinearSystem — résoud le sous-probléme linéaire 2 travers un algorithme

non linéaire itératf.

makeResidual - calcule le résidu des équations non linéaires en se basant sur

I’approximation disponible la plus récente de la solution non linéaire.

normOfResidual - retourne la norme du vecteur résidu. Pour la méthode de Newton, cela
est habituellement trés facile du fait que le résidu est la composante de droite du sysiéme
linéaire(dans FEM en udlisant la classe LinEqQAdmFE, on retourne simplement

lineq.b().norm(12) ). Cependant, dans d’autres méthodes I’on a généralement besoin de

calculer le résidu.



101

startSolveInContinuationMethod - La fonction conrinuationSolve de la classe
NonLinEqSolver est utilisée pour remettre le paramétre Lambda i !’échelle de

paramétres pratiques , €x : Nombre de Reynolds dans la mécanique des fluides.

comment - peut étre utilisée pour donner un commentaire dans le résultat de solveurs

non linéaires.

beforeSolveInConrinuarionMethod — cette fonction est appelée avant chaque appel de la
fonction solve dans la méthode de continuation dans la classe NonLinEgSolver (la
fonction conrinuarionSolve). L' utilisateur doit implémenter une version de cette fonction
dans sa classe de simulation. L'argument Lambda est la valeur courante du parameétre
dans la méthode de continuation. Ce parameétre est toujours dans I'intervalle [0,1], oa O

correspond a un probléme facile et 1 correspond au probléme que 1’on désire résoudre.

5.3.3 Introduction i la classe GridFE

La classe GridFE a pour rdle de définir le maillage d'éléments finis dans
Diffpack. Son role dans une analyse €léments finis est d’autant plus important qu’il est
I’outil par lequel I’utilisateur définit la discrétisation de son probléme. La définition d’un
objet GridFE peut se faire a I'aide de préprocesseurs ou mailleurs, allant du simple au
compliqué. Par exemple, on a :

- PreproBox : maillage de domaine topologiquement équivalent & un hexaédre.
- PreproSupElset : maillage en utilisant le concept de super-élement

- Geompack : maillage automatique en €él€ments triangulaires et tétraédriques dans le

cas de géométrie quelconque.

Dans notre €tude, seul le mailleur PreproBox est utilisé. C’est un simple préprocesseur 2
base rectangulaire. Les €léments générés sont des types suivants :
- famille d’éléments multi-linéaires (€léments linéaire en 1D, éléments quadrilatéraux

bilinéaires en 2D, éléments trlinéaires en 3D)
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éléments.de type multi-quadratique

La Fig. 5.5 présente les relations hiérarchiques entre les classes Prepro, Geometry et

Partition qui sont 2 la base de la classe PreproBox.

Prepro
Geometry A Parddon
PreproBox
GeomervBox PartdonBox

—» : Héritage (Sous-lasse de)

: Composition (variable membre de)

Figure 5.5 Stucture UML relatif 2 la classe PreproBox

La créaton d’un objet Grid suit donc une syntaxe propre i sa classe. Ainsi a ['aide de la
] p prop

foncton readOrMakeGrid I’on peut a Ja fois :

lire un fichier contenant des données d’un maillage dont le format correspond au
formart du fichier produit par la fonction prins de GridFE.

Comme exemple, si le fichier format€é est Tmp.txt alors la commande est :

readOrMakeGrid (*grid, Tmp.txt);

Initaliser un objet Grid a partir d’un fichier d’entrée contenant un appel
d’initialisation & I’aide d’un préprocesseur ou simplement d’une chaine de caractres
contenant un appel d’initialisation a [’aide d’un préprocesseur.

Par exemple, le fichier peut s’appeler “inputfile.i” et contenir le texte suivant :

set time parameters = dt=0.04 t in [0,0.16]

set gridfile = PREPROCESSOR=PreproBox | d=2 [0,1]x{0,1] | d=2
elm_tp=EImB4n2D div=(8,8], grading=[1,1]
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ok !mark the end of the file.
ou la chaine de caractére peut étre :
String s = PREPROCESSOR=PreproBox | d=2 [0,1]x[0,1] | d=2

elm_tp=ElmB4n2D div=[8,8], grading={1,1]

La commande est donc readOrMakeGrid (g,“ inputfile.i ”'); dans le premier cas et
readOrMakeGrid (g,s); dans le second.

La classe GridFE a pour objectifs de donner :

La liste et les coordonnées des points aux nceuds

La liste et connectivité de chaque €lément

- un numéro pour le matériau associ€ 2 chaque élément

le type de chaque élément (linéaire, quadratique, trilinéaire, etc...)

les nceuds sujets a certaines conditions limites.

L’udlisateur de Diffpack a wes peu d’interaction avec la classe GridFE dans la mesure
ol I’objet Grid est intimement li€ au préprocesseur qui le génére. Afin de spécifier les
conditons limites, les nceuds et les éléments peuvent étre marqués avec des conditons
limites, ceci est fait automatiquement avec le préprocesseur PreproBox. L utilisateur peut
cependant modifier les conditions limites du probléme en utlisant la fonction

redefineBolnds. Les différents rypes d’€léments disponibles dans Diffpack sont :

® ElmTensorProdl
® ElmTensorProd2

¢ ElmTensorProd
Ces éléments sont obtenus par produit tensoriel d’éléments unidimensionnels, ils sont

coliteux et on leur préfére des éléments plus spécialisés comme :

¢ EImB2nl1D, ot Elmxnyd désigne un €lément fini 2 X nceuds et de dimension y
® EImB4n2D
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e EImB9nlD
e EImT3n2D

Aux sections 5.6 et 5.7 nous passerons en revue les éléments qui nous ont été d’intérét

dans nos travaux.

La classe GridFE est donc une classe nécessaire a 1’analyse E.F.. Elle posséde en dehors

des fonctions citées ci-haut d’autres fonctions dont voici un apercu :

redim, getNoNodesInElm, setNoNodesInElm, gerMaterialType, serMaterialType,
getElmType, setElmIype, fillCoor, getElmCoor, getCoor, purCoor, getMinMaxCoord,
getLocalCentroid, getGlobalCenrroid, loc2glob, putLoc2Glob, setBolnd, clearBolnd,
putBoIndName, gerBoIndName, boSide, boNode, boNodesInElm, Bolnd, redefineBolnds,
addBoIndNodes, addMaterial, polygon, notEqual, scanLarrice, isLartice, getLartice,
isReallyLartice, refinelfBox, setUniformMesh, setNonUniformMesh, hasUniformMesh,
move, startlterator, nextPt, getNoPoints, isNode, nearestPoint, isNodelnElm,
boundingBox, findEImAndLocPt, print, scan, newNodalNumbering, nodeCoupiings,

constraintCouplings, calcBandwidth, calcTolerance

Comme on le voit, la classe GridFE en dehors de relations intrinséques(Fig 5.2) dont elle

" bénéficie, dispose d’une panoplie de fonctions qui facilitent de beaucoup la tiche de

I’ utilisateur.

5.4 FEléments finis 2D 2 4 nceuds ElmB4n2D

L’analyse 2D par €léments finis est réalisé avec 1’élément bilinéaire 2D défini
dans Diffpack. Dans cette secticn notre objectif est de décrire cet élément.
Il est caractérisé par quatre nceuds aux sommets du quadrilatére, qui sont numérotés

autour de I’élément selon la convention suivante(voir aussi page 106) :
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Face 2
3 '—EJ 4

Face 3 |« 1 Face |

1 v 2

Face 4

Figure 5.6 Numérotage de I'élément EImB4n2D(ou Q4)

En mécanique des solides chaque nceud posséde deux degrés de liberté (i.e. peut se

déplacer en x et y). Les déplacements u et v sont supposé€s €tre des fonctions lin€aires de
I’élément, c’est-a-dire :

u=>b,+b,x+b;y+b,xy, v=bs; +b,x+b,y+b;xy 6.D

ol b,(i=1,2, ..., 8) sont des constantes. Le champ de déplacements défini par (5.1) doit

satisfaire les 8 équations suivantes €crites aux nceuds :
u, =b, +b,x; +byy, +b,x;y,

u, =b, +b,x, +b;y, +b,x,y, (5.2)

v, =bs +b;x, +b,y, +bsx,y,

En résolvant ces équations, on peut exprimer les coefficients b, (i=1, 2, ..., 8) en termes

des déplacements et coordonnées des nceuds de 1'élément. Alors en substituant ces

coefficients dans (5.1) et en réarrangeant les termes, on obtient :

ul

\$!
wl [N 0 . N O]y (5.3)
v 0 N, .. 0 N,

u,

N
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Nous avons deux systémes de coordonnées sur I'élément : les coordonnées globales (x,y)

et les coordonnées naturelles (£,7 ). Les fonctions de forme en fonction des coordonnées

naturelles sont: [Ref-44]
1 . 1 .
N, =Z(1=¢)i-7) Ny =1 +¢f1-n)

I . 1 .
N, =Z(I-€)(J+n). N, =;;(1+c)(1+r7)

Le champ de déplacements en fonction des déplacements aux nceuds est alors donné par :

, u=iN‘.ui, v=iN,.v‘. (5.5

i=l i=l
de sorte que u et v sont des fonctions bilinéaires sur I'€lément.
5.5 Eléments finis 3D a 8 nceuds ElImB8n3D

L'analyse 3D par éléments finis est réalisé avec l'élément trilin€aire 3D défini dans
Diffpack. Dans cette section on veut décrire briévement cet élément. I-est caractérisé par
huit nceuds aux sommets de la boite hexaédrique, qui sont numéroiés autour de 1'élément

selon le couverture présentée dans la Fig. 5.7 ci-dessous.

Q)

FACF. 1

FACF4 [¢&—

X ] v

FACFE 3 FACE 6

Figure 5.7 Numérotage de I'élément EImB8n3D(HS)
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En mécanique des solides, chaque nceud posséde trois degrés de liberté (i.e. peut se
déplacer en x, y et z). Les déplacements u, v et w sont supposés éwe des foncdons
trilinéaires de I'élément, c'est-a-dire :

wu=b, +b,x+b;y+b,z+bsxy+bsxx+b,yz+byxyz

v=by +b,x+b,y+b2+b;xy+b,,x2+b,; vz +bsxyz (5.6)

w=b;; +b3x+b1gy TbpZ+by Xy +byyXT + by ¥z + by Xy

oub (i=1,2 24) sont des constantes.

Le champ de déplacements défini par 3.1 doit satisfaire les 24 équations suivantes écrites
aux nceuds :
u, =b, +b,x;, +b;y, +b,2, +bsx;y, +bsx,2, + b, y,z, +bgx;y, 3,

U, =b, +b,x; +b3y; +b,2, 5%, ¥, +55%,2, +5;y,2, +bgX;¥,2, 5.7)

wg =by; +bgXs +019Ys THpZg +hyy X3V T 05X5Zs +053Y5%5 ¥ 52:XY5%s
En résolvant ces équations, on peut exprimer les coefficients b, (i =1, 2, ..., 24) en
termes des déplacements et coordonnées des nceuds de I'élément. Alors en substituant ces

coefficients dans (5.6) et en réarrangeant les termes, on obtient :

rul‘

Vl
) [N, 0 0 . Ny 0 0w|
vi=l0 N, 0 .. O0- Ny O} ..} (5.8)
wj |0 0 N, .. 0 0 Ngl|lu,

Vs

Vs )

Nous avons deux systémes de coordonnées sur I'él€ment : les coordonnées globales

(x,¥,2) et les coordonnées naturelles (&,,E,,&; ). Les fonctions de forme en fonction des

coordonnées naturelles sont :
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N, =é’(l“§1)(]—‘fle_§_v). N, =(_;'(I+§1XI—§2)(1_53)
N, =£(1_51X1+62X1—63)1 N4='§'(I+§1)(1+‘fz)(1_53) 8

; . avec 3 N, =1(5.9)
N, =§(I—51)(1“62)(1+§3): Ng =§(I+§I)(1-62)(1+§3) "

N7='§(1—61XI+§2X1+§3L Ns=§(1+§1)(1+52)(1+§3)

Le champ de déplacements en fonction des déplacements aux nceuds est donné par :

u=iN‘.u5, v=iN,.v‘., w=iNiwi (5.10)
i=1 i=1

=l
de sorte que u, v et w sont des fonctions trilin€aires sur ['élément.

Dans ce chapitre, on a présenté les grandes lignes de la programmation de simulateurs
non lin€aires dans [’environnement Diffpack en mettant 1’accent sur la modélisation
orientée objet et les différents modeles éléments finis disponibles dans Diffpack. Le
chapitre suivant sera consacré a la présentation des comparaisons et a la validation des

simulateurs programmés ainsi que des résultats obtenus.
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CHAPITRE VI

SIMULATION NUMERIQUE :
COMPARAISON ET VALIDATION

6.1 Hyperélasticité

6.1.1 Introduction

L’étude de la formulation de I'hyperélasticité nous a permis de développer un
programme permettant la résolution de problémes pour des matériaux hyperélastiques

compressibles et incompressibles. Le programme est orienté objet et est basé sur

I’environnement offert par le logiciel Diffpack.

Nous avons implanté une formulation spatiale donnée dans [Ref-10]. Les auteurs

ont développé un code en Fortran, permettant de résoudre 1’hyperélasticité, nommé

Flagshyp.

Notre approche a €té de se servir de Flagshyp comme point de départ et de
modéliser I"hyperélasticité, non avec une notation indicielle conme dans Flagshyp mais
plutdt avec une notation matricielle, tout en profitant de la flexibilité offerte par la

programmation orentée objet de Diffpack. Dans un premier temps nous présenterons la
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structure de Flagshyp et ensuite, nous montrerons comment une implantation orientée
objet fit réalisée. Les deux algorithmes sont simples et 1’on peut passer de 'un a I'autre

sans une compréhension approfondie de la notion orienté objet.

6.1.2 Hyperélasticté dans Flagshyp

Flagshyp est un programme en Fortran qui résoud pour 7 types différents de
matériaux le probléme hyperélastique. La formulation développée dans Flaghyp utilise
une notation indicielle pour représenter les tenseurs. |
Une présentation du développement de [’hyperélastcité fait dans Flagshyp pour le
matériau 5 est présenté 4 ['annexe A. L’algorithme procédural présenté est celui utilisé
pour résoudre le probléme avec les éléments quadddb et hexa8db correspondant a notre
développement dans Diffpack. Chaque fonction est accompagnée d’un commentaire,

lorsque possible, décrivant les formules utilisées dans le programme: .
6.1.3 Hyperélasticité dans Diffpack

Le programme Hyperlasticité développé dans Diffpack a une structure orienté
objet. Il est donc caractérisé par l'utlisation de classes. Ces classes comportent des
attributs et fonctions permettant de résoudre le probléme. Comme I’hyperélasticité est un
probléme non linéaire, la structure de notre simulateur est semblable 2 celle présentés a la

section 5.3.1.3. pour les applications non linéaires. Cette structure est présentée 2 la Fig.

6.1.

La classe Hyperelasticity utilise donc comme variables pointeurs des objets de classes
diverses, ce qui permet de profiter d’abstractions multiples afin de réduire le temps de

programmation et de débuggage. Les principales fonctions de la classe ainsi que leurs

descriptions sont décrites a I’annexe B.
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Figure 6.1 Structure UML du simulateur Hyperelasticity

(fléche droite : héritage, ligne simple : composition)

6.1.4 Comparaison et validation.

Simcase
GUIGlue FEM NonLinEqSolverUDC DegFreeFE
FieldF .
ieldFormat GrdFE
————— /
Hyperelasticit,
SaveSimRes | — P y
FieldsFEatitgPt FieldFE
R N Field
NonLinEqSolver_prm NonLinEqSolver TimePrm FieldsFE
Fields

Afin de valider le programme Hyperelasticity développé dans Diffpack un

exemple simple est utilisé (Fig. 6.2). Considérons en effet, un bloc solide de forme

rectangulaire. Le bas du solide est fixé, son dessus est soumis a un chargement de

pression constante et ses bords sont libres.

Pyt 24880084343

T

i
-

i v bty

1

R

4 S

Figure 6.2 Cas simple d’étirage

I IS
(LA Ldd

Le méme exemple est tourné sous Flagshyp afin d’effectuer une comparaison.

Flagshyp s’est avéré un code fiable 4 la suite de comparaisons faites entre Flagshyp et
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Abagqus. On compare le déplacement maximum aux nceuds du solide.- L’exemple est

présenté au tableau 6.1 en 2D.
- On applique en 2 pas de chargement une pression de 50 avec E=250 et

nu=0.3 sur un corps ayant pour dimensions 1x1.

Type Nbre Déplacement maximum
d’éléments Flagshyp Diffpack
Matériau Compressible Neo Hookéen
1 élément (1.176 117644
Déformations § 16 éléments §1.188 1.18773
planes Matériau Incompressible Neo Hookéen
1 élément §1.180 1.18026
16 éléments §1.154 1.19414

Tableau 6.1 ;: Comparaison Flagshyp et HyperElasticity dans Diffpack

Comme on le voit les résultats donnés pour les matériaux compressible et incompressibie
Neo Hookéen par Diffpack et Flagshyp en déformarions planes sont semblables. La
déformation est de ['ordre de 20% et la seule différence dans les résultats obtenus se

trouve au niveau de la précision des résuitats soit & 10°~ prés.

Le cas 3D et le cas en contrainte plane donne des résultats concluants sous Difipack,
cependant on remarque que le code Flagshyp comprend des erreurs de programmation

pour ces cas. Afin de valider nos résultats nous ferons des exemples de contact ayant des

résultats analytiques.

6.2 Contact

6.2.1 Introduction
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L’émude de la formulation du contact nous a permis de dévélopper un programime
permettant la résolution du probléme du contact pour des matériaux hyperélastiques
compressibles et incompressibles. Le programme est orienté objet et est basé sur
I’environnement offert par le logiciel Diffpack.

Le programme Contact découle de ['implantation de I’hyperélasticité. Les corps en

interaction sont déformables. La structure UML du programme se présente comme suit :

Simcase
FieldFormat f
SaveSimRes FEM NonLinEgSolverUDC
FieldsFEadt Y DegFreeFE
t
VecSimplest(Domain) GridFE
L \
VecSimplest(Frontier) i
= \-mﬁQAdeE
VecSimplest(Contact_pair) FieldFE
A
. A Field
VecSimplest(Contact_element) FieldsFE
NonLinEgSolver_prm NonlinEgSolver TimePrm Fields

Figure 6.3 Structure UML du simulateur Contact

(fleéche droite : héritage, ligne simple : composition)

Comparativement au programme Hyperelasticity le programme Contact dispose de
classes additionnelles qui permettent de gérer les diverses structures algorithmiques
reliées a la résolution du contact. La classe Contact gére comme la classe
Hyperelasticity les lois de comportement des solides en contact, cependant elle dispose
de variables supplémentaires qui sont les objeis des ciasses additionnelles lui permettant
de réaliser la recherche des €léments de contact, le calcul des matrices et vecteurs

€lémentaires de contact et leur assemblage dans le systéme global afin de résoudre le

probliéme de conatct.
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6.2.2 Indexation de classes complexes dans le simulateur de Contact

Afin de profiter des abstractions disponibles dans Diffpack et compte tenu de la

nécessité de devoir gérer plusieurs corps dans le cas du contact nous utiliserons un moyen
d’indexation disponible dans Diffpack.

Une bonne indexation permettra de sauver du temps a écrire et a débugger le code. En

effet, un probléme de contact est composé de plusieurs corps appelé€s ici Domain. Soit

donc le cas montré a I’'illustration suivante :

Contact problem

Domain 1

Domain 2

Domain 3

Domain i

Sur chaque domaine on peut avoir plusieurs surfaces ici nommés frontier intervenant

dans I’analyse du contact.

Contact problem

e |

Frontier 1

Frontier 2

Frontier 3

Frontier j

Le probléme de contact est résolu par pair d’objets en contact. On distingue le contacteur

et la cible qui peuvent éue Domain I et Domain 2 dans le cas présenté plus haut. Pour

chaque corps on peut avoir des surfaces de contact qui peuvent étre Frontier 1 et Frontier

2. Un probléme de contact est donc modélisable par un ou plusieurs paires de corps en

contact.

Contact problem

- e

Contact pair 1

Contact pair 2

Contact pair 3

Contact pair k
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Sur chaque paire de corps en contact il est défini des éléments de contact qui doivent

respecter des contraintes de contact et qui aident 4 la résolution des équations d’équilibre.

Contact pair i

— o S~

Contact element 1 Contact element 2 Contact element 3 Contact element m

Une illustraton des relations décrtes ci-dessus en utilisant les relations de

programmation en C++ (notation UML) est la suivante :

- class Conract element class Contact pair p{ class Fronder p| class Domain

Avec la fléche indiquant une relation de possession. Nous pouvons donc définir quatre
classes. Avec :
- class Contact_element ayant un objet de class Contact_pair.

- class Contact_pair ayant deux objets de class Frontier nommés target et contactor.

- Class Frontier ayant un objet de class Domain

Toutes ces classes sont indexées avec VecSimplest_Type, qui est une fonctonnalité de
Diffpack. La classe qui gére toutes les données relatives 3 ces classes est bien

évidemment class Contact qui posséde des objets indexés de ces quatre classes.

Une illustration est montrée ci apres : class VecSimplesy(Domain)

class VecSimplest(Frontier)

class Contact

class VecSimplest(Contact_pair)

class VecSimplest(Conact_element)
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6.2.3 Comparaison et validation

Notre but est de modéliser tout d’abord des exemples simples et fréquents dans [a
litérature afin de valider le code du contact. Nous considérerons donc des cas-tests
standard permettant de valider aussi le modele hyperélastique presqu’incompressible. Les
tiches de traitement des données sont présentées a I'annexe C. Les calc-uis effectués

respectent les régles de correspondance des unités en €léments finis.
6.2.3.1 Exemple 1 : Un poingcon comprimant un bloc en 2D

Notre but 2 travers cet exemple est de vérifier la performance numérique de notre
simulateur dans le cas 2D et de comparer le comportement des forces de contact normales
par rapport a celles trouvées suivant la théorie de Euler [Ref-26]. Cet exemple est
présenté¢ a la Fig. 6.4. II s’agit d'un poingon rigide comprimant un bloc sous une
condition de contact normal. Le bloc est fixé a sa base. La symétrie du probléme nous

indique que nos résultats devraient également étre symétriques.

YYVY YAy
Poingon :

22 élémemnts Q4,
dimension 30x35

Bloc : 100 éléments Q4, dimension 100x10

— 7
Figure 6.4 Exemple 1

Les propriétés du matériau hyperélastique incompressible néo-Hookéen en déformation
plane employées pour notre simulation sont : pour le poingon Epeineon = 108, Vpcingon = 0
et pour le bloc Epjec = 10’ , Vpiee = 0.3. Le coefficient de pénalité a été choisi éN =2.10".
Sous une pression constante de p = 500 notre algorithme coﬁverge de facon satisfaisante

en 12 itérations. La performance numérique est présentée dans le tableau ci-apres.
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Itération 1 2 3 4 5 6
Erreur 2.0883e+001 | 9.3958e-002 | 3.4113e-002 | 9.2914e-005 | 2.9361e-003 | 9.8297e-004

[tération 7 8 9 10 11 12
Erreur | 4.3298e-004 | 1.8085e-004 | 7.0828e-005 | 3.9179¢-005 | 1.7405¢-005 | 9.4737¢-006

Tableau 6.2 : Performance numérique de I’exemple 1

L’environnement graphique offert par Diffpack nous permet de visualiser des champs
scalaires et vectoriels sur le maillage d’éléments finis traité. Cependant on ne peut
observer malheureusement qu’un seul maillage a la fois. C’est ainsi qu'on peut tirer les

figures suivantes.

Y Dy
i

T

-248 -199 -131 0624 00604

Figure 6.5 Composante y du déplacement (dir. normale) du bloc.

Le bloc connait une déformation dans la zone de contact. La zone déformée est

symétrique, ce qui respecte nos hypothéses.

Déplacement ux
-0.602 -8301 -53%¢-006 0301 C602

Figure 6.6 Composante x du déplacement (dir. tangentielle) du bloc
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La déformation est importante et est de I'ordre de 26.8% de 1’épaisseur du bloc, on
observe donc de grandes déformations. Afin de valider le cas présenté, il est intéressant

de représenter la courbe des forces de contact. normale en fonction de la zone de contact.

Tn en fonctionde r

o0 | _ A

*"Tnen fonctionde r.

Figure 6.7 : Courbe de la force de contact normale en fonction de r

La force de contact normale suivant la théorie de Euler [Ref-26] doit croitre du centre de
la zone de contact vers I’extérieur de celle-ci et c’est ce qu’on observe ici. La Fig. 6.6
nous permet en plus, d’observer que les nceuds qui se déplacent le plus tangentiellement

sont ceux qui se retrouvent aux extrémités de la zone de contact.

6.2.3.2 Exemple 2 : Un poingon comprimant bloc en 3D

Notre but & travers cet exemple est de vérifier la performance numérique de notre

simulateur dans le cas 3D et de comparer le comportement des forces de contact normales
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et tangentielles par rapport 2 celles trouvées suivant la théorie de Euler [Ref-26]. Cet
exemple est présenté 2 la Fig. 6.8. Il s’agit d’un poingon rigide comprimant un bloc sous
une condition de glissement. L analyse du frottement effectué dans cet exemple consiste

4 comparer la grandeur de la force de contact tangentielle 2 la force de contact normale.

| L1LIl]]

Poincon :
98 éiéments HE
Dimension : 30x30x5

Bloc :
128 éléments HE
Dimension : 80x80x10

7 V4 7 e 7 e 7
Figure 6.8 Exemple 2

Les propriétés du matériau hyperélastique incompressible néo-Hookéen employé pour
notre simulation sont : au niveau du poingon déformable Epgincon = 108, Vpoingon = 0 , €L aU
niveau du bloc déformable Epjoc = 10° , Vpioe = 0.3. Les coefﬁciéms de pénalité ont été
choisis ex = 10* , er = 10*. Is sont beaucoup plus €levés que dans le cas 2D. Ceci est lié

aux nouvelles dimensions des corps et au chargement qui est ici plus élevé. Le coefficient

de frottementest u=0.6 .
Sous une pression constante de p = 6x10° notre algorithme converge de facon

guadratique en 3 itérations. La performance numérique est présentée dans le tableau ci-

apres.

Itération 1 2 3

Erreur 2.9304e+001 3.0503e-003 1.4685e-007

Tableau 6.3 : Performance numérique de ’exemple 2

La Fig. 6.9 nous permet de visualiser la déformation du bloc. Comme on le voit le bloc

connait une déformation symétrique.
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Déplacememtu
231

Figure 6.9 Déplacement dans la direction z du bioc.

La déformation est importante et est de "ordre de 28.1% de [’épaisseur du bloc. Une
coupe médiane permet d’obtenir la Fig. 6.10 qui représente la contrainte de déformation

de Von Mises lissée sur le champ d’éléments finis du bloc.

Contraints de Yon RMises
04607

g

1

_297e+003

Figure 6.10 Contrainte équivalente de Von Mises lissée sur le bloc déformé.
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Tout comme dans le cas précédent, afin de valider le cas présenté il est intéressant de

représenter la courbe des forces de contact normale ct tangentielle en fonction de la zone

de contact.

La figure illustrant la vaniation des forces de contact en fonction de la position des points

de contact par rapport au centre de la zone de contact est présentée ci-apres.

force de contact

Tn et Tt sur la zone de contact dans le cas

du frottement par adhérence
7.00000E+17 =
6.00000E+17 - ‘//
5,00000E+17
. /
4.000008+17 " & Tnenfctder '
. . * —&—Tt en fonction de r j

3,00000E+17 - - ———Exponentie! (Tn en fct de 1)

' [

| /
2,00000E+17 -

/

1,00000E+17 -
0.00000E+00 L S S S Vi S —

o]

10 15 20 25

zone de contact -r

Figure 6.11 : Courbe de la force de contact en fonction de r en cas d’adhésion

Le fait que la composante de la force de contact tangentielle est plus faibie par rapport a

la force de contact normale s’observe trés bien sur la courbe. La force de contact normale

suivant la théorie de Euler [Ref-26] dans le cas d’un poingon a base rectangulaire sur une

surface plane supposée infinie doit croitre du centre de la zone de contact vers 1’extérieur

de celle-ci et c’est ce qu'on observe ici. Des résultats obtenus, la force de contact

tangentielle varie de 0 a 4.22x10% et la zone de contact connait un frottement par

adhésion, ce qui est logique du fait que le chargement est normal a la zone de contact.
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6.2.33 Exemple 3 : Un bloc rectangulaire pressé contre un cylindre creux en 2D

Notre but i travers cet exemple est de vérifier la performance de 1”’algorithme de
recherche de la zone de contact de notre simulateur. Contrairement aux exemples
précédents la zone de contact évolue a travers les itérations. Cet exemple est présenté a la
Fig. 6.12. 1 s’agit d’un corps en forme d’un cylindre creux sur lequel est press€ un bloc
rectangulaire, plus déformable que le corps cylindrique, sous une condition de coatact
normal dans le cas 2D. L’analyse du contact comprend 1’évaluadon des algorithmes de

recherche de contact.
22 éléments, Dim : 20)2.5 -

VY 9% 7 ¥ IV TV
! LI P
P

i i N
; ! Les éléments sontde

types : Quad 4

it |

A ’ - r 5 420 éléments , Ri=10 , Re=20 r

Figure 6.12 Exemple 3

!

Les propriéés du matériau hyperélastique incompressible néo-Hookéen en déformation
plane employé pour notre simulation sont : au niveau du poingon déformable Ejcincon =
10°, Vpoingon = O , €t au niveau du cylindre creux plus rigide E.y = 10", Ve = 0.3. Le

coefficient de pénalité a été choisi ey = 2.10°.

Sous une pression constante de p = 100 appliquée sur les faces supérieur du bloc

rectangulaire notre algorithme converge en 8 itérations . La performance numérique est

présentée dans le tableau ci-apres.



Itération 1 2 3 4
Erreur | 7.996e-01 4.227e-01| 7.800e-02| 3.904e-01
Itération 5 6 7 8
Erreur 4.527e-01 1.204e-02 7.00e-03 2.991e-03

Tableau 6.4 ; Performance numérique de I’exemple 3

Cet exemple a pour but de montrer I’habilet€ de notre algorithme de recherche du contact
a repérer de fagon efficace les éléments de contact a travers les itérations. Au cours de la
simulation, le poingon tend a s’enfoncer dans le bloc ce qui crée de nouveaux éléments de
contact. La zone potentielle de contact comprend 11 nceuds contacteurs(l, 2 , ...11)

centré i 6. Le tableau suivant présente la performance de 1’algorithme de recherche du

contact :

Itérations Nceud en contact — état de contact

0 1-5 libres

6 en contact (au milieu du bloc

rectangulaire)
7-11 libres

1 1-3 libres
4-8 pénétrés
9-11 libres

Tableau 6.5 : Performance de I’algorithme de recherche du contact
Ce tableau nous permet d’observer et de confirmer le fait que la zone de contact s’élargit
lors de la déformation du bloc. Les résultats relatifs aux déplacements des corps en

contact se présentent comme suit :

Pour le bloc rectangulaire :
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Figure 6.13 Déplacements moyennés sur le bloc rectangulaire

Pour le corps cylindrique :

Déplacement moyenné
8.50e-006

Figure 6.14 Déplacements moyennés sur le corps cylindrique

On observe une représentation correcte du déplacement dans la direction du chargement
sur les deux corps et de fagon symétrique. Le corps rectangulaire tend a épousé la forme
du corps cylindrique. Le corps cylindrique étant plus rigide, il connait un déplacement
qui tend vers zéro a 10°° prés. Les résultats relatifs aux contraintes de Von Mises sur le

corps rectangulaire se présentent comme suit :
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Contrainte de Yon Mises
251

188

126

ﬁ-ﬂ.ﬂllz

Figure 6.15 Contraintes de Von Mises

La partie en contact connait une contrainte plus €levée du fait du contact et la distribution
de la contrainte de déformation de Von Mises obtenue est semblable a celle obtenue par
Taylor et al. dans [Réf-12]. L’épaisseur du corps rectangulaire grandit de 'axe de

symétrie vers le bord.

Dans ce chapitre on a présenté¢ les différentes classes qui ont €té nécessaires pour
I’'implémentation de I"hyperélasticité et du contact dans I’environnement Diffpack, ainsi
que les relations qui existent entre elles. Une comparaison du programme
d’hyperélasticité dans Diffpack par rapport i Flagshyp nous a permis de vérifier ia
fiabilité¢ de la loi de comportement implantée. Le simulateur de contact a été mis a
I’épreuve a travers trois exemples permettant de vérifier les lois de contact a travers la
théorie d’Euler, la convergence numérique ainsi que la performance des algorithmes de
recherche de contact.

Le prochain chapitre sera consacré au bilan des différents travaux réalisés ainsi qu’a la

discussion des perspectives ouvertes par ce travail.



126

CHAPITRE VII

CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

7.1 Conclusion

L’objectif principal de ce travail a ét¢ de mettre au point une méthodologie
pratique pour la simulation et la modélisation par la méthode des éléments finis du
contact avec frottement dans les procédés de mise en forme de structures
hyperélastiques . L’aspect modélisation est relatif au développement, grice aux outils
offerts par la programmatidn orienté objet, et a I’évaluation du modele de comportement
hyperélastique ainsi qu’au développement et a I’évaluation des algorithmes de contact 2D
et 3D avec la technique de résolution utilisant la méthode des pénalités. L’aspect simulation
est relatif aux applications des outils de modélisation pour I’étude du comportement des
structures impliquant des non linéarit€s diverses (grands déplacements, grandes

déformations) et pour la simulation de la mise en forme de solides hyperélastiques.

Ce document a abordé divers aspects pour la modélisation des corps solides. Nous
pouvons citer la formulation et le développement de la loi de comportement hyperélastique
en formulation lagrangienne et spatiale. Divers types de matériaux hyperélastiques sont
traités et implémentés dans |’environnement Diffpack. On distingue les matériaux

compressible néo-Hookéen et incompressible néo-Hookéen.
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Ce travail a permis de développer un simulateur du contact avec des outils
nouveaux offerts par le logiciel commercial Diffpack qui est implanté dans le Visual
C++. C’est ainsi que le développement du code est rendu allégé par l’existence
d’abstractions diverses et puissantes facilitant la programmation et la correction de
programme. Les concepts de relations entre les classes sont abordées dans cette étude du
contact. Ces relations ont permis de distinguer a partir de 1”’algorithme de rechérche basé
sur la hiérarchie du contact quatre classes, 2 savoir :

- une classe pour définir les domaines en contact

- une classe pour définir les surfaces en contact

- une classe pour définir les paires de surface en contact

- etenfin une classe pour définir I’élément de contact.

Ces classes sont incluses et utilisées dans la classe de base qui administre et résoud le

probléme de contact.

Plusieurs algorithmes d’intégration numérique ont €t€ présentés et programmeés.
La résolution des équations d’équilibre avec un schéma de Newton-Raphson, couplé aux
inéquations de contact avec frottement (contact collant ou glissant) dans le cadre des lois
de comportement hyperélastique permet d’obtenir des solutions satisfaisantes selon les
coefficients de pénalité choisis. On a implanté dans le simulateur les lois de comportement
hyperélastique compressible, applicable dans le code en 3D et en déformation plane,

incompressible, applicable en 3D, en déformation plane et en contrainte plane,

Au niveau du traitement du contact, nous proposons des aspects intéressants dans la
formulation d’algorithmes de recherche de contact basés sur une localisation rapide des
nceuds de contact, sur lesquels nous construisons des boites, qui permettent d’économiser du
temps en CPU. Ces algorithmes constituent une pi¢ce maitresse dans un code de simulation,
et permettent une localisation précise de tous les nceuds de contact a chaque instant, ainsi

que la description de leur €tat de contact.

Cette étude du contact ouvre des portes pour un développement plus intelligent et moins

coiiteux en temps de calcul.
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7.2 Perspectives

Les perspectives du présent travail sont intéressantes et concernent donc différents

aspects. On distingue :

- Un développement orienté objet de la loi de comportement afin de faciliter

I"'implantaticn d’autres lois de comportement

- Réaliser une comparaison numérique/expérimental lorsque les presses utilisées en

entreprise seront disponibles afin de corriger le modéle de comportement choisi.

- Implantation d’un interface de visualisation adapté au probléme de contact sous

Diffpack

- Un développement orienté objet de nouvelles méthodes de résolution du contact,
permettant ainsi de pouvoir implémenter autre chose que la méthode des pénalités
d’autres méthodes comme la méthode du Lagrangien augmenté afin d’éviter la perte

de temps reliée 2 la recherche des bons coefficients de pénalité.

- Rendre plus flexible le calcul des tolérances de contact en appliquant un algorithme
it€ratif au calcul de la longueur moyenne d’une cellule et de la tolérance du territoire

de contact.
- Extension de cette étude a la résolution de problémes axisymétriques.

- Extension du mode de pilote par pression en développant celui du pilotagepar

déplacement.
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ANNEXES

ANNEXE A - Algorithme procédural de Flagshyp en anglais

Structure de Flagshvp :

Flagshyp «cceeiiivmiiiie master routine
[___welcome .............................. types welcome message and reads files names
|_elinfo. ..ooooiiiiiiie reads element type
[ |_quad4db..................... evaluates the 4-noded quadrilateral data
| [_hexa8db........cc.o.ooiiil evaluates the 8-noded hexahedron data
|__innodes.......ccccooeiiiniinniiiinen. reads nodal coordinates and boundary codes
|__inelems......ccouvmimiiiiiiiinnie reads element connectivities and material types
|__nodecon........ e ————— evaluates node to node connectivities
|__degfrm.......... SO numbers degrees of freedom with profile minimization
_profile.....ccccoiniiniiminiiiii determines the profile column heights and addressing
[_matprop ............................... reads material properties
|__inloads.......coveiiiiiininiiiinana reads loads and prescribed displacements
|__incontr......ccoeiiiniiiiiiiiiii reads solution control parameters
(DS 115 o Lo JO ORI initializes nodal data such as coordinates

I x =x0 K=0 R=0

|_initel. ..o, finds the initial tangent matrix
| |__gradsh........ooeiiill finds the Cartesian derivatives of the shape functions
‘ oN .
l =, detJxW
ox
| |_kvolume.........ccoeuniniii finds the mean dilatation component of the stiffness matrix

| K, =x-VN, ® VN, / V(e)

update F__ by adding the gravity
ext



ANNEXE B - Descriptions des principales fonctions de la classe HyperElasticity en

anglais

adm : administers the menu by calling :

- SimCase::attach (menu);

- define (menu); : definition of all the items and levels on the menu

-  menu.prompt();

- scan (); : Initialization of all member variables related to the input file
solveProblem : Resolution of the problem

- setICQ; v : sets the displacement to zero

u()(k).values()(i) = 0.0; /I deplacement value at the node i in direction k

u_prev Q(k).valuesQ(i) = 0.0; // prev. deplacement value at the node i in direction k

timeLoop(); : makes the loop over the load steps

Initalization of the timeloop _
Initialization of the variables xlamb (current load step), ximax(maximum load step),
dlamb(incremental load step)

eldbase : initialize the database relative to the element used (only two elements are
implemented: EImB4n2D and EImB8n3D

- gradsh : in case of incompressible material heps find volO for each element

For each load step until xlamb = xlmax
- solveAtThisTimeStep ()

- fillEssBC (); : setessential boundary condition
- if (grid->boNode (noind., boind.))  dof->fillEssBC (noind..boind., 0.0);

- Initialize nonlin_sotution at zero
- If there are new BC at this time step, update the present guess

- Call nonlinear solver with :

bool converged = nisolver->solve 0s " which calls
makeAndSolveLinearSystem at each iteration of the NEWTON_RAPHSON
solver

- After the NEWTON_RAPHSON method has solved the problem, load the
nonlinear solution found by the solver into the u field:

- If convergence was not attained print a file and stop the program



- If not print a file for convergence over the step and continue.

- caleDerivedQuantities ()

- calculate the Von Mises stress measures at integration points

- saveResulits ()
- dump all fields to files for plotting and post-treatment
- Update deformed_grid

-  Update deformed_grid_prev

- UpdateDataStructures
- Update grid as deformed_grid
- setICQ; : sets the displacement to zero
u=0

u_prev =0

makeAndSolveLinearSystem : This function is called during the Newton_Raphson iteration

Copy most recent guess in nonlin_solution to u;

For a NEWTON_RAPHSON method call dof->filEssBC2zero() if not call dof-
>unfillEssBC2zere(); .
makeSystem (*dof, *lineq); : the function itseif is not seen in the .cpp file. It is developped
in FEM and calls calcEimMatVec

-Initialize start vector (linear_solution) to zero for iterative linear solver:

lineg->solve(); : invoke a linear system solver, the solution of the linear system is now
available in the vector linear_solution.

Update of the currentgrid
Print all state variables of the current iteration in a debug file

caicElmMatVec : sets the integration rules for the volume integral calculated in integrands and the element

surface integral calculated in integrands4side .

For incompressible material calculates:

-

integrands :

evol : the current volume
elacd : the average cartesian derivatives "[Ref-10] - Eq. 7.59"
KK : the volumetric component of the tangent matrix "[Ref-10] - Eq. 7.39"

This function is called for each element at each Gauss Point and calculates the contribution to

the tangent matrix and the residue
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- Initalizaton of local variables

- Inidalization of the radius r used in axisymmetry problems
- calcgradN_x

- calcgradDF

- calcDmat

- calcmat2vec (Sigvec, Sigma, elasticity_tp);
- caicBmats

- calcBgeom

- calcSigmap

- calculate matBtDB and matBgtKsBg

- calculate elmat. A the tangent matrix

- calculate elmat.b the residual vector

integrandsdside: Calculates the integrands over the side of the element under pressure.

- Initalization of local variables

- Initialization of the pressure variable depending on a pressure in x direction, in y or z direction

-  Inidalization of the pressure at this step : apres = pressure*xlamb;

- Printina debug file of the variable used and calculated in this function for each integration
point over the side.

- For aPLANE_STRESS and a PLANE_STRAIN problem : Following the article by SIMO the
results are conclusive. [Ref-18]

- For an AXISYMMETRY problem : Following the article by SIMO (not tested yet) [Ref-18].

- For a THREE_DIM problem : Formulation in [Ref-10] pp 179, SIMO the results are

conclusive.
calcgradN_x - Evaluates the spatial derivatives of the basis functions N
- Update the configuration by using the solution at each iteration in linear_solution

-1

N _ON 3f _oN (axj“_azv mede N

x o ax 0¢ (0) OF | &9

B-3



calcgradDF - Evaluates the current deformation gradient

in 3D and PLANE_STRESS in PLANE_STRAIN in AXISYMMETRY:
ax BX -1 nnode aXI aXZ aX, axz
=§=(g{) = XX p_|ox O Fe|9%: 9%
et X, 9%, X, dX,
0 0 1 0 o L
where X is the matrix coordinates R

of the nodes in the element at the
original configuration and x is the
matrix coordinates =f the nodes in
the element at the current

configuration

where r is the current radius at the
present Gauss point and R is the
radius of the present Gauss point

in the original configuration

CalcDmat: - Evaluates the behavioral matrix D

- Inidalizaton of the local variables

- nuE2Lame : converts nu and E to Lame coefficients

- calcld : calculate the identity vector and marrix for the present problem type

- Calculate the determinant of F

- Calculate b=F -FT

- For the present problem type calculate the Cauchy stress and the behavioral matrix D.

Behavioral formulation :

In 3D or PLANE_STRAIN

compressible neo-Hookean in

A

ef-10 201:

o; =—"i(b,. -é',.j)+7(1n J)é,

Y

J

Si =A'8;0, +21'8, 8,

J J

V=2

B-4




1 1 1 0 0 O] 1 0
111000 0 1
111000 0 0
8.8 = =1®1 §.8, =
51000 0 00O 0 o
000O0OO O 0 0
0 0000 O 0 0
in PLANE_STRAIN,
1110 1 0
1110 0 1
8.8, = =1®1 8.8 =
T 1100 k710 o
0 00O 0 0

incompressible neo Hookean in [Ref-10] pp 203 :

(e) (e)
R A v
J=V(°) K KV(e) ,p=|c(:l_—1)
0':1 _P‘J-sﬁ(bij —%IDSUJ

. sl 1 1 1
Sipa = 2uJ 5/3(:§'Ib8ik8.il _gbijsu “gsijbu +§Ib8ijakl]

Cpiijid = P(Sijeu - 26ik8jl)

In PLANE_STRESS
incompressible neo Hookean in [Ref-10] pp 203 :

S O O O ©




i=1; (J =av/dV, j=da/dA)
o-[j = /“b(j - jzaxj

S = A8,;0, +248,6,

2
A= "f.: i = 'uz h= E , in my program H is supposed to be 1.
J J J
with,
1 1 10 1 00 O
1 110 01 0 O
8,0, = =1®1 5.8 = =1
Chb ol D U T A0 “rXoloo1 0 !
0 0 0O 0 0 O ) 0.5
AXISYMMETRY (s not implemented )
calcmat2vec : converts the Cauchy stress in a matrix format to a vector format.
CalcBmats: calculated at each Gauss point
in 3D in PLANE_STRESS in PLANE_STRAIN in A XISYMMETRY
oo oo oy | L E
dx -— 0 o )
oN ox x x
0 — 0 oN oN oN
N dy e = || B dy
° 0 3 3 0 0 = N
B - r4 aN dN Il O
TN W 3 ox N N r
3y ox LY - 3y ox ON oN
o N N ) 3y ox
oz oy L i
N N
oz ox

B-6




calcBgeom: calculated at each Gauss point

in 3D in PLANE_STRESS in PLANE_STRAIN in AXISYMMETRY
EA El A N o |
ggf ox ox ox
dy ¢ 0 _Qﬁ 0 .aﬁ 0 _al_v_ 0
?.I.V_ 0 0 B = ay a)’ ay
oz geom 0 QZ_V_ Byom =| 0 0 B N 0
0o X g = o || Bewn=| T
gx oN dx oN
B =0 N 0 = oN 0 =
geom dy L ay i 0 —- ox
o ¥ o L 9y | 0 W
oz ay_J
o o ¥ )
a.
0 0 9&
dy
oN
0 0 -a—-

CalcSigmap : Converts the Cauchy stress matrix to a new matrix format used to calculate BgtKsBg




ANNEXE C - Pré€ et post-traitement avec le simulateur du contact sous Diffpack

Avant de lancer une simulation il faut préparer un fichier d’entrée d’Extension i (Ex:
Nom_de_fichier.i). Les chaines de caractéres a la droite du point d’exclamation (})

a
désignent toujours un commentaire. L’exemple 2 présenté au chapitre 6 a pour fichier

d’entrée le fichier suivant :

set time integration parameters = dt=1 t in [0, 1]
set elasticity type = THREE_DIM
set hyperelasticity type = INC_NH

{ contact datas

set no_contact_obj = 2 .
set objgrid = P=PreproStdGeom | BOX d=3 [-15,15]x[-15,15]X(20,25] |
d=3 =ElmB8n3D [7,7.2] [1,1,1] , P=PreproStdGeom | BOX d=3 [-
40,40]1x[-40,40]1x%[10,20] | d=3 e=ElmB8n3D ([8,8,2] {1,1,1]

set objname = punch , elastic_foundation

set objtype = RIGID , NOT RIGID

set redefine boundary indicators = n=7 names= P1 P2 P3 ul=0 u2=0 u3=0
free 1={() 2=() 3=(3) 4=() 5=() 6=() 7=(1 2 4 5 6) , n=7 names= Pl P2 P3
ul=0 u2=0 u3=0 free 1l=() 2=() 3=() 4=(6) 5={6) 6=(6) 7=(1 2 3 4 5)

set nu value = 0.00 0.30

set E value = 100000000 1000

set pressure 1 = 0.0 0.0

set pressure 3 = 60000.0 0.0

set deformed grid magnification = 1 1

set debug = 0
set global serach per iteration = 0

set no_elset = 2
set ELSET NAME = punch B , elastic_foundation T

set elmlist = 1 49 1 65 128 1

set no_surface_definition = 2
set SURFACE DEFINITION NAME = punch_B , elastic_foundation_T
set ELSET number = 1 2
set direction = 6 3
set surface_obj = 1 2

set no_contact_pair =1
set CONTACT PAIR SURF= punch_B , elastic_foundation_T
set CONTACT PAIR INTERACTION = FRICTION

set FRICTION = 0.6

set contact zone tolerance = 0.0000000001
set epsilon_N = 20000000000000000000

set epsilon_T = 10000000000000Q0

set territory tolerance = 20

set width of one position cell = 50

set no_ref_node = 0

C-1



sub NonLinEgSolver_prm
set nonlinear iteration method = NewtonRaphson

set max nonlinear iterations = 200
set max estimated nonlinear error = 1l.0e-5 ! eps in terminacion crit.
set nonlinear relaxation prm = { 1.0 }
ok
sub LinEgQAdmFE
sub Matrix_prm
set matrix type = Mat
ok
sub LinEgScolver_prm
set basic method = ConjGrad
ck

sub Precond_prm
tset preconditioning type = { PrecRILU & PrecSSOR & PrecNone } ! 14,

44, 128 it
set preconditioning type = PrecRILU
set (S)SOR relaxation parameter = 1
set RILU relaxation parameter = 0.0 ! 22 (MILU, 1.0) vs 14 (ILU,

0.0)
ok
ok

sub LinEgSolver_prm
set basic method = ConjGrad
ok

sub Precond_prm
set preconditioning type = {PrecNone & PrecJacobi}

ok
ok

Les items sont précédés par le mot set, tandis que les sous menus sont précédés par le
mot sub. Il est important de noter que compte tenu de la largeur du présent document le
format du fichier d’entrée n’est pas tout a fait respecté parce que toute chaine de
caractéres a la droite d’un set ou d’un sub doit se trouver sur la méme ligne.

Comme il s’agit ici d’un probléme concernant plus d’un corps modélisé par des éléments
finis, les données relatives a chacun des corps sont toujours sur la méme ligne et sont de
facon générale séparées par la chaine de caractéres suivante (, ) , soit un espace suivi
d’une virgule suivi d’un espace lorsqu’il s’agit de données sous formes non numeériques
comme les items: objgrid, objname, objtype, redefine boundary indicators, ELSET
NAME, SURFACE DEFINITION NAME, CONTACT PAIR SURF. Lorsqu’ils s’agit de
données numériques un espace suffit comme pour les items : nu value, E value, pressure

1, pressure 3, elmlist, ELSET number, direction, surface_obj.



Le fichier d’entrée est assez simple et permet d’initialiser convenablement le probléme a

résoudre.

Pour résoudre un probléme relatif & un seul corps soumis 2 des conditions limites données
il suffit de suivre la méme procédure. C’est ainsi que un fichier d’entrée permettant de

résoudre le probléme de I’hyperélasticité se présente comme suit :

set time integration parameters = dt=0.2 t in [0,1]
set elasticity type = PLANE_STRAIN
set hyperelasticity type = INC_NH

! contact datas limited
set no_contact_obj =1
set objgrid = P=PreproStdGeom | BOX &=2 ([-1.5,1.51%x{1.0,2.0] | d=2
e=ElmB4n2D [6,4] [1.,1]

set objname = punch

set objtype = NOT RIGID

set redefine boundary indicators = n=5 names= Pl P2 ul=0 u2=0 free
1=() 2=(2) 3=(4) 4=(4) 5=(1 2 3) .

set nu value = 0.30

set E value = 10000

set pressure 1 0.0

set pressure 2 1000.0

set no_elset = 0

set no_surface_definition = 0
set no_contact_pair = 0

set no_ref_node = 0

sub NonLinEgSolver_prm
set nonlinear iteration method = NewtonRaphson
set max nonlinear iterations = 200
set max estimated nonlinear error = 1.0e-5 ! eps in termination cric.
set nonlinear relaxation prm = { 1.0 }
ok
sub LinEgAdmFE
sub Matrix_prm
set matrix type = Mat
ok
sub LinEgSolver_prm
set basic method = ConjGrad
ok
sub Precond_prm
iset preconditioning tyvpe = { PrecRILU & PrecSSOR & PrecNone } ! 14,
44, 128 it
set preconditioning type = PrecRILU
set (S)SOR relaxation parameter = 1.6
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set RILU relaxation parameter = 0.0 ! 22 (MILU, 1.0) vs 14 (ILU,
0.0)

ok
ok

sub LinEgSolver_prm
set basic method = ConjGrad
ok

sub Precond_prm
set preconditioning type = {PrecNone & PrecJjacobil

ok
ok

Le fichier est donc moins long et les items relatifs au contact sont mis a2 O afin de

désactivé le module du contact. L’environnement graphique sous Diffpack se présent

comme suit :

Figure C.1 Environnement de Diffpack
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Afin de simuler un probiéme de contact il faut :

Pour le pré-traitement :

1- Préparer son fichier d’entrée comme décrit plus haut

2- Lancer le simulateur sous Visual C++

3- Appuyer sur la touche 2 pour choisir son fichier d’entrée. Son nom apparait dans la
case 7

4- Donner un nom au fichier résultat (Ex : result_name)dans la case 6

5- On peut visualiser son fichier d’entrée avec la touche 3 avant de lancer la simulation.

6- On lance la simulation avec la tbuche 1

7- Avant de résoudre le probléme posé, une fenétre s’ouvre permettant a I’utilisateur de

vérifier a nouveau ses parametres de simulation.

_{Sunulotron putomelens

8- Une fois la touche START est appuyée la résolution du probléme est en cours.



Pour le post-traitement :
9- Lancer le simulateur sous Visual C++
10- Appuyer sur la touche 5 pour choisir votre chier de post-traitement d’extension field.
11- Sélectionner le résultat que ’on veut visionner dans la fenétre 8 qui présente la champ
de données désiré€ par pas de chargement.
12- On peut également utiliser les différents fichiers géner par Diffpack pour analyser sa
simulation. Parmi ces fichiers on distingue :
- le fichier .result_name_mOl.simres qui présente les types de donn€es
disponibles pour le post-traitement
- le fichier .result_name_mOl.nonlinconv qui présente la performance de la
méthode numérique choisie pour la résolution du probléme non linéaire.
- le fichier .result_name_mO1.grid qui présente les maillages déformés
On distingue aussi différents fichiers de rapports de simulations comme
- result_name-report.html, result_name-report.txt, result_name-report.tex,
resuit_name-summary.dat, result_name-summary.html, result_name-

summary.txt, result_name-summary.tex





