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SOMMAIRE 

Cette thèse traite de la structure de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs 

aléatoires. En se basant sur un concept original de matrices de C-statistiques ins- 

piré d'Hoeffding (1948), la loi asymptotique de différentes matrices d'association est 

déterminée. Ce résultat est appliqué aux matrices de corrélation de Pearson, de Spear- 

man et de Kendall puis, les mesures d'association vectorielle d7Escoufier (1973)? Ste- 

wart St Love (1968) et Cramer & Xicewander (1979) sont définies à partir de ces ma- 

trices. L'avantage principal de cette méthode est que les mesures sont invariantes au 

changement de position et d'échelle des vecteurs d'observations. Les lois des différentes 

mesures d'association sont déterminées et des tests asymptotiques d'indépendance en- 

tre deux ou plusieurs vecteurs sont construits. Une comparaison expérimentale de ces 

tests asymptotiques avec ceux construits à partir de la matrice de covariance est 

effectuée pour étudier le comportement du niveau et de la puissance. 
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INTRODUCTION 

L'objectif du présent travail est l'étude de la structure de liaison entre deus ou 

plusieurs vecteurs aléatoires- Plus particulèrement, on désire éprouver Ihypothèse 

d'absence de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires. 

Pour répondre à cet objectif, un concept original de matrices de L.-statistiques 

inspiré des travaux d7Hoeffding (1948) est utilisé. Cet outil théorique permet de 

déduire dans un cadre général la loi asymptotique d'une matrice d'association. Cette 

approche permet aussi de donner une démonstration plus courte et plus facile Lorsque 

tous les moments d'ordre 4 existent, du résultat de Cook (1951) concernant la loi 

asymptotique de la matrice de covariance échantillonnale (Théorème 1.3.2) de même 

que celui de Steiger & Hakstian (1982) concernant la loi asymptotique de la matrice de 

corrélation de Pearson (Théorème 1.3.3). Ce cadre théorique est présenté au chapitre 1 

qui rappelle en plus certains résultats sur le produit de Kronecker, les distributions 

elliptiques et les mesures d'association vectorielle d7Escoufier (1973), Stewart Sr Love 

(1968) et Cramer & 'iicewander (1979). 

Au chapitre 2, ces trois mesures sont appliquées à la matrice de corrélation de 

Pearson afin de construire trois nouveaux tests asymptotiques pour éprouver l'absence 

de liaison entre deux vecteurs aléatoires provenant d'une distribution elliptique. La 

distribution asymptotique des mesures est obtenue sous l'hypothèse nulle d'absence 

liaison (Théorème 2.3.1) et sous une suite d'alternatives convergeant vers l'hypothèse 

nulle (Théorème 2.3.2). Ces résultats originai~u reposent sur la connaissance explicite 

de la matrice de covariance de la loi asymptotique de la matrice de corrélation d'un 



échantillon provenant d'une distribution elliptique (Théorèmes 2.1 -1 et 22.1). Cn 

exemple illustre les tests et une étude expérimentale permet de comparer les nivea~u 

et les puissances des trois tests basés sur la matrice de corrélation de Pearson à ceux 

construits à partir de la matrice de covariance. Enfin' les trois nouveaux tests sont 

généralisés selon l'approche dT.Mlaire & Lepage (1990) pour vérifier l'absence de li- 

aison entre plusieurs vecteurs aléatoires provenant d'une distribution elliptique. Ces 

tests reposent sur la loi asymptotique conjointe des mesures sous l'hypothèse nulle 

d'absence de liaison entre les vecteurs et sous une suite d'alternatives convergeant 

vers l'hypothèse nulle (Théorème 2.6.2).  De plus, un test de non corrélation totale est 

obtenu (Corollaire 2.6.1) et les tests sont appliqués à un exemple. 

Cléroi~v, Lazraq Sr Lepage (1995) et Lazraq, Lepage Sr Cléroux (1995) ont dévelop- 

pé des tests non paramétriques pour tester l'indépendance entre devv et plusieurs 

vecteurs aléatoires d'une distribution arbitraire en appliquant les mesures dlEscoufier 

(1973) et Stewart Sr Love (1968) à la matrice de covariance des rangs obtenue en 

utilisant La transformation des rangs de Conover & Iman (1980, 1981) à la matrice 

de covariance. Cette matrice correspond à la matrice des coefficients de corrélation 

des rangs entre les paires de variables formant le vecteur. La loi asymptotique des 

mesures est obtenue en appliquant des résultats de Puri, Sen & Gokhale(l970) concer- 

nant la loi asymptotique d'une matrice d'association formée de grades fonctionnelles. 

Toutefois, l'approche de P u i ?  Sen k Gokhale(l9'70) qui permet une généralisation 

multivariée du coefficient de corrélation des rangs ne tient que pour des matrices 

d'association dont les éléments s'expriment comme le coefficient de corrélation entre 

deux fonctions qui dépendent uniquement des fonctions de distributions marginales. 

Ainsi, pour généraliser le coefficient T de Kendall au cas multivarié cette approche ne 

peut être utilisée. 

Dans le chapitre 3, la définition et quelques propriétés des coefficients de corréla- 

tion de Spearman et de Kendall sont rappelées avant de construire les matrices de 

Speannan et de Kendall dont les éléments correspondent aux coefficients de corrélation 

respectifs entre les paires de variables formant Le vecteur. En utilisant l'approche des 

matrices de U-statistiques du chapitre 1, la loi asymptotique des matrices de Kendall 

(Théorème 3.2.1) et de Spearman (Théorème 32 .2 )  est obtenue. Comme la matrice 



de covariance des rangs utilisée par Cléroux' Lazraq & Lepage (1995) n'est pas une 

matrice de U-statistiques mais qu'elle est asymptotiquement équivalente à la matrice 

de Spearman, tous les résultats de ces derniers peuvent être plus facilement déduits 

de la présente approche. Sans le présupposé d'ellipticité de la distribution, les lois 

asymptotiques des matrices de Kendall- de Spearrnan, de covariance et de corrélation 

sont obtenues sous l'hypothèse nulle d'indépendance entre les deux vecteurs aléatoires 

(Théorème 3.3.1) et sous une suite d'alternatives convergeant vers I 'hpot  hèse nulle 

(Théorème 3.3.2). De plus, ces résultats sont généralisés au cas de plusieurs vecteurs 

aléatoires (Théorèmes 3.4.1 et 3-42) .  

Les tests asymptotiques d'indépendance entre deux vecteurs aléatoires obtenus 

en appliquant les mesures d7Escoufier (19ï3), Stewart & Love (1968) et Cramer 

& Nicewander (1979) aux matrices de Kendall. de Spearman, de covariance et de 

corrélation sont étudiés dans le chapitre 4. Sans le présupposé d'ellipticité de la distri- 

bution, la distribution asymptotique des mesures est obtenue sous l'hypothèse nulle 

d'indépendance (Théorème 1.1.1) et sous une suite d'alternatives convergeant vers 

l'hypothèse nulle (Théorème 4.12). Ces tests asymptotiques sont appliqués à un exem- 

ple et une étude expérimentale permet d'analyser le comportement des tests quant à 

leur niveau et leur puissance. Les tests sont aussi généralisés au cas de l'indépendance 

entre plusieurs vecteurs aléatoires à L'aide de la distribution asymptotique conjointe 

de plusieurs mesures (Théorème 43.1). 



CHAPITRE 1 

Notions préliminaires 

Ce chapitre est essentiellement consacré à des brefs rappels de notions dont nous 

aurons besoin pour le développement de cette thèse. On n'y trouve pas de résultats 

0riginau.x sinon quelques démonstrations nouvelles plus simples à des résultats connus 

comme les théorèmes 1-32! et 1.3.3. Dans la première section traitant du produit 

de Kronecker? on trouve le lemme 1.1.1 qui est probablement connu mais dont on 

n'a pas trouvé une démonstration complète dans la littérature. Dans la section 2, 

nous décrivons brièvement la classe des distributions elliptiques. Dans la troisième, 

nous rappelons l'essentiel de la théorie des G-statistiques que nous avons adaptée à 

notre problématique en introduisant un double indice pour constmire ce que nous 

appelerons des matrices de U-statistiques. Cette section est la charpente de la thèse. 

La dernière est réservée à la présentation de mesures qui serviront à construire des 

tests d'absence de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires. 

Soient A =(a,) et B =(b,) deux matrices de dimensions respectives p x q et 

s x t. Rappelons que le produit de Kronecker A @ B est une matrice de dimension 

ps x qt définie par 

A 8 B = (ai jB).  



On peut trouver dans Magnus & Xeudecker (l979), les démonstrations des 

quelques propriétés et résultats que nous énonçons dans ce qui suit. 

PROPRIÉTÉ 1.1.1. (i) (A @ B)' = A' @ Br et ( A  @ B)-L = A-L @ B-L . 
(ii) (-4 8 B I )  ...(.A @ Bk) = (A l...Ak 8 BL--.Bk).  

(iii) v e c ( A B C )  = (Cr@d)uecB et (vecAf) 'vecB = t r  AB 06 tr(.) désigne 1 'opérateur 

trace et vecA représente le vecteur pq x 1 fonné  en empilant les colonnes de la 

matn'ce A de dimension p x q. 

(iv) x @I y = uec(yx') et x 8 y' = xy' = y' @ z où z et y sont des vecteurs de 

dimensions respectives r x ? et s x 1. 

(v) Si A et B sont deux matrices de dimensions respectives p x p et p x q avec X i  

et ai, i= 1 ,..., p, comme valeurs et vecteurs propres de A, pj et bj j= I q, 

comme valeurs et vecteurs propres de B, alors Xipj et ai @ bj sont les valeurs 

et vecteurs propres de A @ B,  i= 1 ,---, p et j= I ,.-. ?q. 

(vi) Pour i = 1 ,..., m, posons e: = (0, ..., 0: 1,0, ..., O ) ,  le vecteur de dimension m x 1 

dont toutes les composantes sont nulles sauf la iième qui prend la valeur 1. Ces 

vecteurs forment la base canonique de Rm. Soit Hij = eie: = ei @ e l ,  i et j 

= 1, ... 'm. Alors, les rn2 matrices H,  (ayant 1 à ka position (i,j) et O ailleurs) 

constituent une base canonique povr les matrices de dimension rn x n c'est-à- 

dire que toute matrice A=(aij) de dimension m x m  peut s 'écrire sous la forme 

-4 = 1; aïjHij. 

(vii) H V q i  = KI.  
(viü) xf Hii = 1, et 1, @ I, = I m 2  où Id est la matrice identité d x d. 

(LX) K = xc Hij@ Hji ,  est dite la matrice de commutation m2 x m2. Plus généralement, 

la matrice de commutation rnn x rnn est définie par hrmn = XEL & Hi,@ Hji 

avec Hij = aiel où le vecteur ai de dimension n x 1 a toutes les composantes 

nulles sauf [a zGme qui p ~ e n d  la valeur 1 et on a 

ILS sommations ponant sur un ou plusieurs indices comme x > u  u: signifient xzt ou CEl x,"L_I. 
Ces notations seront utilisées sauf dans les cas où une certaine ambiguiré est possible. 



Par exemple si m = n= 2, on a 

Une matrice de commutation possède plusieurs propriétés intéressantes. 

PROPRIÉTÉ 1.1.2. Soient A =(ai j)  et B =(bi j )  deux matrices de dimensions 

respectives p x q et  s x t .  Alors, on a 

(i) K(ei  @ e j )  = ( e j  @ e i )  e t  (e: 69 ei)K = (e: 8 ei). 

(ii) h&~ec(.-l) = vec(=lr) . 

(iii) K& @ B )  = ( B  8 -4) Ktq. 

Définissons la matrice E = x y ( H i i  8 HG). Si m = 2, on a 

Comme toute matrice .A = (ai j )  de dimension m x m peut s'écrire sous la forme 

le produit de Kronecker de deux matrices - 4 = ( ~ ~ )  et B=(b,) de dimensions rn x m 

peut se décomposer en utilisant la base (Hik 8 Hjl)Uvkvl=l,-..,m En effet: si on note par 

(A O B)(ij,kll  l'élément générique de (A 8 B ) ,  on a, en suivant la même écriture que 



i j k f  

i j k l  

c'est-à-dire que aikbjl est l'élément générique de la matrice -4 @ B. 

Les résultats du lemme suivant nous seront utiles dans le chapitre 2. 11s ne 

se trouvent pas, à notre connaissance, dans la littérature et c'est pourquoi nous en 

donnons une démonstration. 

LEMME 1.1.1. Si A et B sont deux matrices symétriques de dimensions m x m, 

alors on a 

(i) K(uec;L) (vecB)' = (vecA) (uecB)'K = (uec-4) (uecB)'. 

@ i )  (s~e~2~)~~~B)'=~~(--IHjkk@kHikB) - - - - - - - - 

m m 

(iii) (vecd) (vecd)' = 1 (4Hjk @ H j k * 4 )  = x ( ~ ~ k - 4  @ -4Hjç). 
j k j k 

(iv) (uecl,,, ) (vecl,)' = x$(Hjp@Hjk). 

Démonstration: 

(i) Le résultat est é~ldent  puisque Kvec.4 = vec.1 et  Kt= K. 

(ii) Soit C= (vecA)(vecB)'. 11 est évident que l'élément générique de C est aij.bkl- 

Décomposons alors la matrice C sur la base (Hik 8 H j l )  où 



Mors, on obtient 

I I .  

C = C ( e i  8 ej) [ ( e i ~ e , )  ( e ; ~ e i ) ]  ( e k  @ ei)' 
i jkl 

(iii) Si A = B , alors C est s~métrique et on a 

(iv) Dans (iii), on remplace A par Im et on trouve le résultat 

(v) Montrons que KE= EK = E. On a 

i j t ijt 

De même, on a EÉ; = E. 

C.Q.F.D. 

ELLIPTIQUES 

La distribution rnultinormale a longtemps servi de modèle type pour des h -  

pothèses faites sur les mesures statistiques. Une classe plus flexible de distributions, 

incluant les distributions multinormales, est la classe des distribut ions elliptiques. 

Gn vecteur ,Y de dimension m x 1 suit une loi elliptique de paramètres p : m x 1 



et V : m x rn, notée E,(p, V ) ,  si sa fonction de densité s'écrit sous la forme 

IVI-"* f ((z - p)'v-l(z - p)) , x E mm, 

où IV1 est le déterminant de la matrice V définie positive et f est une fonction positive 

donnée qui ne dépend que de la quantité dL = (x -p) 'V- ' (x-p).  De plus, sa fonction 

caractéristique 4( t ) = E(exp ( K Y )  ) est de la forme w( f l - t  ) exp (it'p) où .iL. est 

une certaine fonction, sa moyenne E (S) = p et sa matrice de covariance C = crV où 

cr est une constante. 

La distribution multinormale est elliptique. Le théorème suivant (voir Muirhead 

(EBZ), p.35) en donne une caractérisation. 

THÉORÈME 1.2.1. Supposons que X est &(p, V) avec V diagonale. Sz toutes les 

composantes X('), ...: .Y(m) de X sont indépendantes alors X est multinormale. 

Si 'c=(S('), ...: .Y(m))' est elliptique et admet tous les moments d'ordre 4, c'est- 

à-dir e 

pijkI = E[X(~)-Y(~).Y(~)X(I)] pour i, j, k et l= 1. ..., m, 

existent, alors toutes les distributions marginales de 'C('), i= Il...:mo admettent le 

même coefficient d'aplatissement K donné par 

Dans la suite, lorsqu'on parle de distribution elliptique avec coefficient d'aplatissement 

K ,  il est implicite que tous les moments d'ordre 4 existent. 

La famille de distributions elliptiques comprend entre autres la loi rnultinormale 

econtaminée et la loi t (de Student ) multivariée dont voici les définitions. 

On dit que X suit une distribution multinormale 6-contaminée si sa fonction de 

densité est 

pour x E IRm, O $ E 5 1 et rr un réel. Son coefficient d'aplatissement K est donné par 



( voir Muirhead (1982): p.49) tandis que sa moyenne est p et sa matrice de covariance 

est 

C = (1 - e+ca2)V.  

D'autre part, on dit que X suit une distribution elliptique t avec u degrés de 

liberté si sa fonction de densité est de la forme 

2 pour x E IRm. On a E(X)=p, C = S V  et K = - V-4 

La distribution elliptique t avec un degré de Liberté est appelée la distribution 

multivariée de Cauchy. Elle ne possède aucun moment. 

Pour plus de détails concernant les distributions elliptiques on peut se référer, 

entre autres, à Muirhead(l982) ou à Fang, Kotz & Wang (1990). 

Désignons par Sn la matrice de covariance échantillonnale construite à partir de 

l'échantillon XI, ..., .Yn et dont les éléments sont donnés par 

( 2 )  où 3') = xa=l & pour i et j = 1, ...,m. Le résultat suivant se trouve dans Muir- 

head(1982). On en donne aussi une démonstration à la page 16. 

THÉORÈME 1.2.2. Soit  Sn la ma tece  de covariance d'un échantillon de taille n 

issu d'une distribution elliptique dont la matrice de covariance m x rn est C = (&)) et 

le coeficient d'aplatissement est  K .  Alors la distribution asymptotique, lorsque n+ cc, 

de Jn(vecS ,  - vecC) est une loi multinormale Nm2 (0, W )  où 

I,? est la matrice identité rn2 x m2 et K est la matrice de commutation de dimension 

rn2 x m2. 

En posant vec& = Jn(uecS, - vecZ) = (ui j ) ,  le théorème précédent permet 

d'écrire que lorsque n + oc, 



Il existe une abondante littérature sur les C-statistiques. Pour le rappel ci- 

dessous? nous nous référons principalement à Hoeffding (1948) et à Randles Si Wolfe 

(1979). 

Considérons l'échantillon ,Y, = (XiL), ..., XLm))'. a =1 ?..., n, issu du vecteur 

aléatoire de dimension rn x 1, iC = (-Y(') , ..., dont la dis tribution F ( x(') ...? x(") ) 

appartient à une famille de distributions continues 3. Rappelons d'abord quelques 

définit ions. 

Un paramètre -y est dit estimable de degré r pour la famille 3 si r est la plus 

petite taille échantillonnale pour laquelle il existe une fonction <P(zL, ...- x,) telle que 

EF[@( ,Yi, ...& ) ] = y pour toute fonction de distribution F E 3. La fonction 9 

est appelée un noyau pour le paramètre 7 et elle ne dépend pas de F. On peut, sans 

nuire à La généralité, supposer le noyau symétrique en ses r arguments? c'est-à-dire 

@ ( q ,  ..., x,) = <P(xJ,, ..., x~,) pour toute permutation (,dl: ...: 0,) des entiers 1 ,..., r .  

La statistique définie par 

où B = {/3 = (gi, ...:a)[ 1 5 ,Ol < ... < 5 n ) est dite une U-statistique de degré 

r pour le paramètre 7. On convient d'appeler une statistique constante une L- 

statistique de degré r = 0. 

Soit L;: = Lin - E(&) = Un( Xl, ..., ,Yn ) - y et considérons la classe des sommes 

de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées: 
n 

V = {I. ( V = 1 k(XJ , k(.) est une fonction réelle 
i= 1 

La projection de 0; sur V est donnée par 



Voici quelques propriétés importantes des U-statistiques tirées de Randles 9i 

Wolfe ( lg îg) .  

PROPOSITION 1.3.1. Soit & une &statistique de degré r pour le paramètre 

avec noyau a. Alors, 

(ii) E [ (XI)] = E [ @ ( X ~ ~ ,  ...; So,)] = 7 pour toute permutation (f l ,  ..., A) 
des entiers 1, ...,r. 

(v) fi(& - 7) converge en loi, lorsque n + cc, vers une loi normale de 

moyenne O et de variance r2<l, p o u m  que Cl > 0- 

La proposition suivante est une généralisation de la dernière propriété. C'est le 

théorème 7.1 d7Hoeffding (19.18). 

P R ~ P ~ ~ I T I ~ P J  1.3.2. Pour k = 1, ...,g, soit uAk) une LI-statistique de degré r(') 

pour le paramètre 7 ( k )  avec noyau Si pour k =l , .  .., g, 

existent alors, le vecteur 



converge en loi, lorsque n + CQ, vers une loi multinonnale N,(O, 8)  où la matrice 

0 = ( O i j )  = (r(')rb)di') avec, pour i et j =I,...7g7 

où @y) (z) = E (@') (z, ,Y2. ..., & ( i l ) )  . La distribution limite est non dégénérée s i  le 

dé teminan t  de la matrice 8 est positif. 

Pour traiter les mesures d'association vectorielle, nous devons considérer des t'- 

statistiques doublement indexées. Soit p et q deux entiers et considérons un ensemble 

de pq C-statistiques notées i=l, ...,p et j=l, ...;q. On suppose que la Fstatistique 

Ufin.), construite à partir de l'échantillon XI ,...,,Y ,, , est de degré d ' ~ )  pour le paramètre 

y ( ' J ) .  Formons trois matrices, de dimension p x q, de la façon suivante: 

DÉFINITION 1.3.1. On appelle Li, une matrice de U-statzstzques de matrice de 

degré R pour la matrice r de paramètres. 

En écrivant les éléments de la matrice Un sous forme vectorielle, on déduit di- 

rectement de la proposition 1.3.2 la distribution asymptotique de la matrice Crn. 

THÉORÈME 1.3.1. Soit = (q~)) une matrice de Il-statistiques de matrice 

de degré R = (r('*j)) pour la matrice de paramètres r = ( + $ ' T J ) )  avec i = I , . . , p  et 

j = 1, ...,p. Si le noyau @('j) pour le paramètre y('~j) est tel que 

pour tout couple (Lj), alors * 

L 
'-i désigne la convergence en loi lorsque n -+ oo. 



où les éléments de R sont donnés par 

avec @f3'(x) = E [ ~ ( ' j )  (x, X2> ..., XrY,<i.,l)] pour i ,k=i,. .  . ,p  et jJ = 1, .. ., q. 

De la propriété (iv) de la proposition 1.3.1, puisque chaque élément @ ' ~ j )  de la 

matrice converge en moyenne quadratique vers ~ ( ' y j ) ,  pour i=L,...lp et j=l, .. ..q, on 

déduit le résultat suivant. 

COROLLAIRE 1.3.1. La matrice 0;, converge en  moyenne quadratique (et donc e n  

probabilité) vers la matrice r, si E (@('j)(X1 , -., LY,.,~.,])) < cc pour i =l,-  .,p et j = '1 
1.3.1. Applications. Le résultat suivant est connu (voir par exemple Cook 

(1951) ou Muirhead (1982), p.19). On en donne une nouvelle démonstration. plus 

courte et plus simple, basée sur la normalité asymptotique des G-statistiques. 

THÉORÈME 1.3.2. Soit Sn = ( s i j )  la matrice de covariance d 'un échantillon de 

taille n issu d'un vecteur aléatoire de dimension m x 1 admettant tous les moments  

d'ordre 4 et  dont la moyenne est p et la matrice de covariance est  S = ( d i ? j ) ) .  

Alors, la distribution asymptotique, lorsque n+ w, de  f i (uecS, - uecE) est une loi 

muitinormale N,z (O,  Oc) OU 

Rc = 



Démonstration: 

On sait ( voir Randes Si Wolfe (N'79), p.63) que &) est un paramètre estimable 

de degré #a)= 2 et de noyau métrique h(i*j) défini pour i et j=l. ..., m, par 

où pour k=1,2 , zk = (st' r --.: xk (ml), ~m 

D'autre part, la condition d u  théorème 1.3.1, E [( h ( i j ) (  Xl, S2 ) )*] < m. est 
L J 

satisfaite car tous les moments d'ordre 4 existent par h-ypothèse. On a alors 

La C-statistique pour le paramètre d i j )  est donc 

pour i et j =l :..., m, et par conséquent, la matrice de U-statistiques pour la matrice 

de paramètres Z = (&)) est 

& =  



C.Q.F.D. 

On observe que la quantité 2 (hy j )  ( XI ) - O('?)) )  est effectivement l'élément 

générique de la matrice ZL = { ( ,Yi - p ) (  XI - p )' - E) tel qu'il apparaît dans la 

démonstration de Muirhead (1982), p.17. D'autre part, la matrice Oc est singulière 

puisqu'elle est la matrice de covariance m2 x m2 d u  uec(S,) ou la matrice S. est 

symétrique. Néanmoins, des parties non-singulières de cette matrice nous intéresseront 

par la suite. 

Comme on l'a déjà signalé, le résultat du  théorème 1.3.2 n'est pas nouveau. Il 

est établi par Cook (1951) et repris par hhirhead (1982), p.42, qui donne 

où le coefficient n%t1' est défini par 

(voir Cook (1951)' p.180), avec u, représentant l'élément ( i j )  de la matrice Li, = 
( i j k l )  fi( Sn - 2). En remplaçant n,,,, par sa valeiir, on obtient 

(ilk) - o(ij,kl) - o(i,j)o(k,t) - Cm(uij ukl) = dj l  - 



et on retrouve Rc = W. Ceci démontre le théorème 1.2.2. On en déduit aussi 

- - . A  = O(i.~) (a(ili)o(jd)-V2 et p ( i ~ t l )  = a(ij.ki)(o(i,i)bb.j),(k.k),(i.I))-l/2 Où p(i.j) 

est l'élément de la matrice de corrélation P. 

-4 l'aide d'un développement limité et des calculs élémentaires, nous déduisons 

du théorème précédent la distribution asymptotique de la matrice de corrélation 

échantillonnale d'un vecteur aléatoire dont tous les moments d'ordre quatre existent. 

Ce résultat est aussi COMU (voir Steiger k Hakstian (1982)) mais nous en donnons 

ici une démonstration différente. 

THÉORÈME 1.3.3. Sous les conditions du théorème 1.3.2. si P et R, désignent 

respectivement la matrice de corrélation de la population et la matrice de corrélation 

échantillonnale, alors 

oli les éléments de RR sont donnés par 

,(ijlkl) = p(U1*f) + (ij) (k.1) (ii.kk) + p(it.fl) + p(jj,kk) + p(jj.il)] qP P [P 

De plus, R, converge en probabilité vers P. 

Démonstration: 

Avec les notations précédentes, on pose, pour i et j =l....,m, 

vec(0')  = fi(uecS,, - ve&) c'est-à-dire uij = - &)). 



I 
Par conséquent, on a SV = d i a )  + -uij, i e t  j = 1. ... ;m. 

fi 
Pour n assez grand. écrivons pour i et j = 1, ..., m le développement limité suivant: 

Après plusieurs manipulations algébriques, on obtient en regroupant les termes 

de même ordre 

OU encore 

Ainsi, pour i et j =1, ..., m, la distribution asymptotique de f i ( r G  - p( ' * j ) )  est 

la même que celle de la combinaison linéaire: - $p('j) ((T('"))-'U~~ + 1 / -u t 3  - - - 
( i j ) (~ ( j j ) ) - l~ j j -  Il existe donc une matrice -4 de dimension m x m telle que la 2P 

matrice B = ( b i j )  s'écrit, pour i et j = 1 ,..., m, 

Par conséquent, la distribution asymptotique de vecB = f i ( u e c R ,  - uecP) est la 

même quc celle de vecL=vec(AUn) = (I@A)uecUn, laquelle est, d'après le théorème 1.3.2, 

3 ~ a  notation ( Muirhead (1982). p.158) ~ f ~ ) ( n - ~ )  signifie que nd~f' i ) (n-d)  est borné en probabilité pour n 

assez grand et d 2 O (mir aussi Bishop & al (1975), p.476). 



Nm2 (0, (1 @ 4 R C  (1 @ .ilf)) - Un élément de (1 8 A)Rc(l  g A') est par définition 

Compte tenu du résultat du théorème 1.3.2 qui donne 

On obtient alors le résultat 

P Puisque pour i e t  j = 1, ..., m, uij = Jn(s, - d ' j ) )  e t  ' s- v . + d i y j ) ,  on a 

+ofd ( n - L ) ,  

alors on déduit ri, -% p ( i j )  c'est-à-dire que R, -% P. 

C.Q.F.D. 

P b désigne la convergence en probabilité lorsque n -+ m. 



1.4. MESURES D'ASSOCIATION VECTORIELLE 

Soit S un vecteur aléatoire de dimension m x 1 donné par 

où XI'] et x[~] sont des sous-vecteurs de dimension p et q respectivement avec p +q = 

m. Supposons que pour i et j = 1, 2, 

~ ( ~ $ 2 1 )  = et ~ ~ ~ ( ~ [ ' l ,  = E(I['] - p [ ' l )  (.ybl - = c,. 

Posons 

où C est supposée définie positive. Considérons un échantillon aléatoire ,Yl: ..., 'i, 

prélevé sur X où 

ûr =l, ... :n. Les es itimateurs habituels sans biais pour p et C sont 

où pour i et j = 1, 2, 

Escoufier (1973) a introduit une mesure d'association vectorielle basée sur la 

notion de la distance entre deux matrices de données. Elle est définie par 

Son analogue au niveau de la population est 

5L'exposant (C) indique que [es mesures considérées sont basées sur la matrice de covariance. 



Elle est symétrique mais pas invariante SOUS des transformations linéaires. Robert S; 

Escoufier (1976) l'ont utilisé pour unifier différentes méthodes d'analyse multivariée. 

Stewart& Love (1968) ont défini la mesure 

C'est une mesure de liaison vectorielle qualifiée de mesure de redondance car elle est 

basée sur la prévision de s['I par Xi2]. Elle n'est pas symétrique ni invariante sous des 

transformations linéaires des vecteurs d'observations. La mesure analogue au niveau 

de la population est définie par 

CramerSc Xicewander (1979) ont proposé une mesure de corrélation vectorielle 

Elle est invariante sous des transformations linéaires de plein rang et symétrique si 

on suppose p 5 q. Son numérateur fut introduit par Pillai (1954, 1955) pour tester 

l'indépendance des vecteurs XI1] et x[*! sous l'hypothèse de multinormalité. La mesure 

analogue au niveau de la population est définie par 

Citons quelques propriétés importantes des trois mesures présentées ci haut. 

(i) = O si et seulement si Cl* = O, pour hl= R . ,  SL et  CX. 

(ii) O 5 5 1, pour bI= RV, SL e t  CN. 

(iii) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de 

corrélation simple entre les variables -Y(') et -Y('). 

(iv) Lorsque p = 1: SL(C)  et C L V ( ~ )  correspondent au carré du coefficient de 

corrélation multiple entre la variable X(') et le vecteur s[?]. 



(v) R V ( ~ )  et SL(=) sont invariantes sous des transformations orthogonales entre 

,Y[=] et x[~J. 

D'autres propriétés et résultats concernant ces mesures se trouvent dans Lazraq 

& Cléroux (1988): M a i r e  Sr Lepage (1990) ou Lazraq, Cléroux % Iiiers (1992). 



CHAPITRE 

Mesures d'association vectorielle construites à partir de la 

matrice de corrélation 

Dans ce detxxième chapitre, on veut éprouver l'hypothèse nulle d'absence de 

liaison entre d e u  ou plusieurs vecteurs aléatoires. On suppose que les observations 

proviennent d'une loi appartenant à la famille des distributions elliptiques. En uti- 

lisant la matrice de covariance échantillonnale, hluirhead (l982), p.346, a proposé un 

test asymptotique pour tester l'absence de liaison entre plusieurs vecteurs aléatoires. 

Dans le même contexte, en utilisant la mesure d7Escoufier (1973) basée sur la matrice 

de covariance, Clérous Sr Ducharme (1989) ont proposé un autre test pour l'absence 

de liaison entre deux vecteurs aléatoires. À partir des mesures d7Escoufier (lW3), de 

Stewart Sr Love (1968) et Cramer & Nicewander (19'79), Allaire k Lepage (1990) et 

Lazraq SL Clérori~ (1992) ont généralisé le travail de Cléroux Sr Ducharme (1989) en 

proposant trois autres tests pour tester l'absence de liaison entre plusieurs vecteurs 

aléatoires. 

En pratique, il arrive souvent que l'échelle des variables n'est pas la même et 

souvent les variances respectives sont très différentes. Pour pallier à ce problème, 

on centre et réduit chaque vanable afin de donner un poids égal à chacune d'elles 

dans l'analyse. Dans de telles situations, la mesure d'Escoufier (1973) et la mesure de 

Stewart k Love (1968) ne sont pas appropriées puisqu'elles ne sont pas invariantes 

sous des transformations linéaires des vecteurs d'observations. Ce problème a été 

déjà soulevé par Allaire & Lepage (1990) et aussi par Roy Si Cléroux (1993). Pour 



y remédier? on applique les mesures d'Escoufier (1973)~ de Stewart & Love (1968) et 

Cramer & Nicewander (1979) à la matrice de corrélation plutôt qu'à la matrice de 

covariance. 

Désignons par P la matrice de corrélation et par R, la matrice de corrélation 

échant illonnaie: 

#Gu 
où p(k.i) = et r k [  = S ~ I  avec k et 1 = 1, ...' m. Pour ne pas alourdir 

JrnJa(iTi 
la notation, on omet l'indice n des sous-matrice K j ,  i et j = 1: 2. 

Les mesures d'Escoufier (1913), de Stewart & Love (1968) e t  Cramer k xicewan- 

der (1979) appliquées à la matrice de corrélation échantillonnale deviennent 

pour la mesure d7Escoufier (lg'i3), 

P 
pour la mesure de Stewart 91 Love (1968), car tr(Ru) =p: et 

c@) = ~ T ( R $ &  RG'R;~) 
P 

pour la mesure de Cramer 8~ Nicenmoder (1979). 

Au niveau de la population, si on applique les mêmes mesures à la matrice de 

corréIation, on obtient 

pour la mesure drEscoufier (1973), 

P 
pour la mesure de Stewart Sr Love (1968) et  



pour la mesure de Cramer & Nicewander (1979). 

On note que 

En effet, en utilisant la relation 

où D est la matrice diagonale D = diag(cs('~'), ..., drn~*)) _ on obtient alors 

Il découle que 

et par conséquent, on obtient le résultat. Evidemment. on a aussi CLV(~)  = C N ( ~ )  et 

la démonstration est similaire- 

Les trois nouvelles mesures construites sont invariantes au changement de posi- 

tion et d'échelle et possèdent les propriétés suivantes: 

(i) = O si et  seulement si Pzl = O, pour 41= RV, SL et CN. 

(ii) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de 

corrélation simple entre les variables X(') et A?. 
(iii) O 5 p ~ ( R )  5 1, pour M= RV, SL e t  CN. 

Dans le présent chapitre, on suppose que les observations proviennent d'une loi 

elliptique. Dans la section 2.1, on donne la distribution as-ymptotique de f i u e c R ,  

avec une expression matricielle de la matrice de covariance. Dans la section 2.2, on 

établit la loi asymptotique de J n v e ~ R ~ ~  sous différentes hypothèses. On applique 

les résultats de ces d e u  sections dans la section 2.3 afin d'obtenir les distributions 



asymptotiques des trois mesures basées sur la matrice de corrélation sous I'h-ypothèse 

nulle d'absence de liaison entre deux vecteurs aléatoires et sous une suite d'alternatives 

convergeant vers l'hwypothèse nulle. Dans la section 2.4: on formalise le mode d'utili- 

sation des tests et on donne un exemple d'application. Une simulation est présentée 

dans la section 2.5 afin d'évaluer le comportement expérimentai du niveau et de la 

puissance des trois tests et de les comparer à trois tests compétiteurs. On conclut 

ce chapitre à la section 2.6 par la généralisation des trois tests pour le problème de 

l'absence de liaison entre plusieurs vecteurs aléatoires et on illustre ces tests par un 

exemple. 

2.1. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE n ' h e c ~ ,  

La distribution asymptotique de f i e &  qui est présentée dans le cas général 

dans le théorème 1.3.3 (voir Steiger Sr Hakstian (1982)), ne permet pas d'obtenir les 

éléments de la matrice de covariance comme fonction des éléments de la matrice de 

corrélation de la population P. En faisant l'hypot hèse dTellipticitéo on peut donner 

une expression matricielle qui dépend de P pour cette matrice de covariance. 

THÉORÈME 2.1.1. Soit R, la matrice de corrélation d'un échantillon de taille 

n issu d'un vecteur aléatoire X =(XI, ..., .Y,)' dont la distribution est elliptique de 

paramètres p et V, de matrice corrélation P et de coeficient d'aplatissement K .  Alors 

la distribution asymptotique, lorsque n+ cc, de fi(uec& - vecP) est une loi multi- 

normale J V ~ ?  (O,  (1 + n)A) oli 

où la matrice I désigne la matrice d'identité m x m, E = x I ( H i i  @ Hii) avec Hii, 

i = 1, ..., m, étant la matrice n x m ayant 1 à [a position ( i j )  et O ailleurs et K 

désigne la matrice de commutation m2 x mZ. 



Démonstration: 

D'après le théorème 1.3.3, on a 

&ec( R, - P ) 5 Nm2 (O' RR) 

où les éléments de QR sont donnés par 

Puisque ?i est elliptique, on obtient d'après l'équation 1.3.4 

On en déduit par exemple, 

et ainsi, on obtient 

11 faut maintenant déterminer la matrice à laquelle correspond cette longue expression. 

c'est-à-dire la matrice de covariance asymptotique de JnuecR,. 

Comme on l'a remarqué dans la relation 1-12, p(iqk)p(~~')  est l'élément générique de 

la matrice P €3 P. 

4 p ( i y l ) p ( j y k )  est l'élément générique de la matrice (P 8 P) K. En effet, on a 

i jk i  i j k l  

ijkl 

i jkl 

= ( I @ I ) ( P @  P)K 



e$(ia)p(k~" est l'élément générique de (P @ 1) E ( P  @ P) E(P @ 1) K. En effet, 

où on a tenu compte que ejei = H j j ,  ej(etei) = ej  si t = j e t  O sinon et  o ù  on a posé 

E = xf (H,, @ H,,). Ainsi, p('a)p(kJ)(p(-j*k))2 est I'élément générique de la matrice 

( P  O I )E(P  @ P)E(P  @ I ) K .  

m $ ( i - j ) p ( k ~ 1 ) ( p ( ' ~ 1 ) ) 2  est l'élément générique de la matrice (1 @ P) E(P  8 P )  E(P @ 1). Il 

suffit de le vérifier en écrivant 

m $ ( i i ) p ( j t k ) p ( j ~ L )  est l'élément générique de la matrice (P 8 I ) E ( P  @ P). II sufnt de le 

vérifier en écrivant 



On a montré à trois reprises comment, à partir de l'élément générique, on retrouve 

la matrice et deux fois, on a vérifié qu'un élément est I'élément générique d'une matrice 

donnée. De la même manière, on obtient que 

p ( i ~ ) p ( k ~ ' )  (p( '?k))2  est l'élément générique de ( I  @ P )  E (P @ P) E (1  8 P ) .  

0 p ( i ~ j ) p ( k ~ ' )  (p(j*'))' est l'élément générique de (P 8 1) E(P @ P) E(P @ I )  

0 p('?j) P ('*k)p('*') est l'élément générique de ( I  8 P ) E ( P  8 P), 

a p ( ' . j ) p ( j ~ k ) p ( ~ y ' )  est l'élément générique de (P 8 I )  E(P 8 P); 

p(k~' )p ( i~ ' )p ( j~ ' )  est l'élément générique de (P 8 P )  E (P @ I )  , 

p ( k ~ l ) p ( ' k ) p ( j ~ k )  est l'élément générique de ( P  @ P ) E ( I  @ P ) .  

Finalement. en tenant compte de l'équation 2.1.3, la matrice cherchée est 

- (P  @ P ) E ( I @ P )  - (P 8 P)E(P @ 1) - ( P  @ I ) E ( P @  P ) .  

C.Q.F.D. 

Si rn = 2: on retrouve le résultat bien connu concernant La distribution asympto- 

tique du coefficient de corrélation échantillonna1 r. Ce résultat mène à la statistique 

Z (voir Muirhead(l982)) de Fisher 

1 l + r  
Z = tanh-'r = - log -. 

2 1 - r  

COROLLAIRE 2.1.1. S o u  [es hypothèses du théorème 2.1.1, si rn = 2 , la distri- 

bvtion asymptotique de f i ( r  - p)  est ~ ( 0 :  ( 1  + n)(l - p2)2), p étant le coejîcient de 

corrélation de la population. 



Démonstration: 

Pour rn = 2 , après calcul, on trouve 

D'autre part, on a 

Puisque rzl = r l . ~  = r et rl, = -2 = ,011 = f i 2  = 1: alors ladistribution asymptotique 

de la variable f i ( r  - p) est N(O? (1 + n)(l - ,O*)*). 

C.Q.F.D. 

2.2. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DE n ' / 2 u e c ~ 2 i  

On veut éprouver l'hypothèse nulle Ho : P21 = O. Cette hypothèse n'implique 

évidemment pas l'indépendance entre ,Y['] et Xi2] mais seulement la non corrélation 

entre HII et XN 
Considérons la suite d'h-ypo t hèses alternat ives 

I 
Hl:n P31 = --4 = 

fi ( )  avec la,, < l/fi 
où -4 est une matrice donnée de dimension q x p, i = p+l, ..., m et j = 1 :..,p. 

Pour obtenir la distribution asymptotique de J n ~ e c R ? ~  sous Ho et sous la suite 

Hl:, convergeant vers Ho, on utilise le théorème 2.1.1. Les résultats s'obtiennent 



comme cas particulier de la première partie du théorème suivant qui donne la distri- 

bution asymptotique de avec une expression matricielle pour la matrice de 

covariance. 

THÉORÈME 2.2.1. Sous les conditions du théorème 2.1.1, on a 

Ep = ELl Htt @ Kt, Ep = XEPtl Htt 8 Ha, p + q = m et KQ désignant 

la matrice de commutation qp x qp. 

(ii) Sous Ho, , / % ~ e c R ~ ~  converge en loi vers une loi multinonnale 

(iii) Sous Hl:,, f i uecRz l  converge en loi vers une loi rnvltinomale 

Démonstration: 

(il Soit la matrice B = BI GII B2 avec BI = [Ip O] : p x rn et B2 = [O I,] : 

q x m. Alors, BvecR, = (BI @ B2)vec& = uec(B2&B~) = V ~ C R * ~  et d'après le 

théorème 2.1.1, on a J n ( v e ~ R ~ ~  -vecP,,) converge en loi vers N, (O, (1 + n) B 11 BI). 

11 suffit alors d'expliciter la matrice BAB'. Pour cela, on reprend terme à terme 

la somme des matrices constituant A donnée dans 2.1.1. 



a Considérons la matrice ( I  8 P) E(P @ P )  E(I  63 P )  et calculons la matrice suivante: 

puisque 

- i  0 : p x m  s i t > p ,  
BiHtt = [Dtt O ]  : p x rn - 

[Dtt 0 ] : p x m sinon, 

avec Dtt : p x p ayant 1 à la position (t$) et O ailleurs. 

De même, on a 

0 : m x p  s i s > p .  

[D,, O 1' : rn x p sinon. 

O 

Donc si t > p ou s > p' on obtient A = 0. 

Pour 1 s t  < p e t  1 S s s p ,  o n a  

d'où 

Ainsi, on a 



Pour (P O I ) E ( P  8 P ) E ( P  @ 1) ,  calculons la matrice 

Ici encore, on a 

0 : q x m  si t 5 p. 

[ O GR] : q x m pour t > p. 

où Gtt : q x q ayant 1 à la position (t,t) et O ailleun. 
O 

Donc. on obtient B = O pour 1 5 t 5 p ou 1 5 s 5 p. 

Pour t > p et s > p, on a 

d'où 

O 

0 Pour la matfice ( I @ P ) E ( P @ P ) E ( P @ I ) ,  on calcule une matrice C mais remarquons 

d'abord que 

0 : p x m  s i t > p ,  
.,Kt = ptt O, :, x m =  { 

[Dtt 0 ] : p x m sinon, 

0 : p x m  s i 1 5 s < p ,  
B2dS = [O Gss] : q x m = { 

[O Gss ] : q x m sinon. 



O 

Donc, on obtient pour t > p ou 1 5 s 5 p; C = 0. 

Pour s > p e t  1 5 t 5 p, on a 

puisque ( P  @ I ) E ( P  @ P )  E(I @ P )  est la transposée de la (P @ I ) E ( P  63 P ) E ( I  O P). 

Par le même calcul, on obtient les mat nces 

0 Aussi, en utilisant la transposée, on a 



a D'autre part, on a 

O 

Enfin, en tenant compte de K,,(B; @ B;) = (Bi 8 Bi) K,, la matrice G est donnée 

Par 

où Kw est la matrice de commutation définie dans la propriét( 

maintenant le tout?. on a 

iitionne 

c'est-à-dire le résultat cherché. 

(ii) Si Ho est vraie, c'est-à-dire P12 = O, on a alors 

(iii) D'après la partie (i), J n ~ e c R ~ ~  converge en loi vers une loi multinormale dont 

la matrice de covariance est (1 + n)Fll @ &: puisque tous les termes de la matrice 

D, autre que Pli @ P221 contiennent PL2 ou sa transposée et que les éléments de cette 

matrice sont par hypothèse de la forme a,/fi, pour i = p+l,  ..., m et j = l,...,p. 

D'autre part, en substituant la valeur de Pz17 on déduit que ,/Eueclhl con- 

verge en loi vers une loi multinormale de moyenne cec.4. Par conséquent, par Serfling 

(1980) (voir lemme A, p.20), J n v e ~ R ~ ~  converge en loi vers une loi multinormale 

Np, (uec.4 , ( I + f i )  Pl 1 @ P22) - 

C.Q.F.D. 



On remarque que pour m = 2 et pour p désignant le coefficient de corrélation 

simple, on a 

c'est-à-dire f i ( r  - p)  5 N(O. (1 + K )  (1  - j ~ ~ ) ~ ) .  On retrouve à nouveau le résultat 

du corollaire 2.1.1. 

2.3. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DES MESURES 

Avec les résultats de la section précédente, on peut établir les distributions 

asymptotiques des T z R V ( ~ ) ,  nSL(R) et n C i ~ ( ~ )  sous Ho et sous Hl:, convergeant vers 

Ho iorsque n t  oc donnée par 

1 
HiZn : P21 = --A = Jn (5) avec Inijl 5 1/Jn, 

où -4 est une matrice donnée de dimension q x p, i = p + i  ...., m e t  j = 1, .... p. 

Les démonstrations présentées reposent sur l'approche de Cléroux Si Ducharme 

(1989) et d7Ailaire & Lepage (1990). 

2.3.1. Sous Ho. 

THÉORÈIVIE 2.3.1. Soit R, la matrice de corrélation d'un échantillon de taille 

n issu d'un vecteur aléatoire X =(XI, ...,iC,)' dont Ia distribution est elliptique de 

paramètres p et V, de matrice corrélation P et de  coeficzent d'apLatissement K. Alors, 

sous l'hypothèse Ho, on  a 

L 1+t€ P Q 
(i) n --+ C C Jm k l  j=l 

06 les variables aléatoires Uij sont indépendantes e t  de même loi N(O,1). 

k = 1 ,..., p et j = I ,..., q, 



oli les variables aléatoires z, k = 1, . . . ,p,  sont indépendantes e t  de même loi 

X: avec q degrés de liberté, 

l + &  
(iii) ~ c J v ( ~ )  - 

P %q 9 

avec X k ,  k = 1 ,..., p,  et Pj ,  j = 1 ,..., q, étant les valeurs propres de Pli et P22 

respectivement. 

Cémonstration: 

Les matrices Rll et R22 convergent en probabilité respectivement vers PLl et Pz?. 

D'autre part, d'après la partie (ii) du théorème 2.2.1, J n v e ~ R ~ ~  converge en loi vers 

le vecteur aléatoire Z de loi N, (O , (1 + K) (Pl i  @ ~ 2 ~ ) ) .  Alors, par le théorème 4.4 

de Billingsley (1968), on a 

et que la mesure R v ( ~ )  est continue en tous ses arguments, on a alors 

La forme quadratique Y(') devient ( Appendice A, théorème A. 1.1) 

(1) oh pour k = 1. ...,p et j = 1, ...:q, les quantités l k j  sont les valeurs propres de (Pll@P22) 

et par conséquent lgi = &fijLi: et les Uk, sont des variables aléatoires indépendantes 



et de même loi N(0,l). L'expression Q(')devient alors 

la continuité de nous amène à conclure que 

car trRll = p. La forme quadratique Y(?) devient 

où pour k = 1. ...,p et j = 1, ...,q, Ukj sont des variables aléatoires indépendantes et de 

même loi N(O,1) et 1::) sont les valeurs propres de (1, O PG') (pl i  @ P z )  = (Pl 1 @ Iq) 

Puisque les valeurs propres de (Pli @ Iq) sont X I ,  ..., A, et 1 avec multiplicité q: alors 

Q(2) devient 

où les les variables aléatoires 2: = xq= 1 1  uk;, k = 1,...;p, sont indépendantes et de 

même loi X,?. 

(iii) On a cMR) = tr(R;i%2R;:R21) . Comme on peut écrire 
P 

et C ~ V ( ~ )  est continue en ses arguments, on obtient la convergence en loi de nCN(R)  

vers 

~ ( 3 )  = z'(Pll@ 
P 

Puisque la seule valeur propre de (Pli @ P2&' (Pl 1 @ P22) = (Ip @ Iq) =Im est 1 avec 

multiplicité pq, alors 

puisque la variable aléatoire 1:=, XI=, Czj suit une loi Xi. 

C.Q.F.D. 
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COROLLAIRE 2.3.1. S o u  les conditions du théorème 2.3.1 et sous l'hypothèse Ho, 

on a 

Démonstration: 

L a  démonstration résulte directement de loi asymptotique de chacune des mesures. 

En effet, comme ~ R I . I ( ~ ) ,  nSL(R) et nCN(R)  convergent en loi respectivement vers les 

formes quadratiques Q('),  Q(*) et Q(3) données dans la démonstration précédente, on a 

De même, on trouve 

2 ( l +  K ) ~  4 
Vat ( ~ ( ' 1 )  = C A: CIL: = 2(1+ K ) ~ :  

t7-(P:l)t7-(%)k=1 l=1 



C.Q.F.D. 

THÉOKÈME 2 - 3 2  Sow Hl:, et si les conditions du théorème 2.1.1 sont satis- 

faites, on a 

L I + K ;  P Q 

(i) ~ R V ( ~ )  -+ C x ,~~uE~y 

k=l j=l 

où les variables aléatoires bj sont indépendantes et de loi N(dkjj, 1): k = 1, ...,JI 

et j = I ? . - . , q ,  

ozi les variables aléatoires X&)(bZ), k = 1, . . . ,p ,  sont indépendantes et suivent 

des lois X 2  décentrées avec q degrés de liberté et paramètre de décentralité G, 

l + ~  2 62 
(iii) PX,,( ), 

P 

ozi la variable aléatoire suit une loi X 2  avec pq degrés de liberté et  paramètre 

de décentralité 6 ,  avec X k ,  k = 1, .. . ,p ,  et pj:  j = 1,. .., q, étant les valeurs propres 

de  Pl, et P2, respectivement, ak et b, leurs vecteurs propres orthononnés associés et 



Démonstration: 

La démonstration est analogue à celle du théorème 2.3.1. Un paramètre de 

décentralité est introduit puisque le vecteur de la moyenne de la loi asymptotique 

de f i ecRî l  est non nul. 

(i) En utilisant la démonstration du théorème 2.3.1, la distribution asymptotique 

de nRV(R) est celle de la forme quadratique 

où Z est un vecteur aléatoire de loi N, vecil, (1 + rc)(Pll @ 7722) . Or la ( ) 
distribution de YcL) est donnée (voir Appendice A, théorème -4.1.1) par 

où' pour k = 1, ...,p et  j = 1. ...,q, les variables aléatoires Ukj sont indépendantes 

et de loi N(bkj, 1) avec 

avec k=l, ..., p et j=l,-.., q. 

En effet ,  lki) = Xkpj  où x ~ ,  ...: X~ et pl,  ..., p, sont les valeurs propres res- 

pectivement cte ?fi et p2g Dési@onsppar atpetp6, les vecteurs propres or: 

thononnés associés respectivement à X k  et p,. Le vecteur ukj  = a k  C3 bj  cor- 

respond alors au vecteur propre orthonormé associé à li;) = &pi- D'après le 

théorème 1.1 -1 et le rappel sur la décomposition spectrale d'une matrice (voir 

Appendice A) , on a 



avec k=l, ..., p et j=l, ...,Q- 

(5) La distribution asqmptotique R S L ( ~ )  est celle de la forme quadratique 

qui devient 

où les p variables aléatoires X,2(6;): ...' X:(d5) sont indépendantes, de même 

degré de liberté q et de paramètre de décentralité 6: donné par 

avec k=l, ...,p. 

En effet, comme el = (0: ...: 0: 1,O: .... 0)' E IRq est un vecteur propre associé à 

la valeur propre 1 de multiplicité q, on a, par l'indépendance des bi j ,  

avec k=l,.-.,p. 

(iii) La distribution asymptotique ~ C L V ( ~ )  est celle de la fonne quadratique 

qui devient ((1 + n)@ X&(P), où 

C.Q.F.D. 



2-4. TESTS ET APPLICATIONS 

Le théorème 2.3.1 permet de construire trois tests asymptotiques pour tester 1 % -  

pothèse nulle Ho. L'aide des mesures d7Escoufier (1973). de Stewart Sc Love (1968) et 

Cramer Sr Xicewa,nder (1979), les régions critiques des tests de niveau asymptotique 

a! sont donnés respectivement par 

rejeter Ho si  RI.?) > CC), 
rejeter Ho si ~ s L ( ~ )  > ~ ( 2 )  

rejeter Ho si ~ c N ( ~ )  > ~ 2 )  
où C'Lh)? pour h = 1, 2,3' est le quantile d'ordre l -a de la distribution correspondante 

donnée par le théorème 2.3.1- 

On a M ( ~ )  5 lorsque n + oo, pour 31 = Rb-, SL ou CX. Lorsque Ho 

est fausse, > O et alors pour M = RV, SL ou CN et h = 1, 2, 3, on conclut que 

Les trois tests proposés sont donc convergents. 

Cependant, la fonction de répartition d'une somme pondérée de lois X2 indépen- 

dantes ne possède pas une forme explicite. On évalue numériquement les quantiles 

donnés par le théorème 2.3.1 à l'aide de l'algorithme d71mhof (1961) dont un pro- 

gramme en Fortran est donné dans Koerts Sr Abrahams (1969); chapitre 9. 

Puisqu'en général certains paramètres sont inconnus, on les remplace par des 

estimateurs convergents, c'est-à-dire Pli, .Pz,, pl et X k  sont remplacés par Ri i ,  R22 

et leur valeurs propres respectives f i r  et X k .  Dans une étude faite, dans un cadre 

général, par Roy Sr Cléroux (1993) la précision des valeurs critiques obtenues par 

l'algorithme dYIrnhof (1961) en remplaçant les paramètres inconnus par des estima- 

teurs convergents est analysée. Les auteurs montrent que le niveau exact obtenu en 

utilisant l'algorithme d'Imhof (1961) converge en probabilité, lorsque n --+ m7 vers 

le niveau nominal. 



2.4.1. Algorithme de calcul. 

L'algorithme suivant est adapté de Cléroux &- Ducharme (1989) et résume la 

procédure d'utilisation des tests asymptotiques décrits ci-haut . 

On considère l'échantillon 

PI où s!']: p x i  e t  ';, : q x l  pour i=l, ..., n. 

Étape 1: Calcul des quatre premiers moments pour chaque composante k, 

k=l, ..., m, du vecteur 

et des quantités 

=(k) - ( k )  - ( k )  2 - ( k )  - ( k )  2 - ( k )  4 2 )  = - - 3(-y2 ) + 12-y2 (dyL ) - 6 (.Yl ) , 

d:") 
kW) = - 1; I'estimateur du coefficient d'aplatissement de la k '"' 

3 ( d r y  
composante, 

et enfin rî. = '- C dk) (voir 
M 

Étape 2: Former la matricc 

bfuirhead 8z Waternau (1980)). 

de covariance échant illonnale 

où Sll : p x p , s22 : q X q 

et en déduire la matrice de corrélation 

Étape 3: Calculer 



(i) R V ( ~ )  - t ~ ( R ~ 2 4 2 )  

- Jm' 

(iii) CN(R> = ~~-(R,LRL*R;;LR:*) 
P 

Étape 4: Calculer les çdeurs propres Ak et f i j  de RII et R22 respectivement. 

Étape 5: Utiliser l'algorithme d71mhof (1961) pour obtenir. à l'aide du théo- 

rème 2.3.1: le 1 - a quantile et le point critique Cih) pour l'un ou l'autre des 

tests choisis (pour h=l,  2, 3). 

Étape 6: Selon le test utilisé, 

rejeter 6 si ~ R V ( ~ )  > c('), 
rejeter Ho si ~ s L ( ~ )  > CL') 

rejeter Ho si ~ c I v ( ~ )  > ci3)- 

2.4.2. Un exemple. 

L'exemple qu'on considère maintenant a été traité par Clérous Sr Ducharme 

(1989) en utilisant la mesure d7Escoufier (1973) basée sur la matrice de covariance. 

Toutefois, les données indiquent que les variances des variables sont très différentes 

et n'ont pas la même échelle de mesure. Même si on centre et réduit chaque variable, 

on ne peut appliquer la mesure d'Escoufier (1973) ou celle de Stewart k Love (1968), 

basées sur la matrice de covariance échantillonnale parce que ces mesures ne sont pas 

invariantes par rapport aux transformations linéaires. hlaiso basées sur la matrice de 

corrélation échantillonnale, les trois mesures étudiées dans ce chapitre sont invariantes 

a u .  changements d'échelle et de position et par conséquent, elles s'adaptent parfaite- 

ment à cet exemple. Cette propriété constitue un avantage important par rapport aux 

tests paramétriques d'absence de Liaison proposés par Cléroux & Ducharme (1989) 



ou par Ailaire Sr Lepage (1990). D'ailleurs, les derniers auteurs soulèvent ce problème 

de la nature de la matrice utilisée par les trois mesures. 

On considère donc L'ensemble de données de Miemer, Tolls, Hultin k Xfellecker 

(1970) que l'on peut aussi trouver dans B bIDP Software (l983), p.38. Les données sont 

constituées des résultats d'analyses sanguines de 158 patients. Pour chaque patient, 

on mesure 8 vaxïables: âge, taille, poids, utilisation de pillule anticonceptionnelle. 

cholestérol, albumine: calcium et acide urique. La variable pilule anticonceptionnelle: 

qui est une variable binaire, n'est pas considérée ici. De plus, 7 vecteurs sont omis à 

cause d'observations manquantes. Ainsi: la taille de l'échantillon est réduite à n =181. 

Les '7 variables considérées se regroupent naturellement en deux sous-ensembles de 

vaxiables. Le premier est désigné par le sous-vecteur ,Y['] constitué des trois premières 

variables (biologiques). Le deuxième est désigné par le sous-vecteur constitué des 

quatre dernières variables (biochimiques). On a donc deux sous-vecteurs de dimension 

respective p=3 et q=4 (avec p+q = m = 7). 

-4 L'aide de chacun des trois tests proposés, on rejette très fortement la non- 

association entre Ies deux sous-vecteurs. Le tableau 2.1 donne les différentes valeurs 

des statistiques correspondantes, leurs points critiques au niveau nominal 3% et les 

niveaux critiques. 

1 Escoufier 11 Stewart & Love 1) Cramer & Nicewander I 

TABLEAU '1-1. Tests d'absence de liaison basés sur la matrice de corrélation, points critiques et 

niveaux critiques. 

Valeur des statistiques 
( h )  Point critique 

Niveau critique 

En utilisant les tests proposés par Allaire St Lepage (1990). basés sur la matrice 

de covariance échantillonnale, on rejète également la non-association entre les deiilr 

sous-vecteurs. Le tableau 2.2 donne aussi les différentes valeurs des statistiques corres- 

pondantes, leurs points critiques au niveau 5% et les n iveau  critiques. 

n ~ t ' ( ~ 1  

16,63 

6,83 

4-06 X I O - ~  

~ S L ( ~ )  

22.48 

9,04 

3 . 5 7 ~  10-~ 

nCiV( R, 

20,12 

8,62 

7,51x 



TABLEAU 2.2. Tests d'absence de liaison basés sur la matrice covariance, points critiques et niveaux critiques. 

Valeur des statistiques 
(hl Point critique Co,, 

Niveau critique 

-4 l'aide d'une simulation, on va évaluer le comportement des trois tests développés 

précédemment et les comparer aus trois tests compétiteurs étudiés par hllaire & Lepa- 

ge (1990). 

On utilise la méthode de Monte Carlo pour comparer le niveau et la puissance 

expérimentalement. Cette étude est réalisée à titre indicatif puisqu'on se limite seule- 

ment au cas p = 2, q = 2 ( p+q = m ) et au niveau 5%. Le nombre d'échantillons 

générés est 10000 pour trois types de distributions multivariées elliptiques: une loi 

rnultinormale, deux lois multinormales E-contaminées ( c= 0'05 et 0,1) et deux lois t 

multivariées de degrés de liberté 23 et 5 respectivement. Elles sont utilisées avec la 

même matrice de covariance C telle que 

où les matrices C, représentent les matrices p x q dont tous les éléments sont égaus 

à 0 : -  Par exemple, tous les éléments de CL5 sont égaux à 0,15. Ce m e  de matrices 

de covariance a été utilisé par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995). 

Escoufier 

n R V ( ~ )  

9,31 

5 ,O3 

6.31 x 10-~ 

.Ainsil les distributions utilisées sont les suivantes. La  distribution multinormale 

N4 (O, C) avec un coefficient d'aplatissement K = O. La distribution rnultinormale 

E-contaminée peut s'écrire comme (voir Johnson (198'7), p.35) 

(1 - e)N4(Oo V) + d4(0,  02V) avec C = (1 - E + EO*)V. 

Stewart &t Love 

n S F )  

30J4 

10153 

8,28x  IO-^ 

En fixant o2 = 0,25 et en considérant E = O, O5 et E = 0,1, on obtient respectivement 

rc. = 0' 028 et n = O, 059- La distribution t multivariée avec u degrés de liberté et 

Cramer St Xcewander 

nCNc) 

20J2 

8,62 

7,X x 10-~ 



paramètre V s'obtient (voir Johnson (198T) :p. 1 18) par 

où Z suit une loi N4(0, v), S suit une loi Xy, Z et S sont indépendantes, G = 

u%-/(v - 2) et K = 2/(v - 4). Pax conséquent, pour v = 25 et v = 5 on trouve respec- 

tivement K = 0,095 et K = 2. On a choisi v = 5 afin de considérer une distribution 

dont les ailes sont plus rabattues que celles d'une distribution multinormale. 

Afin de générer des nombres aléatoires, on a utilisé le programme GGXS-VI 

provenant de la programmathèque IMSL. Pour chaque taille échantillonnale, on simule 

d'abord à l'aide GGXSM 10000 germes indépendants. Ensuite, à l'aide de programmes 

d'1MSL: on a généré 10000 échantillons indépendants selon la loi multinormale et les 

lois X& et X& 

Pour générer une distribution t multivariée avec v degrés de liberté ( notée t,), on 

génère n observations d'un vecteur aléatoire Z d'une loi N4 (O, V) où V = E ( Y  - 3)/v  

et n observations indépendantes de Z d'une variable aléatoire S de loi A$!. En a p  

pliquant la relation 2.3.1 à chacune des n paires observations Z et S, on obtient n 

observations d'une distribution t multivariée avec v degrés de liberté. 

Pour générer des nombres aléatoires selon une loi multinormale €-contaminée, 

on a suivi la procédure décrite dans Muirhead (1982), p.33, et dans Johnson (1987): 

p. 118. On génère d'abord une variable aléatoire U de loi uniforme (0,l). Si L; 5 (1 - E )  , 

on génère le vecteur aléatoire X de loi N4(0 ,  V )  avec C- = C/(1 - E + a'), sinon. 

on génère le vecteur aléatoire X de loi N4(0 ,a2V)  avec 02V = a2C/(1 - e + a2). 

Les tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 présentent les résultats de la simulation pour les 

cinq distributions. Les lois y sont disposées selon l'ordre croissant de leur coefficient 

d'aplatissement. De la distribution multinormale à la distribution tb, on a K = 0, 

0,028, 0,059, 0,095 et 2. Des tailles échantillonnales de 50: 100, 150, 200, 250, 300 et 

1000 sont considérées. Afin de pouvoir juger du niveau expérimental des cinq tests 

asymptotiques et de leur puissance espérimentale: un niveau expérimental sera jugé 

acceptable si le niveau nominal 5% appartient à L'intervalle de confiance au niveau 

95%. Ceci sera réalisé lorsque le niveau expérimental, correspondant à la colonne Coo7 

varie entre 456 et 544. 



Les résultats de cette étude font apparaître que pour des distributions présentant 

des ailes plus rabattues que celles d'une loi multinormale, les niveaux e-xpérimentaux 

ne sont acceptables que pour de très grandes tailles échantillonnales. Pour ce type 

de distributions, les cinq tests asymptotiques convergent lentement, en fonction de 

la taille n, vers un niveau acceptable. Cependant, les tests basés sur la matrice de 

corrélation échantillonnale convergent plus rapidement que ceux basés sur la matrice 

de cova.riance échantillonnale. Ceci est mis en évidence par l'étude expérimentale 

avec la distribution t5 dont le coefficient d'aplatissement est 2. On peut le constater 

en examinant les résultats expérimentaux pour la distribution t5 donnés dans les 

tableaux 2.3, 2.4 et notamment dans le tableau 2.5 pour la taille 1000. Il ressort donc 

de cette étude expérimentale qu'on devrait utiliser ces tests avec prudence lorsque la 

population sous-jacente suit une loi elliptique avec des ailes plus rabattues que celles 

d'une loi muitinormale. 

Quant à la puissance expérimentale, mis à part le cas de la distribution t5 où les 

comparaisons ne pourraient se faire que pour de très grandes tailles échantillonnales, 

on peut conclure que globalement les deux groupes de tests n ~ ( ~ )  et niWC), pour M 

= RL', SL et CS: sont équivalents. Aussi, on note que dans les cinq cas, la puissance 

expérimentale de chaque test croît au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'hypothèse 

nulle Co*, c'est-à-dire que la puissance expérimentale croît avec la valeur xy des matri- 

ces C,. De plus, plus on s'éloigne de l7hWypothèse de multinormalité plus la puissance 

expérimentale des cinq tests diminue. Elle apparaît comme une fonction décroissante 

du coefficient d'aplatissement. 

De façon générale: on peut dire que le test construit avec la mesure de Cramer 

k Nicewander (1979) ( c'est-à-dire les tests ~ C N ( ~ )  = n C i ~ ( ~ )  ) se comporte mieux 

que ceux construits avec les deus autres mesures. 11 stabilise le niveau expérimentai à 

un seuil acceptable, et de plus, sa puissance expérimentale augmente plus rapidement 

que pour ceux avec les deux autres mesures. 
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Yultinormale 1) 0:OScontaminée 11 O, 1-contaminée II t avec v=25 1 t avec v=5 

TABLEAU 2.5. Niveau expérimental (~10000) des tests au niveau nominal 5% pour n=1000 et 

différentes distributions. 

2.6. TESTS D'ABSENCE DE LIAISON ENTRE PLUSIEURS IECTEURS 

Dans cette dernière section, on généralise les résultats précédents pour construire 

des tests d'absence de liaison entre plusieurs vecteurs. L'approche utilisée s'apparente 

à celle d'hilaire Sr Lepage (1990). On suppose que le vecteur aléatoire X, de dimension 

m x 1: appartient à la classe des distributions elliptiques. On subdivise le vecteur 

aléatoire X = (,Y('), ..., X(m))' en G sous-vecteurs 

où pour h = 1, ... ,G, x [ ~ I  est un sous-vecteur de X de dimension mh x 1. On pose Il = 
G (1, ..., ml)?  ..., Ih = (1 + ~ : z  ml, ..., CF=, ml), ...; IG = (1 +CE ml7 .-., xl=' ml), les 

ensembles disjoints d'indices des composantes des sous-vecteurs de 
I 

111 1 éléments 1 Ih 1 éléments 1 Ic [ éléments 
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On partitionne également les matrices de la population C et P et les matrices 

échanti~lomales Sn et & comme suit 

P,, - - -  Pl, 

2.6.1. Distributions asymptotiques des mesures. 

( i )  RI.,) = tr(RhfhRhlh) 
Jtr( R i f h , ) t ~ ( ~ i h )  

( R )  t ~ ( R h f h  RZ R ~ I ~ )  (ii) SL,,, = 

pour la mesure d7Escoufier (1973), 

pour la mesure de Stewart & Love (1968) 

tr(R& ~~f~ R;; R L . ~ )  
( i i i )  c ~ v L ~ ?  = pour la mesure de Cramer Sr Xcewander (1979). 

mh' 

L'h-ypothèse nulle est 

La suite d'hypothèses alternatives convergeant vers H : ~ )  est 

-4hhJ 
H : Wh, = - 

Jn pour I 5 h' < h 5 G: 

où AhV = (agh'))  est une matrice donnée de dimension mhf x mh telle que pour h et 

hy fixes, la:ihhf)l 5 l/fi, i = 1, ..., mv et j = ,..., mh. 



Le théorème suivant montre entre autre que les vecteurs aléatoires 

f i ~ e c R ? ~ ,  ...: f i ~ e ~ ~ ~ , ~ - ~  

('3 sont asymptotiquement indépendants sous ou sous H!$ convergeant vers Ho . 

THÉORÈME 2.6.1. Soit Rn la matrice de c o r d a t i o n  échantillonnale formée à 

partir d 'un échantillon de taille n d'une loi elliptique de paramètres p et V avec 

matrice de corrélation P et coeficient d'aplatissement K .  Alors 

(i) sous ITiG), fi 

(ii) sous H!:), fi 

Les G(G-1)/2 vecteurs aléatoires 

U ~ C R ~ ~ ,  . . . , u ~ c R ~ ~ ~ - ~  

(Cl sont ainsi asymptotiquement indépendants sous H:~) et sous Hl:, . 



Démonstration: 

(i) D'après le théorème 2.1.1, le vecteur aléatoire 

\uec~c.c-  i )  

h' < h. converge en loi vers une loi multinormale Nf(O , n',O)) où f 

Dé terminons R:), c'est-à-dire la corrélation asymptotique entre 

= $ (m2 - zfzi mi). 
les vecteurs 

où h, h', d et d' sont des entiers quelconques de l'ensemble (1, 2: ..., G )  avec h'<h 

et d'cd. Puisque la matrice de dimension mh x rnv, traduit une relation entre 

seulement les deux sous-vecteurs ~ [ ~ l  etXPfI, alors pour rij E Rhht e t  rkf E Rddr, on a 

i E I h  et j e  Ihf a v e c h f < h ?  

k f  Id et l e  Id, avecd' < d .  

Si h = d et h' = ci', on a (i, k) E Ih x Ih et ( j ,  1 )  E Ihf x Ihl- Les deux ensembles 
(Cl p(i . j )  = p ( k . ~ )  = Ih et Iht étant disjoints, alors d'après l'équation 2.1.3 on a, sous Ho , 

p('-') = p ( ~ v k )  = O. Ainsi, on obtient 

W("'"' )= ( 1  + ,) p('lk) p l i . i )  7 

qui est l'élément générique de la matrice (1 + n)PhlhI @ Phh. Ainsi, les sous-matrices 

de situées sur la diagonale correspondent à ( 1  + K ) P ~ ~ ~  @ Phh. Si au contraire par 

exemple h # d, alors pour i E Ih7 k E Id on a 

j E  I ~ J  et 1 E Idr avec h'< h e t  d ' c d .  

Sous H ; ~ ) ,  on trouve par conséquent 

c'est-à-dire que pour h # d ou hf # dl, w(ij.kf) = O. Autrement dit? les sous-matrices 
( 0 )  de OR non situées sur la diagonale sont nulles. Par conséquent, RIZ) = . 



(ii) Considérons le cas où la suite H!: converge vers H ( O ) .  D'après le théorème 2.1.1. 

le vecteur 

converge en loi vers une loi mul t inomde Nr dont on doit déterminer la moyenne et 

la matrice de covariance nLH). 
Si h = d et h' = d', on a (2, k) E Ih x Ih et ( j ,  1 )  E Iht x Ihl. Alors, comme 

converge vers O lorsque n-t oc: d'après l'équation 2.1.3, on obtient w("*") = (1 + 
~ ) ~ ( ' ~ " ) p ( j ~ ' )  qui est l'élément générique de la matrice (1 + K ) P ~ ~ ~  @ Phh Ainsi, les 

sous-matrices de RF) situées sur la diagonale correspondent a (1 + n)Phtht @ Phh. Si 

au contraire par exemple h # d. alors pour i E Ih, k E Id on a 

j E I h ~  et 1 E Idr avec ht < h et d < d. 

Comme 

convergent tous vers O lorsque n+ cc? alors d'après l'équation 2.1.3, on obtient 

&"') = O. Autrement dit, les sous-matrices de non situées sur la diagonale sont 

nulles. On a donc nLHi = - 

D'autre part' en substituant les valeurs de PhY, 1 5 ht < h 5 G, on déduit par 

Serfiing (1980)  (voir lemme A, p.20) que sous H[: 

converge en loi vers une loi multinormale de moyenne 



Enfin, étant donné la structure de la matrice de covariance asymptotique, l'indépendance 

asymptotique des vecteurs aléatoires 

uecRri,  . . . , ~ e c R ~ , ~ - ~  

sous H:~) et sous H!? découle. 

C.Q.F.D. 

La loi asymptotique conjointe des mesures est donnée par le théorème suivant. 

THÉORÈME 2 - 6 2  Sous les conditions d u  théorème 2.6.1 et 

A: sous H : ~ ) ,  o n  a 

avec h = 1, 2 et 3 pour respectivement 

hi =RV, SL et NC 

ou, pour chaque h fixe et 1 5 j < i < G, les G(G-1)/2 variables aléatoires 

E$) sont indépendantes et distribuées comme 

ou, pour i et j f i es ,  les variables aléatoires Ùgkl,(ij) sont indépendantes et 

de même loi N(0, l), k = 1, ..., mi, 2 = 1, ..-: mj, 

(iz) 

où, pour i e t  j &es; les variables aléatoires r;,(,), 1 = 1, ..., mj,  sont indépendantes 

et  suivent la loi X' avec mi degrés de liberté, 



oG, pour i et j f i e s ,  la variable aléatoire X;,,, suit la loi A? avec mjmi 

degrés de liberté, 

di)  les A:) et pl , ~c = I ,  ... ,mi, I = 1,. sont respectivement les valeurs pro- 

pres de Pii et de Pj j .  

B: sous HI:), alors le résultat e n  A tient sauf que 

(i) pour k;j'), i et j f ies: les variables aléatoires Ukl,(,) sont indépendantes 

et de loi N(bkl , ( i j ) i  1 )  avec 

6:1,(0) = 

pour k = 1 ,...?mi et l = 1: ..., mj, 

(ii) pour Y$),  i et j f ies ,  les variables aléatoires Z;,(,), 1 = 1 ,.-., m,, sont 

indépendantes et suivent une loi ~ " v e c  mi degrés de liberté et paramètre de 

décentralité 

6:(ij1 = tr (A; P ~ ~ A ~ P ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ , ~ ~ )  

P O V ~  l = 1: ....m j ,  

(iii) pour Y;:'? i et j &es, la variable aléatoire suit une loi X 2  avec 

mjmi degrés de liberté et paramètre de décentralité 

06, pour i et j fies, les vecteurs aka et bi,, k = 1 ,...,mi, 1 = 1 ,--.,mj. sont 

respectivement vecteurs propres de Pi* et pjj associés auz valeurs propres 

A!) et  

C: si G=m et f = m(m-1)/2, pour M = RV, SL ou CN, alors on e sous I5Orn) 

n 
n ~ 2  = - n l\~!j") = - C r: A Z oli Z suit une loi x:, ' l<j<i<m l + l<j<i<rn 

et sous H[:) 



n 
n ~ *  = - rf)i Z oii Z suit une  loi x'(b2) ' + ,sj<i<_rn 

où le paramètre de décentrulité est 

et rij est le coeficient de corrélation échantillonnal entre les composantes ,Y, 

et ,Y, du vecteur aléatoz~e X. 

Démonstration: 

A: Soit h = 1. Pour 1 5 j < i 5 G, le vecteur JnvecRi, converge en loi 

vers le vecteur aléatoire Zij de loi JV~~,~(O , (1 + PC)(Pjj @ Pi,))- D'autre 

part, comme les mesures RI.$?), 1 5 j < i 5 G, sont continues en tous leurs 

Les vecteurs aléatoires Zij, pour 1 5 j < i 5 G, étant asymptotiquement 

indépendants d'après le théorème 2.6.1, alors les formes quadratiques 1.2) 
sont indépendantes et distribuées comme 

Le reste de la démonstration est une simple réécriture de celle du théorème 2.3.1. 

Les cas h = 2 et 3 se démontrent de la mëme façon. 

B: Cette partie se démontre aussi de la même façon que le théorème 2.3.2. 

C: Puisque, sous et pour i = 1, ..., m, Pii = 1 et donc les valeurs propres 
(il A, sont égales à 1 pour tout couple (i,k) et puisque les f variables aléatoires 



Zij pour 1 5 j < i 5 m sont asymptotiquement indépendantes, alors on a 

pour h = 1, 2, 3, 

où les f variables aléatoires Diijl  sont indépendantes et suivent une mëme loi 

N(O, 1). Ainsi, sous H : ~ )  on a 

Sous HL:, la démonstration est similaire à la précédente avec la seule différence 

que les variables Li(,) suivent une loi N(aij, 1). 

C.Q.F.D. 

2.6.2. Tests asymptotiques pour lYiC). 

Le théorème 2.6.2 permet de construire, en utilisant l'approche d'Alaire &k Le- 

page (1990), trois tests asymptotiques pour tester l'hypothèse nulle H : ~ ) .  -4 l'aide 

des mesures d7Escoufier (1973): de Stewart Si Love (1968) et Cramer Sr Nicewander 

(1979), les régions critiques des tests de niveau asymptotique a sont donnés respec- 

tivement par 

rejeter H : ~ )  si n C C c!v/~) > ci3) 

où cP), pour h = 1, 2' 3: est le quantile d'ordre 1 - a de la distribution de 



pour h = 2 , 

pour h = 2 

pour h = 3 . 

Puisque pour chaque SI &se, 44 = RV, S L  , CN et pour tout (i, j), 1 5 j < i < 
G, les G(G-1) variables Mi(j") sont asymptotiquement indépendants sous H:~). Il en 

découle que pour h = 3; par exemple, les variables x:,, pour 1 5 j < i 5 G sont 

indépendantes et suivent une loi X2 avec mjmi degrés de liberté pondérées par l /mj.  

Il en de même des autres quantités U&ij) et x:,(~) définies dans le théorème 2 - 6 2  

On calcule numériquement les quantités cLh), pour h = 1, 2, 3, à l'aide de l'algorithme 

d'Imhof (1961). 

(RI p On a Alij -t p l ~ ( ~ ) z j  lorsque o --+ oc: pour ?VI = RV, SL et CS: 1 < j < i 5 

G. Lorsque l'hypothèse ~ i ~ )  est fausse,  LIT) > O pour au moins un couple (Lj) où 

I 5 j < i < Gy alors on a 

lirn ~ ( n  C C M!:) > CC))  = i. pour kI = RV, SL et CN. 
n+oo L5 j < i  <G 

Les trois tests proposés sont donc convergents. 

2.6.3. Tests de non corrélation totale. 

Dans cet te sous-section, on construit des tests d'absence de liaison totale entre 

toutes les composantes du vecteur aléatoire X. On ne peut pas avoir ce genre de tests 

à partir des résultats d'hilaire Sr Lepage (1990) qui utilisent des mesures basées sur 

la matrice de covariance puisque les coefficients de pondération qui apparaissent dans 

la loi asymptotique ne sont pas généralement constants. 



COROLLAIRE 2.6.1. Si G =m, alors sous H:*) on a 

Démonstration: 

Le théorème 2.6.1 appliqué pour G=m montre que les variables aléatoires fiij 
sont asymptotiquement indépendantes et normalement distribuées. Sous lYirn), pour 

tout couple (i.j), Jnrij  f+ N(0,l + K) car Pii=Pij=l et ainsi. la somme des f 

variables aléatoires asymptotiquement indépendantes converge en loi vers N ( O I  (1 + 
L 

K )  f) .  Sous HI:), pour tout couple ( i j ) ,  Jnr, -+ N(ai,, 1 + n), et ainsi, Ia somme 

des f variables aléatoires indépendantes converge vers 

C.Q.F.D. 

Le corollaire 2.6.1 permet de construire trois tests asymptotiques d'absence de 

liaison totale. Le premier test a u  niveau asymptotique cu est donné par 

où cLm) est le quantile d'ordre 1-cLm) donné par 

@(x) étant la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite. 

Le deuxième test au niveau asymptotique a est donné par 



On peut aussi utiliser le test Xf donné par la partie C du théorème 2.6.2. 

Signalons que Cameron & Eagleson (1985) ont proposé un test de non corrélation 

totale lorsque les observations ,Y, = (x?), ..., XAm))rf a = 1, ..., n sont indépendantes 

sans être nécessairement identiquement distribuées, mais chaque composante i, les 

variables X:), a = 1, ...: n sont indépendantes et de même loi normale. Le test pro- 

posé est basé sur le comportement asymptotique du plus grand des coefficients de 

corrélation de la matrice de corrélation échantillonnalle. 

2.6.4. Un exemple. 

On considère l'ensemble de données du tableau 5 de Dawkins (1989) constitué 

des records nationaux masculins de 55 pays pour 8 courses en athlétisme: le 100 m; 

le 200 m, le 400 mt  le 800 m, le 1500 m, le 3000 m, le 10 000 m et le marathon. Il 

s'agit, comme le mentionne l'auteur, d'une partie des données recueillies par Belcham 

Sc Hyrnans (1984) pour les Jeux Olympiques de 1984 à Los Angeles. Ces huit variables 

se regroupent naturellement en trois sous-ensembles de variables. Tl y a d'abord trois 

sprints: les 100 mt 200 m et 400 rn, detu courses de demi-fond: les 800 m et 1300 

rn et  finalement trois courses de fond ou épreuve d'endurance: les 5 km, 10 km et le 

marathon. On a donc trois sous-vecteurs de dimension respectives ml = 3, mp = 2, 

et rn3 = 3. 

11 est à remarquer que l'échelle de ces variables n'est pas la même puisque les 

sprints sont chronométrés en secondes alors que les temps des autres courses est 

en minutes. De plus, comme les variances des variables correspondant a u  longues 

épreuves sont plus grandes que celles des épreuves plus courtes, on centre et réduit 

chaque variable afin d'accorder un poids égal à chacune d'elles dans l'analyse. Les nou- 

velles variables représentent ainsi des mesures de la performance relative de différentes 

nations dans chacune des épreuves. En utilisant ces données transformées, les mesures 

de liaison vectorielles restent invariantes. Ceci constitue donc un avantage de premier 

ordre par rapport aus tests d'absence de liaison paramétnques d7Allaire SL Lepage 

(1990) ou Lazraq Sr Cléroux (1992). D'ailleurs, ces données ont été traitées par Al- 

laire & Lepage (1990) tout en signalant le problème d'invariance. Pour cet ensemble de 



données où les performances des nations sont sensiblement les mêmes d'une épreuve 

à l'autre, on peut s'attendre à rejeter l'hypothèse d'absence de liaison. 

On trouve, en effet, pour les trois tests de la section 2.6 des  niveau^ fortement 

significatifs. Le tableau 3 -6 récapitule les dinérent es valeurs des statistiques corre- 

spondantes ainsi que le niveau critique observé. 

TABLEAU 2.6. Tests d'absence de liaison pour l'ensemble des records nationau-x mascuIins de 55 

pays pour 3 sous-ensembles de courses et leur niveau critique. 

Escoufier (RV(R))  

Stewart & Love ( S L ( R ) )  

Cramer &- 

0,714 

0,665 

0,410 

0,514 

0,541 

0&332 

0,824 

~ < j < i < 3  1 

0,247 

113,29 

111,65 

60,48 0,442 

0,33 x IO-' 

OJ8x 10-~ 

0,53 x 10-' 



Lois asymptotiques de différentes matrices de corrélation 

Dans le dernier chapitre on a étudié différentes mesures d'association vectorielle 

construites à partir de la matrice des coefficients de corrélation simple. Maintenant, on 

\a étendre l'étude à d'autres matrices de corrélation. Plus précisément, on va définir 

dans la section 3.2 les matrices de corrélation de Kendall et  de Spearman et donner 

leurs distributions asymptotiques. Ceci sera fait après avoir rappelé brièvement dans 

la section 3.1 la définition du coefficient de corrélation r de Kendall et le coefficient 

de corrélation g de Spearman et donné quelques-unes de leurs propriétés. Pour plus 

de détails, on peut se référer à Hoeffding (1948) ou à Kruskal (1938). Ce dernier 

discute des relations entre les deux coeficients de corrélation et  présente aussi un bref 

historique sur ces mesures d'association. Dans la section 3.3 on donne la distribution 

asymptotique de quatre sous-matrices de corrélation échantillonnales sous différentes 

hypothèses. La section 3.4 est une généralisation des résultats de la section 3.3 au cas 

de plusieurs soucvecteurs. 

Soit un échantillon aléatoire Xi, ..., -L issu du vecteur aléatoire de dimension 2, 

X = ('i('): .Y('))' dont la fonction de distribution F(x)  = F(z( ' ) ,  x(?)) est continue et 



admet F(')(x(')) comme distribution mar,@ale de X('), i = 1, 2. 

Posons 

3.1.1. Le coefficient T de Kendall. 

Deux paires d'observations X I  = ( x!'), xi2) )' et X2 = ( x!'), .e) )' sont dites 

concordantes si 

et elles sont dites discordantes si 

Le coefficient T de Kendall (voir Kendall (1962)) est défini en fonction de 

la concordance et la discordance entre l'observation (Xi') , et l'observation 

.p)' : 

Dans le cas binormal, on a T = (2/a) arcsin(p), p étant le coefficient de corrélation 

simple (voir Kendall (1962) ) . 

Le coefficient T est défini comme une mesure d'association entre les variables 

X(') et  Par sa définition même, le coefficient r préserve l'ordre. Il correspond au 

coefficient de corrélation entre les signes de ( ~ l ( ' )  - $')) et (iYt2) - XF)) et de ce fait. 

on a -1 5 r 1. Il est aussi interprété comme la covariance des différences des signes 
(2) (voir Hoeffding (1948)) puisque ~ a r ( s ( i Y { ' )  - xiL))) = v a r ( s ( ~ [ ~ )  - X2 )) = 1. 

E d m d e s  (1993) a montré que pour une distribution F (dl), x ( ~ )  ) bi-euponentielle 



de paramètres (Xi, At, XL2) c'est-à-dire 

F( 2('), =(2) ) = P x(l) > z(l), * ~ ( 2 )  > z(2) ( 
exp [ -A  lx(') - &x(~)  - X12ma~(d1), x ( ~ )  ) ] si x(l) et x ( ~ )  > O7 

= { O  sinon, 

où F( d l ) '  d2) ) est la fonction de s u M e  

- F( =(l)' z(2) ) = 1 - f'(l)(--~(l)) - ~ ( 2 ) ( ~ ( 2 ) )  + F( x(l), z(2) ), 

Posons 

où la fonction s est définie par 3.1.1. Le coefficient T est un paramètre estimable de 

degré r = 2, pour la famille des distributions continues F (x('), x ( ~ ) ) ,  dont le noyau est 

( voir Hoeffding (1948), p.316-17). La U-statistique de degré 2 pour le paramètre 

r est 

D'après la proposition 1.3.1 (voir aussi Hoeffding (1948), p.317), on a, p o u m  

que (-1 > 0, 

(SI) étant définie: d'après la proposition 1.3.1, par <Pl (x) = E[@(x ,  &)]. 

On remarque que si -Y(') et x ( ~ )  sont indépendants, alors 



et E [ < P ~ ( x ~ ) ]  = r = O. D'autre part, si x(') = Xt2) dors r =1 et pour t'échantillon 

si Xii) = xi2) ,  a = 1 ,..., n, on a alors K, =1. 

3.1.2. Le coefficient g de Spearman. 

Comme pour le coefficient T de Kendall. le coefficient g de Spearman s'interprète 

aussi en termes d'observations concordantes et discordantes. Considérons trois ob- 
(1) (2) - semations indépendantes: ?Ci = (,Y, ,Xi ), i = 1, 2, 3. Alors, le coefficient e de 

Spearman est défini en fonction des probabilités de concordance et discordance entre 

l'observation (XI('), Xi2))' et (Xi1), &2))t (voir Kruskai (1958)): 

Dans le cas binormal, on a Q = 6/7r arcsin (p /2 )  , où p est le coefficient de corrélation 

(voir Joag-Dev (1984)). 

Posons 

Alors ik est symétrique en ses 3 arguments et il est le noyau pour le paramètre g et 

on a E [ rk ( S1, &, ';3 ) ] = e. La U-statistique de degré 3 pour le paramètre g (voir 

Carrière (1991)) est alors 

D'après la proposition 1.3.1 (voir aussi Hoeffding 

que Cl > O! 



en tenant compte de la relation 1/2 = J ~(')(z('))d~(')(z(')), i=l, 2, QI(&) étant 

définie: d'après la proposition 1.3.1, par Q (x) = E [S(z' ;Y1, ~YZ)]. 

On remarque que si ,Y(') et x ( ~ )  sont indépendants, alors 

e t  EQ1 (XI) = g = O. D'autre part, si .Y(') = d ~ ( 2 )  alors g =1 et pour l'échantillon, si 

SA1) = -Y;*) pour a = 1 '...l n, on a alors Sn =1. 

L7estimateur de g7 habituellement utilisé, est le coefficient de corrélation des rangs 

des observations. 11 s'agit de l'estimateur 

9 n n n  

où Rg) est le rang de ,Y:), i=l: 2, défini par 

Hoeffding (1948) note la relation suivante: 

Or, E(D,) = (n- 2)g/(n+ 1) +3r/(n+ 1). D, n'est évidemment pas une U-statistique 

mais comme E(K,) = T et E ( c - )  < w, indépendamment de n' alors fi(& - Q) et 

fi(& - e) ont asymptotiquement la même la distribution d'après le théorème de 

Slutsky (voir Manoukian (1986)). 



Le rappel précédent nous serWa à définir les matrices de Cistatistiques de Kendall 

et de Spearman. Pour ceci, considérons un échantillon aléatoire Xl, ...,,Y,, issu du 

vecteur aléatoire X. de dimension m x 1, dont la fonction de distribution F ( x )  = 

F(x('), ..., x ( ~ ) )  est continue. Désignons par ~ ( ' j )  et F(') les distributions marginales 

respectivement du sous-vecteur ( ~ ( ' 1 ,  XG)) et de la variable marginale ,Y('). 

3.2.1. Matrice de Kendall. 

Comme dans le cas bivaxié, on pose pour i et j =l ,  ..., m, 

Le noyau symétrique pour r('j) est 

est la U-statistique d'ordre 2 pour r('7j). D'autre part, on a pour a=l, ..., n, 

DÉFINITION 3.2.1. On appelle matrice de Kendall, la matrice K, des U-statzstiques 

pour la matrice de paramètres A ozi 



Du théoréme 1.3.1 on déduit La multinormalité asymptotique de K, pour une dis- 

tribution arbitraire F(x), en tenant compte de L'expression @y)(&) de l'équation 3.2.1 

et de l'ordre 2 de toutes les U-statistiques de la matrice K, sauf sur la diagonale dont 

l'ordre est O. 

THÉORÈME 3.2.1. Soit 1 'échantillon aléatoire KI; ..., /YnY,, issu du vecteur aléatoire 

X, de dimension m x 1, dont la distribution F ( z )  = F ( X ( ' ) ~  ..., dm)) est continue 

et Kn la matrice de Kendall pour la matrice des paramètres A. Alors, la distribu- 

tion asymptotique, lorsque n t  cc, de  f i ( u e c K ,  - uec:\) est une loi multinormaie 

Nm2(0, Ch-) où CK = oprk') avec pour i, j, k et 1 = 1 ,..., rn 
2 2 

(i j .kl) - 1 1 c ~ ( ~ ~ J ) C ~  U-ik,Ob' 
*K - 1 

Évidemment, la loi multinormale Nm2(0, C K )  est dégénérée puisque la matrice 
(i i?kl) - Kn est symétrique. D'autre part. o, - cpvkk) = O,  pour i, j, k et 1 = 1 ,. ..,m. 

3.2.2. Matrice de Spearman. 

Comme dans le cas bivarié, on pose pour i et j = 1, ..., m, 

et le noyau symétrique pour le paramètre $ * j )  est défini par 

Alors, la statistique 



est la ü-statistique d'ordre 3 pour &'YJ). D'autre part on a' pour a = 1. ..., n, 

OU encore 

DÉFINITION 3-22.  On appelle matrice de Spearman, la matrice Sn des U- 

statistiques pour la matrice de paramètres P où 

Avec l'application du théorème 1.3.1 on déduit la rnultinormalité asymptotique de 

Sn pour une distribution arbitraire F(x), en tenant compte de l'expression 9~'"(Xl) 

de l'équation 3 .22  et de l'ordre 3 de toutes les U-statistiques de la matrice Sn sauf 

sur la diagonale dont L'ordre est 0. 

THÉORÈME 3.2.2. Soit l'échantillon aléatoire XI, ..., Sn, issu du vecteur aléatoire 

X,  de dimension rn x 1, dont  la distribution F ( x )  = F(x( ' ) ,  ..., dm)) est continue et 

Sn la matrice de Spearman pour la matrice des paramètres P. Alors, la distribu- 

t ion asymptotique, lorsque n--i cc, de fi(vec& - u e c P )  est une loi rnultinomale 

Nmz (O,  Cs) où Es = oYtki) avec pour i, j, k et Z = I ,.., m 



Évidemment, la loi multinormale N,@, Cs)  est dégénérée, puisque la matrice 

ii kl )  - ( i ikk) = O, pour i, j, k et 1 = 1 ,...-m. Aussi, 5, est symétrique. D'autre part: DL ' - os 

note-t-on que 

V,(i.i).l - - u f i j ) J  et ~ ? i j ) , 2  - Vlj, i)13 

On remarque qu'on peut aussi écrire la matrice de covariance des rangs des 

vecteurs d'observations en fonction de Ia matrice hT, de Kendall et de la matrice 

Sn de Speannan à l'aide de la relation 3.1.3 

où les éléments de la matrice D, sont définis, comme dans 3.12, par 

avec Ri) le rang de St), a = 1 ,..., n, i et j =1, ..., m, donné par 

s est la fonction signe définie par 3.1.1. 

Ainsi, on a 

Par conséquent, lim E(uecD,) = uecP. La distribution asymptotique de 
n+OQ 



est donnée sous les mêmes conditions par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995) en utilisant 

un résultat de Puri & al (1970). Or, cette distribution asymptotique est exactement 

la même que celle de 

qu'on a obtenue dans le théorème 3-22. 

En effet, puisque E[K:( '~)]  < oo pour tout n, i et j =L, ..., m, on a 

Par conséquent, [~K:J)/(~+I)] converge en probabilité vers zéro. Le résultat recherché 

découle dors  du théorème de Slutsky (voir aussi Hoeffding (1948)). 

Terminons cette section en remarquant que le coefficient &j) de Spearrnan peut 

aussi s'exprimer comme 

où la fonction J(i) est telle que (u) = a ( 2 u  - l), pour O 5 u 5 1. 

L%quation 3.2.4 du coefficient de Spearman avec J(i) (u )  = f i ( 2 u  - 1) est 

un cas particulier d'un cadre plus général développé par Puri, Sen & Gokhale (1970). 

Ce cadre général suppose que les fonctions J(il, pour i = 1, ..., m, satisfont un certain 

ensemble de conditions et que les éléments de la matrice d'association s'expriment 

comme le produit des fonctions J(i) et JCi) évaluées respectivement aux distributions 

margindes F(') et F(j) .  Malheureusement, ce cadre a ses limites. C'est ainsi- par 

exemple, que le coefficient de Kendall ne peut s'exprimer sous la forme 3.2.4 puisque 

Un autre exemple est celui du  coefficient o('~j)  de la matrice de covariance où d'après 

le lemme de Hoeffding (voir Lehmann (1966)), on a 



-- 
(cl 

L'approche avec des matrices de U-statistiques qu'on propose dans cette thèse a 

certainement ses propres Limites mais elle s'applique à plusieurs situations et permet 

d'unifier les résultats pour différentes matrices d'association. 

Dans le chapitre 2 on supposait que l'échantillon d'observations provenait de la 

famille de distributions elliptiques. L'ellipticité nous permettait de scinder le coeffi- 

cient p(ij+l), obtenu dans le théorème 1.3.3, en une somme de produits de coefficients 

de corrélation (voir l'équation 2-12).  On obtenait ainsi la matrice de covariance de la 

distribut ion asymptotique J n ~ e c R ~ ~  comme fonction des sous-matrices de corrélation 

Pij7 i, j = 1. 2. Lorsque l'hypothèse de l'ellipticité n'est plus observée, on ne peut pas 

en général scinder les moments d'ordre quatre en une somme des moments d'ordre 

deux. 4Iais sous des hypothèses d'indépendance ou voisines de l'indépendance, on y 

On considère l'hypothèse nulle 

où F(.) est une fonction de distribution continue, x = ( ~ ~ ~ 1 ,  x[~]) E Rm avec x[lI = 

(x('), ..., x(p)) et x[21 = ( x ( p + l ) ,  ...' x ( ~ ) ) ,  p + q = m. Ceci implique en particulier que 

. . 
si i,k = 1, ...:p et jJ = p+l ,  ..., m. F(*J*~' )  désigne la fontion de distribution du vecteur 

(&y(2), -y(d &y(k), $0) 



De même, on partitionne toutes les matrices de la population et les matrices 

échantfi lo~ales correspondantes comme suit 

où chaque matrice &f21 = (mi,), (i = p t l ,  ...: m, j = 1 ,..., p et M = K: S, S ou R) est de 

dimension q x p. En fait, les matrices K,, Sn et Sn sont des matrices de U-statistiques 

pour respectivement les matrices de paramètres A, P et C. 

Dans cette section on établit les distributions asymptotiques des vecteurs aléatoi- 

res f i ' ~ e c i M ~ ~ ,  pour hl = IGl, S21Y S21r RZI: SOUS HG et une suite d'hypothèses 

alternat ives convergeant vers Hl .  Outre leurs propres intérêts, ces résultats nous 

sentira dans le chapitre 4 à construire un ensemble de tests asymptotiques pour Hô. 

3.3.1. Sous H i .  

Il évident que si A?'] et sont indépendants, alors hL2 = O, P12 = 0; XL2 = O 

e t  P12 = 0. 

THÉORÈME 3.3.1. Sous H,': on a 

S o u s  H,' et si X admet tous les moments d'ordre 4, on a 

(iv) f i ' ~ e c R ~ ~  5 z ( ~ )  o ù  mit une loi  Nw(O , Pli @ P2*)- 



Démonstration: 

(i) La matrice 

d'ordre 2 (1 < j 5 

K21 de dimension q x p est la matrice des pq Ci-statistiques @a) 

p et p + l 5 i 5 m). D'après le théorème 3.2-1 ou directement 

par le théorème 1.3.1, sous H,', f i e c K 1  converge en loi vers une loi multinormale 

N,(O , A) où les éléments de -4 sont donnés, en tenant compte de la définition o ( i k ) ,  

Par 

.-\insi, on obtient -4 = $Pl, 8 Pz- 

(ii) Le cas de la matrice de S p e m a n  se traite de la même manière que le cas 

précédent. Le théorème 3 - 2 2  fournit les éléments de la matrice de covariance B d'une 

loi multinormale Np@ , B) qui est la loi asymptotique, sous H,' , du vecteur aléatoire 

\ / n v e ~ & ~  : 

pour 1 5 j ,  1 5 p et p + 1 5 i, k _< m. Ainsi, on obtient B = PII  @ PL*- 

(iii) Pour le cas de la matrice de covariance, le résultat découle du théorème 1.3.2. 

En effet, sous Hô, J n ~ e c S ~ ~  converge en loi vers une loi multinormale JI(,,(O , C) 

où les éléments de C sont donnés pour 1 5 j, 1 5 p et p + 1 5 il k 5 m, par 

Ainsi, on obtient C = CLl @ C2*. 

(iv) Le cas de la matrice de corrélation résulte du théorème 1.3.3. En effet, sous 



Hi, J n v e ~ R ~ ~  converge en loi vers une loi multinormale NW(O D) où les éléments 

de D sont donnés pour 1 5 j, 1 5 p et p + 1 5 il k - .  < m. par 

puisque p('?j) = ~ ( ~ 9 ' )  = O sous Hô. ..\insi, p ( ' k ) p ( ~ v ' )  est L'élément générique de la 

matrice D = Pll &i P22. 
C.Q.F.D. 

Le théorème précédent montre que sous H,' les vecteurs aléatoires f iuedLl  et 

fivecK21 convergent en loi vers une loi mdtinormale Np, dont la matrice de covari- 

ance est la même à un coefficient 419 près. On verra plus loin qu'il en est de même 

sous une suite d'hypothèses alternatives. C'est ainsi qu'il est pertinent d'étudier simul- 

tanément les distributions asymptotiques des deux vecteurs f iuec& et f i ~ e c h ; ~  : 

puisque la matrice de covariance de la distribution as-ymptotique de ce dernier s'ob- 

tient de celle de J n v e ~ S ~ ~  et non l'inverse. 

Xotons aussi que même si X suit une loi elliptique de coefficient d'aplatissement 

r;, le vecteur aléatoire J n v e ~ S ~ ~  converge en loi vers &(O , Ell @ &) SOUS Hg.- De 

ce résultat, on déduit que K = O. En effet, en égalisant l'équation 1.2.2 

et celle du théorème 1 - 3 2  

et en tenant compte du fait que sous H i  on a o('jrk') = et di-j) = cdkJ) = 

di*') = & y k )  = O. on tire K = O. Par contre, si l'on suppose que x['I et sont non 

carrelés, c'est-à-dire Ho: L1 = 0' alors, selon Cléroux k Ducharme (1989) ou Allaire 

k Lepage (1990): J n v e ~ S ~ ~  converge vers un vecteur de loi Np,( O, (1 + lc)Cll@ &). 



.&mi, le choix de 17h-ypothèse (fi ou H,') sur la classe des distributions elliptiques 

modifie la matrice de covariance de la distribution asymptotique de f i e ~ S ? ~ .  Dans 

ce sens, ce résultat s'apparente au théorème 1.2.1. 

Il est à noter que dans le cas d'une distribution quelconque, même avec l'hypothèse 

que tous les moments d'ordre 4 existent, toutes les composantes ,Y('), i = 1, ..., m, du 

vecteur aléatoire X n'admettent pas forcément Le même coefficient d'aplatissement 

K(' )  et on ne peut conclure que L'hypothèse d'indépendance H,' implique que da) = 0: 

i = lt...,m. 

3.3.2. Sous H,,. 

Dans le cas multinormal, I'association entre deux sous-vecteurs est reflétée par 

la matrice de corrélation. Mais ceci ne peut se faire dans le cas d'une distribution 

quelconque. Ainsi (voir Puri &- al (19'iO), p.274 ), on formule certaines fonctions de 

dépendance notées par 

Donc, si 'i'(') et ,Y())  sont indépendants, G ( ' J ) ( X ( ' ) ,  d j ) )  = 1. Ainsi, la déviation 

de l'unité sur un ensemble de points de mesure non nulle reflète la dépendance. Ce 

genre de fonctions de dépendance est moins contraignant qu'un certain type particu- 

lier d'alternatives de dépendance linéaire comme celle considérée par Konijn (1936) 

ou Bhuchongkul (1964). Cette forme de fonction de dépendance semble avoir été 

introduite par Sibuya (1989). De façon générale, on note par 

Considérons maintenant une suite d'hypothèses alternatives convergeant vers 

l'hypothèse nulle spécifiée par 



autrement dit on pose 

H : F ( x )  = 

pour x = (x['l, zPI) E 

R([ '~ . [~I )  # O est une certaine fonction des deux distributions marginales F[ ' I  et FPI. 

L7h-vo t hèse Hi:, implique en particulier que 

pour i = p f l ,  ..., m, j = 1; ...:p où Q(i?j)  est une certaine fonction non nulle pour tout 

couple ( i j ) ,  i = p+i ,  ..., m et j = 1, ...,p. La notation F('-j) désigne la distribution 

marginale conjointe du sous-vecteur (.Y('), X(J)) ' .  

De même, 17h-ypothèse H;:, implique aussi que 

pour j, 1 = 1, ....p et i, k = p+l, ..., m où R('jvk') est une certaine fonction non nulle. 

Dans ce qui suit, la condition suivante sera implicitement satisfaite Lorsque la 

suite d'hypothèses est discutée. 

Condition H: 

Les fonctions de densité marginales 

existent pour j, 1 = 1 ,..., p et  i, k = p t l ,  ..., m, et par conséquent, R(i~yk') admet des 

dérivées partielles d'ordre 4 pour tout (i j,k,l) tel que j, 1 = 1 ,..., p et i, k = p t i  ...., m. 

.+ l'aide de la suite d'hypothèses Hc., on peut exprimer les sous-matrices de la 

population M21 = (mij),  pour i = p+Z ,..., m et j = 1 ,..., p, LI = 11: P, C ou P, sous la 

forme !-I/J~, h = T, g, C ou R selon la forme de la matrice hi avec k une matrice 



donnée de dimension q x p. 

Pour alléger le texte on convient de poser comme il est d'usage, 

est une certaine 

(&) )) (3.3.6) 

fonction obtenue en dérivant 

I'équation 3.3.4- Il est évident que iJij est centrée par rapport à la mesure de Lebesgue 

dx(')dx(j).  II suffit d'intégrer l'équation 3.3.6 pour s'en apercevoir. 

On pose B= (,3ij), la matrice de dimension q x p, où pour i = p+l ,  ...,III, j = 

17..-yp' 

En tenant compte du noyau @ f j )  défini par l'équation 3.2.2 où on a 

on obtient sous H;,, 

OU encore 

Ainsi, sous HF,, la matrice PZ1 est de la forme 

De même, en tenant compte du noyau @y7') défini par l'équation 3.2.1 où on a 



Ainsi, sous H L ,  La matrice A,, est de la forme 

D'autre part, d'après le lemme de Hoeffding (voir Lehmann (1966)) qui dit que 

on obtient sous HE,, que la matrice E2L est de la forme 

C2L = - ; E4 

en désignant par 54 la matrice de dimension q x p dont les éléments sont %,, 

i = p+l,...o m et j = 1, ...,p. 

Le coefficient de corrélation étant p('j )  = (di*i)) -i/2&j) ( ~ ( j j ) ) - ' ' ~ ,  alors pour 

i = p+i. ..., m et j = 1. ...:p, p('?j) = ( C ( ~ * ~ ) ) - ~ / ~ % - . ( L T ( ~ ? ~ ) ) - ~ I ~ / \ / ~  13 est l'élément 
-1/2 générique de la matrice %DII où 

D , ~ / ~  = diag((o('.'))-L/2 7 ... 7 (,(P.P) 1 -1/2 ) P x P  

et 

-112 - diag ((o(~+l"+I)) -w, (o(mTm) - 112 
0 2 2  - ) Iqx; 

Ainsi? sous H,,, la matrice 7 3 1  est de la forme 

On résume ces résultats dans le lemme suivant. 

LEMME 3.3.1. La suite d'hypothèses Hi:, implique que 



06 pour i = p + l ,  ...? m et  j = 1 ,..., p, B = (,Oij) et 54 = (%ij)  avec 

En dérivant l'équation 3.3.5 et à cause de la condition H, on peut également 

exprimer la suite d'hypothèse H,, sous la forme suivante: 

où w ~ , #  est une fonction des dérivées partielles de ~ ( ~ j * " ) ,  ~ ( ' ~ ~ 1  ~ ( j y l ) ,  a 2 ~ ( i 7 k ) / & ( i ) & - ( k ) ,  

d 2 ~ ( j ~ L ) / ~ x ( j ) ~ x ( ' )  et d F ( ' ) / d ~ ( ~ )  pour i, k = p f l ,  ..., m et j, 1 = 1, ...,p. Le calcul de 

wijai est relativement long et ne présente pas d'intérêt. 

On pose encore ici 



Ainsi, w j , k l  est centrée, car en intégrant l'équation 3.3.7, on a 

THÉORÈME 3 - 3 2  Sous H,,, on a 

Sous H,, si X admet tous les moments d'ordre 4,  on a 

(iii) JnvecS21 4 où suit m e  loi Npq(uec 54, Cll @ CZ2), 

(iv) \ / n v e ~ R ~ ~  z ( ~ )  OU suit une loi N,,(vec 54, Pli @ PZ2). 

Démonstration: 

Toutes les matrices considérées ici sont de dimension q x p et  les indices i, j, k? 

et lsont tels que i, k = p + 1 ,..., rn e t  j, 1 = 1 ,...,p. 

D'après le lemme 3.3.1 on a = T4 et puisque dij) = E [@PJ) (XI)] = 

hq/fi, on obtient alors ~ ( f i i v e c ~ 2 1 )  = vec Y. 

De même, on obtient 

~ ( ~ n u e c & )  = uec , ~ ( ~ n v e c s 2 1 )  = vec C~ et lim ~ ( ~ n u e c ~ ~ ~ )  = vec Rrl 
IL+- 



(i) Cas de lu matrice de Kendall. D'après le théorème 3.2.1 et par Serfting (1980) 

( voir lemme A, p.20), le vecteur aléatoire f iuecKzl converge en loi vers une loi 

multinorrnale Np,(oecT4. BK) où les éléments de la matrice de covariance BK sont 

donnés par 

En effet, en scindant l'intégration par rapport à d ~ ( ~ j * ~ ~ )  à l'aide d e  la décomposition 

donnée par l'équation 3-37, on obtient 

qui converge, lorsque n 4 cc, vers ~ g ( i * k ) Q ( ~ i l ) .  Les autres termes de la somme du 

théorème 3.2.1 sont teIs que 

Ainsi; on obtient BK = 9 Pli 8 fi2. 
(ii) Cas de la matrice de Spearman. D'après le théorème 3.2.2, le vecteur aléatoire 

f i ~ e c S ~ ~  converge en loi vers une loi muitinormale N,(.uec %: Pll RL2) où les 

éléments de la matrice de covariance B(Q) sont donnés par 



en faisant un calcul similaire au précédent. Ainsi: on 

(iii) Cas de la matrice de covariance. En tenant 

obtient B(@) = PLI @ P22. 

compte du noyau 

pour &J), défini dans l'équation 1.3.2, et du théorème 1 .32  ou directement du 

théorème 1.3.1 pour les pq U-statistiques d'ordre 2- on a que le vecteur aléatoire 

\ / n v e ~ S ~ ~  converge en loi vers une loi multinormale Np,(uec51! 4Bc) où les éléments 

de Bc sont définis par 

qui converge vers l'élément l / 4a ( i*k )a~~ ' )  de la mat rice f z @ C2*. Ainsi, on déduit 

(iv) Cas de la matrice de corrélation. D'après le théor'eme 1.3.3 J n ~ e c R ~ ~  

converge en loi vers une loi multinormale N,(vec RR) - Mais on vient de mon- 

trer ci-haut que sous HE., o('jlkf) converge vers o('yk)&'), lorsque n t cc. Par 

+ oc. Ainsi7 d'après le théorème 1.3.3 et en remplaçant p('j) par %,/fi et p(k*i) 

par &i/Jn, l'élément de la matrice de RR, ~ ( ~ j v ~ l ) ,  converge vers p ( i ~ k ) p ~ ~ f )  lorsque n 

--+ m. Par conséquent, RR = Pli 8 7 3 2 -  
C.Q.F.D. 



Dans cette section, on généralise les résultats de la section précédente au cas de 

plusieurs sous-vecteurs. Plus précisément, soit X un vecteur aléatoire de dimension 

m x 1 partitionné comme dans la section 2.6 en G sous-vecteurs. 

L'hypothèse nulle est l'indépendance des G sous-vecteurs c'est-à-dire 

H;(C) . . F ( I )  = II:', F ( ~ ~ ( Z [ ~ ~ ) ,  pour tout x[hl = (Z (~+z.  mi); &:=l mi)), E R~ 

où F(x) est la fonction de distribution du vecteur aléatoire X continue. 

Partitionnons également les matrices de la population A de Kendall et P de 

Spearrnan comme dans la section 2.6 

11 = et P = 

ilcl . . . AGG Pci --• PGG 

On fait de même pour les matrices échantillonnales correspondantes K, et Sn 

Kli . . . KLG Szi - . -  SIG 

h)n = 

hl ... hhCG &i - - -  &G 

Evidemment , H $ ~ )  implique que 



Sous è•Ð�°· si X admet tous les moments d'ordre 4; on a 

o u f = f r ( r n 2 - ~ : = , m ; ) .  

Les matrices de covariance asymptotique sont données par 



Démonstration: 

(i) Cas de Za matrice de Kendall. D'après le théorème 3.2.1, le vecteur aléatoire 

hl < h, converge en loi vers une loi mdtinormde Nf(O , RK) où f = i (m2 - ~ f . . ~  mi). 
Déterminons RK,  c'est-à-dire la covariance asymptotique entre les vecteurs 

où ht h', d et d' sont des entiers quelconques de l'ensemble (1, ..&} avec h7<h et d'<d. 

Puisque la matrice Khht de dimension mh x mht, traduit une relation entre seulement 

les deux sous-vecteurs x['I et'ilh'l, alors pour K : ~ )  E fih# et E A&, on a 

Si h = c i  et h' = d', on a (i, k) E Ih x Ih et ( j ,  1 )  E Ihl x kt. Les deux ensembles 

Ih et Ihf étant disjoints, alors on a, sous H ; ( ~ ) ,  

( i j ,W Ainsi, oK est l'élément générique de la matrice $+,th, @ PhPhh Les matrices 

de RK situées sur la diagonale correspondent alors à @ Phh Si au contraire par 

exemple h # d: alors pour i E Ih, k E Id on a 

j E Iht et 1 E Idt avec h' < h et d1 < d. 



cov(Li;(i.j)J u-~kJ).l) - 
Y - /j/j[l - ?F(~)(,(~))] [1 - ? ~ q z q ]  

x [1 - 2 ~ ( ' )  (z(k))] [1 - 2 ~ ( ' )  (z('))] d ~ ( ' ) d ~ ( ' ) d ~ ( j * ' )  

= O x JJ [i - 2 ~ " )  (,(JI )] [I - ?F(') (d'))] ~ F D . ' )  = O. 

Autrement dit, les matrices de QK non situées sur la diagonale sont nulles. Par 

conséquent, RK = Q(" . 

(ii) Cas de la matrice de Spearman. D'après le théorème 3.2.2, le vecteur aléatoire 

G h' < h. converge en loi vers une loi multinormale Nf(O , W)) où f = $(m2 -Eh=,  mh) 

et les éléments de R(" sont donnés par 

par le même raisonnement et des calculs similaires que pour le cas de la matrice de 

Kendall. 

(iii) Cas de la matrice de covariance. Ce cas découle du théorème 1 - 3 2  En 

effet, le vecteur aléatoire 

h' c h, converge en loi vers une loi muitinormale Nf(O , Rs) où f = $ (m2 - ~ f . . ~  me). 

En tenant compte du noyau hl''') pour le paramètre dij) donné (voir L'équation 1.3.2) 

Par 

,.&JI) : 



en écrivant 

si h = d et ho = d7. Ainsi. les matrices de Rs situées sur la diagonale correspondent 

alors à ChfN @ Xhh- Si au contraire par exemple h # d, alors pour i E Ih7 k E Id on a 

j E Ihf et 1 E Is avec h' < h et dl < d. 

Alors, on trouve 

c'est-à-dire les matrices de Os non situées sur la diagonale sont nulles. Ainsi: Rs = 

W) - 

(iv) Cas de  la matrice de corrélation. D'après le théorème 1.3.3, le vecteur 

aléatoire 

h' < h, converge en loi vers une Loi rnultinomale NI(O, nR). Selon le cas précédent, 

les matrices de non situées sur la diagonale sont nulles. Donc les matrices de Q R  

non situées sur la diagonale sont nulles. Comme JflvecRhv converge en loi vers une 

loi multinormale , Phth# @ phh), les matrices de RR situées sur la diagonale 

sont Phth/ @ Phh pour hl < h. Par conséquent, RR = 
C.Q.F.D. 



3.4.1. Sous H;(~ ) .  

On considère la suite d'hypothèses alternatives spécifiée comme suit 

où Q ( ~ ~ I ~ - - V [ ~ I )  est une certaine fonction non nulle. 

Comme dans la section précédente, la suite d'h-pot hèses alternatives ci-dessus' 

implique en particulier que 

pour si i E Ih et j E Ihr avec h # h', où est une fonction non nulle. De même, 

lthypot hèse H;?) implique aussi que 

pour ( i ' j )  E & x Ihf et (k,l) E Id x Idr avec h # h' et d #d. 

De la même manière que pour l'équation 3.3-7 et par dérivation de l'équation 3-44'  

on peut également obtenir une fonction wg,, 1 h < h' 5 G, telle que sous H;(IC) 
les fonctions marginales de densité s'écrivent 

pour (2. j) E Ih x Ihf et (k,l) E Id x Idf avec h $ h' et d # 6, étant donné que la 

condition H est satisfaite. 

Ici encore on remarque que wZkl est centrée et on a? comme dans 3.3.1, le lemme 

suivant. 

LEMME 3.4.1. 

La suite d 'hgpothèses alternatives H;:) implique que 

(i) ilhH = - 
fi -4hh' = (k 



(ii) 

(iii ) 

( iv ) 

pour (i, j )  E Ih x Ihi e t  1 < h' < h 5 G. 

Le théréme suivant généralise Ie théorème 3.3.2 et sa démonstration est tout à 

fait similaire. 

THÉORÈME 3 - 4 2 .  Sous H ; ( ~ ) ?  on a 

(iii) fi 'i -f3 z ( ~ )  OU suit une loi N j ( ~ ( C )  , W)), 



vecRZl 

(i.1 f i  [ ) i ~ ( ~ 1  06 zlR) suit uni hi N ~ I ~  , ~ ( ~ l l ~  

U~CRG.G- L 

ou f , Cl(", e t  Q c R )  sont définis dans le théorème 3.4.1. 

Démonstration: 

En tenant compte du lemme 3-41? tout comme dans la démonstration du théorème 3.3.2, 

on obtient lorsque n--t cu que 

E ( ~ n v e c ~ h ~ F )  = W C  7qhh~ , E  fii ive^^,,,) = uec <Ahh/ 

R E ( f i v e c ~ , , , )  = vec (&,' et hn E ( f i uec~ , , , )  = vec *Ahv. 
n+m 

pour h k h  et d'<d. 

(i) Cas de la matnie de Kendall. D'après Le théorème 3.2.1, le vecteur aléatoire 

9 G h' < h, converge en loi vers une loi multinormale Nf(~('), R K), f = 5 (m- - Eh=, mi). 
Déterminons i l K ,  c'est-à-dire la covariance asymptotique entre les vecteurs aléatoires 

où h, h', d et d7 sont des entiers quelconques de l'ensemble (1, ..., G )  avec h k h  et d'cd. 

Puisque la matrice Khh/, de dimension mh x mh/, traduit une relation entre seulement 

les deux sous-vecteurs 2YLhl  et^!^'], alors pour ~ n j )  E Khht et K f l )  E KddI. 011 a 



Si h = d et h7 = d7, on a (i, k) E Ih x Ih et ( j ,  I )  E Iht x Ihr. Les deux ensembles Ih et 

Ih' étant disjoints, alors on a, sous H;F 

En effet, tout comme dans la démonstration du théorème 3.3.2, on obtient 

qui converge, lorsque n -t x' vers l'élément Q(i ik)o( j~ l )  de matrice Phh @ Les 

matrices de RI; situées sur la diagonale correspondent dors à Phh @ Phthl. 

Si au contraire par exemple h # d,  alors pour i E Ih, k E Id on a 

j E Ih? et 1 E Id? avec hf < h et d < d. 

Mais, d'après l'équation 3.4.3, il existe une fonction wg non nulle telle que 

1 
d ~ ( ' ? ' )  = d ~ ( ' ) d ~ ( "  ) - &ik %F(')~F(" pour i E I~ et k E rd. (3.4.6) 

11 en résulte alors 

Les - - autes ternes  delasomme du- thémème33.L sen& tds qw 

Autrement dit: les matrices de R K  non situées sur la diagonale sont nulles. Par 

conséquent, R K  = R(". 

(ii) Cas de la matrice de Spearman. D'après le théorème 3.22, le vecteur aléatoire 



C h' < h, converge en loi vers une Loi multinormale  NI(^("), W)), f = $(m2 mi) 
où les éléments de la matrice de covariance R(P) sont donnés par 

pour ( 2 ,  j) E Ih x et  1 < - hr < h 5 G, par le même raisonnement et des calculs 

similaires que pour la partie (i). 

(iii) Cas de la matrice de covariance. Pour ce cas le résultat découle du théorème 1.3.2. 

En effet, le vecteur aléatoire 

h' < h, converge en loi vers une loi multinormale Nf(~(=) , Rs). Déterminons Rç. Si 

h = d et h' = d', on a (i, k) E II, x Ih et ( j ,  1) E Iht x Ih'. Par conséquent, on a sous 

qui converge vers zéro. .4insi, les matrices de Rs situées sur la diagonale correspondent 

à Cvu 8 Xhh.  Si au contraire par exemple h # d, alors pour i E Ih, k E Id on a 

j E IF et 1 E Idf avec h' < h et  d' < d 



et  on trouve par conséquent 

c'est-à-dire que les matrices de Rs non situées sur la diagonale sont nulles. Ainsi7 

n, = w. 
(iv) Cas de la matrice de corrélation. D'après le théorème 1.3.3- le vecteur 

aléatoire 

h' < h. converge en Loi vers une loi multinorrnale NI(D(R), R R). Selon le cas précédent, 

les matrices de non situées sur la diagonale sont nulles. Donc les matrices de OR 

non situées sur la diagonale sont nulles. Comme ,/%ecRhnl converge en loi vers 

une loi multinormale NhV (vec %hhl , Phth# @ Phh) les matrices de RR situées sur la 

diagonale sont PhlY @ Phhi pour h' < h. Par conséquent, RR = R(R). 
C-Q.F.D. 

Une conséquence immédiate du théorème précédent est le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3.4.1. Sous H ; ' ~ )  ou sous HZ), les G(G-1)/2 vecteurs aléatoires 

sont asymptotiquement multinonnaux et indépendants. Il en est de même pour 

J n ~ e c S ~ ~ ,  . . . , & e ~ S ~ , ~ - 1 ,  pour fiecS21,. . - , &ecScp-l et pour 

five~R~~, . . . , \ /nvecR~,~-1.  



CHAPITRE 

Tests asymptotiques d'indépendance 

Dans ce quatrième chapitre on étudie un certain nombre de tests non paramé- 

triques pour tester l'indépendance entre deus ou plusieurs vecteurs aléatoires. En 

se basant sur les travaux de Puri, Sen & Gokhale (1970): Clérous, Lazraq & Lepa- 

ge (1993) et Lazraq, Lepage & Clérous (1995) ont proposé des tests asymptotiques 

d'indépendance entre deus ou plusieurs vecteurs aléatoires basés sur l'application de 

mesures d'association vectorielle appliquées à la matrice de Speaman. En se basant 

sur le concept des matnces de U-statistiques qu'on a étudié dans le chapitre 3, on 

présente maintenant des tests asymptotiques d'indépendance basés sur l'application 

de mesures d'association vectorielle appliquées à la matrice de Kendall. On retrouve 

aussi les tests asymptotiques construits à partir de la matrice de Spearman. D'autre 

part, en se basant sur les matrices de covariance et de corrélation, on obtient des 

tests asymptotiques d'indépendance entre deus ou plusieurs vecteurs aléatoires sans 

le présupposé d'eilipticité de la distribution mentionnée dans le chapitre 1. Dans 

la section 4.1, on construit douze tests asymptotiques pour tester l'indépendance 

entre deux vecteurs aléatoires. Une simulation est présentée dans la section 4.2 afin 

d'évaluer le comportement expérimental du niveau et de la puissance des douze tests. 



La même approche sera généralisée dans la section 4.3 pour tester l'indépendance 

entre plusieurs vecteurs aléatoires. 

4.1. TESTS D'INDÉPENDANCE ENTRE DEUX VECTEURS 

.i l'aide des résultats du chapitre précédent, on va construire dans cette sec- 

tion des tests asymptotiques non paramétriques pour éprouver l'hypothèse nulle, HG, 

d'indépendance des deux vecteurs aléatoires A?l : p x 1 et &Y[*] : q x 1. 

Dans le cas particulier où la fonction de distribution F(x) est une loi multinomale, 

l'hypothèse HO est équivalente à ~ 1 1 ~ ~  = O pour LW = A, P, C ou P. L'objectif de ce 

chapitre est de construire des tests asymptotiques non paramétriques d'indépendance 

lorsque F(s) est arbitraire. Ces tests sont regroupés en quatre groupes selon la matrice 

des L'-statistiques sur lesquels ils reposent: matrice de Kendall, matrice de Spearman, 

matrice de covariance et matrice de corrélation. Les tests des d e u  premiers groupes 

ne supposent pas I'existence de la matrice de covariance et même si elle existe elle 

ne joue aucun rôle. Ils ont donc un plus grand champs d'application que les tests des 

deus derniers groupes. Xéanmoins, hormis 1 'hypothèse de l'existence du quatrième 

moment, ces derniers tests ne font aucune hypothèse quant à la nature de la fonction 

de distribution F(s). Les quatre groupes de tests proposés sont convergents pour la 

suite d'hypothèses alternatives Hi:,. 

Rappelons qu'on a vu au lemme 3.3.1 que la suite d'hypothèses alternatives H;:, 

implique que 

Écrivons dans chaque cas l'e~pression des mesures d7Escoufier (1973), de Stewart 

& Love (1968) et Cramer & Nicewander (1979) basées sur chacune des quatre matrices 

échantillonnales définies précédemment. 



(i) Mesure Escoder (1973) 

(a) RI.'(')= tr(K12 Ki*) 

(c)  RI.-(^'= tr (SI&) 

JGmzZ) 

pour la matrice de Kendall, 

pour la matrice de Spearman. 

pour Ia matrice de covariance, 

pour la matrice de corrélation. 

(ii) Mesure de Stewart & Love (1968) 

pour la matrice de Kendall, 

pour la matrice de Spearman, 

pour la matrice de covariance 

pour la matrice de corrélation. 

(iii) Mesure de Cramer & Nicewander (1979) 

C@ = ~ ~ - ( K , ' K E K ? ~ ~  Ki2) pour la matrice de Kendall, 
P 

CN(" = tr(sfi1S1&%;,) ~ o u r  la matrice de S~earman. 



Au niveau de la population, si on applique les mêmes mesures aux matrices 

d'association correspondantes, on obtient 

(i) Mesure d3Escoufier (1973) 

t7-(1\&*) 
(a) ~ R V ( ~ )  = pour la matrice de Kendall, 4-= 
(b) ,UR@ = t7-(P12P:2) pour la matrice de Spearman, J3mzG 

7 Tt 
(c) p~v(C) = t 7 G 1 2 . 4  pour la matrice de covariance? Jm 
(d) = tr (7'12q2) 

pour la matrice de corrélation. 
JGsFm 

(ii) Mesure de Stewart& Love (1968) 

t ~ ( i \ ~ ~ ~ p ~ % i ~ )  
(a) ~ S L ( ' )  = pour la matrice de Kendall, 

P 

(b) ~sL(" = ~ ~ ( P I ~ P G ~ P ; ~ )  pour la matrice de Spearnan, 
P 

~ ~ ( z ~ E $ x ; ~ )  
(c) ~ S L ( ~ )  = pour la matrice de covariance, 

P 

(d) ~ s L ( ~ )  = t 7 - ( 7 ' 1 2 ~ r l ~ : ~ )  
pour la matrice de corrélation. 

P 

(iii) Mesure Cramer & Nicewander (1979) 

-1 1 t7-(.1;11!ll&2 A,,) 
(a) ~cLv((+) = pour la matrice de Kendall, 

P 

(c) p ~ l v ( ( C )  = 
t7-(C;;C12~;;I xi2) 

pour la matrice de covariance, 
P 



(d) p ~ r ~ ( ( R )  = t r p 1 p 1 2 p 1 p 2  pour la matrice de corrélation. 
P 

Remarquons que les groupes de mesures basées sur des matrices de C-statistiques 

de Kendall et de Spearman présentent plusieurs avantages: 

(i) les observations peuvent être de type ordinal, 

(ii) les échelles de mesure pour chaque ~ar iab le  peuvent être différentes, 

(iii) l'hypothèse classique de multinormalité ou d'ellipticité peut être écartée? 

(iv) une robustesse vis-à-vis des observations aberrantes. 

De plus, les deux groupes de mesures possèdent les propriétés suivmtes: 

(i) pibl((T) = pll l (~) = O si et seulement si P21 = h12 = O, pour hl= RV, SL et C X  

(ii) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de 

Kendall et de Spearman respectivement entre les variables s(') et s ( ~ ) .  

(iii) O < 5 1, pour s = T, g et SI= RV, SL et CS. 

Si l'hypothèse de multinormalité est retenue, alors l'indépendance des deux vecteurs 

aléatoires x['] et A?*] est équivalente à = p M ( e )  = O, puisque chacun des 

coefficients de Kendall ou Spearman est une fonction bijective (voir le rappel du 

chapitre 3) du coefficient de corrélation simple. 

4.1.1. Distributions asymptotiques de R V ( ~ ) ,  S L ( ~ )  et C N ( ~ )  sous Hl. 

THÉORÈME 4.1.1. Soient K,, Sn, Sn et R, les matrices de Kendall, de  Spear- 

man, de covariance et de corrélation d'un échantillon de taille n issu d ' m  vecteur 

aléatoire X = ( X I ,  ..., X,)' dont la fonction de distribution F(x) est continue. Alors, 

sous L'hypothèse H,', on a, pour h = T, g, C ou R, 

(i) Mesure R V ( ~ )  



L 4 1 P 'l 

(a) nR\'(') c c , - ' ,/m. i=lj=l 

C (b) nRl.-(~) -+ 1 

si  X admet tous les momen t s  d'ordre 4, o n  a 

1 P Q 
( c )  n ~ l i ( ' )  C C dipjuZ: ; 

tr (c:,) tr (cp) i=l j=l J 
1 P 'l 

(d) ~ R V ( ~ )  & 

OU les variables aléatoires U,, i = 1, . . . ,p  et j = 1, ....q, sont indépendantes 

e t  de même 102 N(O,1) avec Xi , j , 4 ,  pj, Ji e t  T j  étant respectivement 

valeurs propres de Pl , P2*, Cllt CZ2, Pli et p2*. 

(ii) Mesure S L(h) 

4 P P  
(2) 72 (a) ~ s L ( ~ )  5 - C C ~~t~ bij , 

9 p  i= i  j=i 

sz X admet tous les momen t s  d'ordre 4, on a 

où les variables aléatoires Z&, i = l,.. . ,p ,  sont indépendantes et de même loi 

X: avec p degrés de liberté et t?), j= 1,. ..,q, étant les valeurs propres de -12 P22 

(iii) Mesure C N ( ~ )  



4 P 4  
(1) (2IU2 (a) ~CIV(*  A - C C t, t, , , 

9p i=i j=i 

x;q (b) ~ c N ( @ )  -t -; 
P 

si X admet fous les moments d'ordre 4 ,  on a 

?& ( c )  ~ c N ( ~ )  -t -, 
P 

avec t ! ' )  i = 1, . . . ,p,  étant les valeurs propres de -4;; pil. 

Démonstration: 

(i) Mesure R v ( ~ ) .  

(a) h = r . D'après le corollaire 1.3.1, les matrices Kll et K22 convergent 

en probabilité respectivement vers :Ill et et d'après le théorème 3.3.1, 

f i v e ~ K ~ ~  converge vers le vecteur aléatoire Z de loi JI(@, 4/9Pl 1 @ P22). 

;\lors, par le théorème 4.4 de Bilingsley (1968) , on a 

Comme ntr(K12K2i) = (fi~ec&)'(&ecK2~) 5 Z'Z 

et que la mesure RI/(') est continue en ses arguments, on a alors 

La forme quadratique Y(') devient (Appendice A, théorème A. 1.1) 



où pour i = l;...,p et j = i:...,q, les quantités 1;) sont les valeurs propres de 

Pll @ PB et par conséquent II;) = hipj et les C-ij sont des nrïables aléatoires 

indépendantes et de même loi N(OI 1). L'espression Q(r)devient alors 

(b) Pour les cas des matrices de S p e m a n ,  de covariance et de corrélation, les 

démonstrations sont similaires à la précédente. 

(ii) Mesure SL(h). 

(a) h = ~ .  On a 

En considérant le théorème 3.3.1 et puisque SL(') est continue en ses argu- 

ments, on obtient la converge en loi de nCN(') vers 

La forme quadratique @')devient (Appendice A, théorème -4.1.1) 

où pour i = 1, ....p et j = 1, ...,q, les quantités 1g) sont les valeurs propres de 

(2) t, , pour i = 1. ....q, étant les valeurs propres de 112 P ~ ~ .  Ainsi, Q(') devient 

finalement 

(b) Pour h = g, C, ou R, les démonstrations sont similaires à la précédente. 

(iii) Mesures C:V(h). 

(a) h = ~ .  On a 

En considérant le théorème 3.3.1, nCN(') converge en loi vers 



et la forme quadratique ~('kievient 

où 1;) sont les valeurs propres de 

Si l'on désigne par t!'), i = 1, ...,p, les vaieurs propres de A; I ,  dors  Q ( T )  

devient 

(b) h = o. Puisque C N ( ~ )  = tr(P;;1P12~~1~21)/p, on peut écrire 

En considérant le théorème 3.3.1, nCN(@)) converge en loi vers 

Puisque la seule valeur propre de 

est 1 avec multiplicité pq, alors 

puisque la variable aléatoire CL1 & U.. suit une loi x,?,. 
(c) Les cas h= C ou R se démontrent de la même manière en considérant 

C.Q.F.D. 
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4.1.2. Distributions asymptotiques de  RI,'(^) , SL(Ii) e t  C-Y(h) SOUS H;, . 

THÉORÈME 4.1.2. Si les conditions d u  théorème 4.1.1 sont satisfaites et toutes 

Les fonctions de densité marginales existent, alors sous H,, , on a pour h = Î, g, C, 

ou R 

(i) Mesu~es  R V ( ~ )  

C 1 P Q (b)  RI;(" + C CxipjU;:, Jm i=i j= l  

s i  X admet  tous les moments  d'ordre 4,  o n  a 

1 
(c)   RI;(^) 5 

1 P Q 
L (d) ~ R V ( ~ )  + 

où les variables aléatoires Uijy i = 1, ...,p et j = 1, ....q, sont indépendantes 

et de loi N('6i,, 1 ) ,  s = r ,  g, C et R, avec bj7 c+, fj, gi et hj étant 

respectivement les vecteurs propres orthononnés associés a m  valeurs propres 

A j d i  qj, fi  et 7ij de PlL, Pz*, ElI7 CZ2, Pli et P22; 

4 
De plus, on  a = - eb2-. 

9 
(ii) Mesure S L ( ~ )  

4 P q  
(2) 2 (a) ~ s P )  5 - C C Ait j  ~,,,('b;-,,), 

9 p  i=l j=l 



les variables aléatoires X&j(T62,,2) sont indépendantes et de loi X,' décen- 

trées avec le paramètre de décentralité rd:,2 et p,, j = 1, ....q. sont les 

vecteurs propres orthonormés associés auz valevrs propres tyj de -1,' P ~ ~ ,  

I 
(b) ~ s L ( @ )  5 - 1 x~&:~)  (oc), 

p i=i 

si X admet tous les moments 

o~ les variables aléatoires X<q)($), i = 17..-,p, sont indépendantes et 

suivent des lois décentrées avec p degrés de liberté et paramètre de 

décentralité V,?, s = g, C et R. 

(iii) Meswes C N ( ~ )  

02 les variables aléatoires U.,, i = 1, . . . ,p  et j = 1, ...:q, sont indépendantes 

et de loi N ( l i j ,  l), avec d, et pj étant respectivement vecteurs propres 
(2) orthonormés correspondant a u  valeurs propres t!') et t j  de :\ri Pli et 

hz P~~ et a,, = tr ( ?Ifpjp~ P G ~  %pfildid:) , 

si X admet tous les moments d'ordre 4 ,  on a 



où pour chaque s = g, C et R, la variable aléatoire X&('d9) suit une loi 

X' décentrée avec pq degrés de liberté et paramètre de décentralztés62. 

Démonstration: Les démonstrations de ces résultats sont analogues à celle du 

théorème 4.1.1. Ln paramètre de décentralité est introduit puisque le vecteur de la 

moyenne de la loi asymptotique de f i ~ e c M ~ ~  est non nul, M = K, S, S, R. 

(i) Mesures R v ( ~ ) .  

(a) h = T .  En utilisant la démonstration du théorème 4.1.1, la distribution 

asjmptotique de ~RII(') est celle de la forme quadratique 

où Z est un vecteur aléatoire de loi ~,,(vec TA, 4/9Pli 8 - Or la distribution 

de Y(T)  est donnée (voir Appendice -4, théorème -4.1.1) par 

où, pour i = 1, ...:p et j = 1. ...,q, les variables aléatoires Uq sont indépendantes 

et de loi N(Q, 1) avec 

avec i = 1 ,..., p et j = 1 ,..., q. En effet, 1:;) = Xipj où A L ,  ..., XI, et pl ,  ..., pp 
sont les valeurs propres respectivement de PLI et P2*. Désignons par ai et bj 

les vecteurs propres orthonormés associés à Xi et pj. Le vecteur v, = ai 8 bj 

correspond alors au vecteur propre orthonormé associé à 1:;) = Xiw Dkprès 

le théorème .L\.l.i et le rappel sur la décomposition spectrale d'une matrice 



(voir Appendice A) , on a 

r d i j  -2 = (vec X)' [v,u:, (PL' a PG')] (vec 9) 

= (uec 74)' [(ai @ b j )  (ai @ b;) (PG' 8 P,')] (uec I 4 )  

= (vec ~ ) ' ( ~ A P E '  @ b ,b>P~' )  (uec X) 

avec i = 1 :..., p et j = 1, ...: q. 

(b) Les cas h = g, C ou R se démontrent de façon similaire. 

L'égalité = 4 ej/9 découle de l'expression 1\21 = 2 0 1 / 3  déduite du 

lemme 3.3.1 

(ii) Mesure SL@). 

(a) h = r. En utilisant la démonstration du du théorème 4.1.1, la distribution 

asymptotique de ~ S L ( ' )  est celle de la forme quadratique 

oh Z est un vecteur aléatoire de loi ~ ~ , ( v e c T - I ~  Pll 8 ~ 2 ~ ) ) .  Or la distribution 

de Y(') est donnée (voir Appendice A, théorème 1.1 -1) par 

où' pour i = 1, ...,p et j = ll....q, les variables aléatoires Uij sont indépendantes 

et de loi N(Bij,2, 1), Xi  et t12) étant les valeurs propres de PLI et de -1GP22 

correspondant à leurs vecteurs propres orthonormés respectifs ai et d, avec 

pour i = 1 ,..., p et j = 1, ...,q. 

(b) Pour h = g, C, ou R, la démonstration est similaire à la précédente. 

(iii) Mesures C N ( ~ ) .  

(a) h = r. D'après la démonstration du théorème 4.1.2, la forme quadratique 



oùt pour i = 1. ....JI et j = 1, ....q, les variables aléatoires 0, sont indépendantes 

et de loi N ( I i j ?  1) avec 9 2  = t r ( 5 I f p j p ; ~ ~ '  ~ 4 ~ ~ ' d ~ d i ) :  di et pj. i = It...,p et 

j = 1 ,. . . ,q, étant respectivement les vecteurs propres ort hononnés correspon- 

dant aux valeurs propres t!') et ty)  de A I I P ~ '  et de :L2P..! 

(b) h = g. La distribution asymptotique de nCN(g) est celle de la forme quadra- 

tique 

qui devient (ZA (e b2) )  l p  avec 

où on a tenu compte de l'indépendance des variables aléatoires Uïj ,  i = l,...lp 

et j = 1, ...,q, de loi N(Bij7 1) et du fait que la seule valeur propre de (PLI @ 

Pz) (PLI 8 P2$' = ( Ip  8 Iq) est 1 de multiplicité pq correspondant au vecteur 

propre e' = (0, .... 0: 1.0, ... 0) E Rpq. 

(c )  Les cas h = C ou R se démontrent de façon similaire au cas précédent. 

C.Q.F.D. 

4.1 -3. Tests d'indépendance entre deux vecteurs aléatoires. 

Le théorème 4.1.1 permet de construire douze tests asymptotiques pour tester 

l'hypothèse nulle 23,'. -k l'aide des mesures d7Escoufier (1973), de Stewart & Love 

(1968) et Cramer & Nicewander (1979), les régions critiques des tests de niveau 

asymptotique a sont données respectivement par 

rejeter Hz si : nl\ .~(~) > cLMlh), 



oY ckbf&) est le quantile d'ordre 1 - a de la distribution correspondante donnée par le 

théorème 4.1.1 pour M = W ,  SL ou CX et  h = Q, 7: C ou R selon le choix de l'une 

ou l'autre des douze statistiques ( n ~ l . l ( ~ ) ) .  

On a P+ pWh) lorsque n t rn pour M = RV, SL ou CN et h = pl r' C 

ou R. Lorsque H,' est fausse, p ~ ( h )  > O et alors, on conclut que 

lim P ( n l ~ ( ~ )  > ccfyh)) = 1 
n-+m 

pour, M = RV, SL ou CN et h = LI, T ,  C ou R. Les douze tests proposés sont donc 

convergents, 

On évalue numériquement les quantiles cLAfyh): pour M = RVI SL ou CY et h = 

T, g, C OU R donnés par le théorème 4.1.1 à l'aide de l'algorithme d'Imhof (1961). 

Remarquons que les tests hl(') ( M = RV, SL ou CW ) basés sur la matrice de 

Kendall sont liés a u  basés sur la matrice de Spearman. Par esemple, la loi 

asymptotique ~ R v ( ~ )  et nRIi(g) utilisent les mêmes valeurs propres issues des sous- 

matrices de la matrice de S p e m a n  fil et P22. Ils sont asymptotiquement équivalents, 

à un coefficient multiplicatif près qui dépend de la matrice Kendall. Dans le cas où 

l'on s'intéresse à l'indépendance totale, cette constante est 4/9 et ceci est déjà signalé 

par plusieurs auteurs (voir par exemple Mjek Sr Sidiik (1967). 

4.1.4. Application des tests. 

On considère l'ensemble de données des tableaux 1 et 2 de Xaik Sc Khattree 

(1996) constitués des records nationaux féminins et masculins en athlétisme de 33 

pays. 11 s'agit, comme le mentionnent les auteurs, d'une partie des données recueillies 

par Belcham & Hymans (1984) pour les jeux olympiques de 1984 à Los Angeles. Le 

tableau 1 (voir Naik & Khattree (1996)) est constitué des records nationaux féminins 

de 55 pays pour 7 courses en athlétisme : le 100 m, 200 ml 400 rn, 800 m, 1500 m, 3000 

m et le  marathon (qui est 42193 m). Pour les mêmes pays, le tableau 2 (voir Naik 

& Khattree (1996)) est constitué des records masculins pour 8 courses en athlétisme: 

100 ml 200 m, 400 m, 800 m, 1500 m, 5000 m, 10 000 m et le marathon. 

II est à noter que l'échelle de mesure de ces variables n'est pas la même puisque 



les sprints (100 rn, 200 m et 400 m) sont chronométrés en seconde tandis que les temps 

des autres courses sont données en minutes. Si on centre et réduit chaque variable pour 

utiliser des variables sans unité on risque de réduire l'information sur la variabilité 

des donnés. Pour ces données, une solution. proposée par Saik k Iihattree (1996) est 

de représenter toutes Les variables par les variables vitesses correspondantes. c'est- 

à-dire le nombre de mètres parcourus par secondes. Représentées ainsi, les variables 

conservent la possibilité d'avoir différents degrés de variabilité. 

On veut éprouver. globalement puis par catégorie de course? l'indépendance 

entre la performances féminine et masculine. Pour cet ensemble de données où les 

performances relatives des femmes et des hommes sont sensiblement les mêmes d'une 

épreuve à l'autre on peut s'attendre à rejeter l'indépendance. D'ailleurs, les deus seses 

utilisent les mêmes techniques pour accéder à des performances de haut niveau. 

Considérons I'hypothèse nulle H,': les performances nationales féminines et mas- 

culines sont indépendantes. Autrement dit, les vecteurs aléatoires s['] de dimension 7 

et XPI de dimension 8 repésentant respectivement la performance nationale féminine 

et masculine sont indépendants. Pour les 12 tests proposés dans le théorème 4.1.1, 

on trouve des niveaux critiques fortement significatifs. Le tableau 4.1 donne une 

récapitulation des différent es valeurs des statistiques correspondantes, leurs points 

critiques au niveau nominal 5% et les niveaux critiques. 

On veut maintenant éprouver l'hypothèse nulle Hi: les performances nationales 

féminines et masculines, dans les courses de sprint sont indépendantes, autrement 

dit, les vecteurs aléatoires -Y['] de dimension 3 et -Y[*] de dimension 3 repésentant 

respectivement la performance nationale féminine et masculine dans les courses de 

sprints sont indépendants. On trouve aussi des n iveau critiques fortement significatifs 

(voir le tabeau 4.2). 

Enfin, on veut éprouver l'hypothèse nulle H,' : les performances nationales féminines 

et masculines. dans les courses de demi-fond sont indépendantes c'est-à-dire qu'il y a 

indépendance entre les deux vecteurs aléatoires XI'] de dimension 2 et de dimen- 

sion 2 représentant respectivement la performance nationale féminine et masculine 



TABLEAU 4.1. Tests d'indépendance gIobale entre les performances nationales féminines et mas- 

Matrice 

cutines, points critiques au niveau nominal 5% et aiveaux critiques. 

Statistiques 

n~v(C) 

Mat rice 

covariance 

Valeur 

45,28 

covariance 

corrélation 

Speaman 

Kendail 

corrélation 

TABLEAU 4.2. Tests d'indépendance entre tes performances nationales féminines et masculines 

---* 

14,32 

Statistique 

~ R v ( ~ )  

n s ~ ( ~ )  

Kendall 

pour les courses de sprint, points critiques au niveau nominal 5% et niveaux critiques. 

O 

Point critique Co,o5 

4,28 

~ S L ( ~ )  

~cx(')  
n ~ t ' ( ~ )  

Niveau critique 
- 

I J9x  IO- '  

41,89 

14,94 

45,09 

Valeur 

33, l l  

34-21 

nSL(n) 

~ C N ( ~ )  

~RV(@)  

~ c N ( Q )  

~ R V ( ~ )  

~ s L ( ~ )  

ncN(') 

10,63 ' 8JBxlO-" 

7,44 

S763 

4,06 

34-16 

14,46 

34,43 

~ S L (  

nCN(R) 

nRV(g) 

nSL(9) 

n C ~ ( g )  

nRV(') 

~SL( ' )  

nCN(') 

2,61 

14,31 

10763 

Point critique Co,o5 

4.04 

7 4 4  

1,19 X I O - ~  

494x  10-~ 

1,19 x10-' 

16,15 

24,15 

22,94 

9,86 

41,47 

14,94 

44,88 

42,M 

17,18 

37,16 

28,67 

8,21 

- 

- 
1 . 1 9 ~  IO-' 

O 
- 

8Jâx IO-" 

'\:iveau critique 

1.31 x 10-~  

1.19 x IO-' 

5,63 

2,27 

2,55 

1,30 

4 3 3  

14,32 

10.63 

2,77 

3 ,95 

l ,57 

2-62x 10-~ 

5,36 x10-' 

5,36 xl0-' 

5.36 xlo-' 

1,19x IO-' 

1J9x 10-~ 

1,25 x 1 0 - ~  

O 

1J9x  IO-^ 
1-19 x IO-' 



dans les courses de demi-fond (800 m et 1500 m). Là encore. on trouve des niveaux 

critiques fortement significatifs (voir le tabeau 4.3). 

1 Matrice 

I 
covariance 

1 corrélation 

( Spearman 

- - - pp - -- - - - 

TABLEAU 4.3. Tests d'indépendance entre les performances nationdes féminines et mascnIineç 

pour ies courses de demi-fond, points critiques au niveau nominal 5% et niveaux critiques. 

Statistique 

RRL;(~) 

i l'aide d'une simulation, on va évaluer le comportement des douze tests développés 

précédemment et les comparer entre eux. 

On utilise la méthode de Monte Carlo pour comparer le niveau et la puissance 

expérimentalement. Cette étude est réalisée à titre indicatif puisqu'on se limite seule- 

ment au cas p = 2, q = 3 ( p+q = m ) et au niveau nominal 1%. Le nombre 

d'échantillons générés est 10000 pour des distributions multivariées de type elliptique 

et non elliptique. Dans la catégorie des distributions elliptiques, on considère la loi 

Valeur 

31.41 

Point critique Corn 

3.91 

?;iveau critique 

0.38 x IO-' 



rnultinormale &(O ' 5)  et devv lois t multivaxiées de degrés de liberté 3 et 1 re- 

spectivement. On choisit la distribution t5 parce que ses ailes sont plus rabattues que 

celles d'une distribution rnultinormale tandis que le chois de la distribution de Cauchy 

multivariée (c'est-à-dire t l )  est dicté par le fait qu'elle n'admet aucun moment. Pour 

cette dernière distribution seuls les deus groupes de tests basés sur la matrice de 

Spearman et la matrice de Kendall s'appliquent. Dans la catégorie des distributions 

non elliptiques, on considère la distribution logistique multivanée et une distribution 

particulière multivariée construite comme suit: chaque composante du vecteur 'C, de 

dimension 5, est générée de façon indépendante des autres. La lier" est une loi N(OI1), 

la giemm" - est une distribution uniforme [OJ] moins 0,s puis multipliée par aT la 3ieme 

est une distribution esponentielle (de paramètre 1) moins 1, la 4jèrne est une distribu- 

tion bêta (de paramètres 2 et 2) moins 0'5 puis multipliée par a et enfin, la sGme 
est une distribution gamma (de paramètres 1 et 4) moins 4 puis divisée par 2. Le 

vecteur est alors transformé en CX où C est une matrice de dimension 5x5  telle que 

S = CC'. Ainsi la distribution multivariée générée est de matrice de covariance C. 

Cette derniére distribution a été utilisée par Cléro~u, Lazraq & Lepage (1993). 

La distribution rnultinormale et la distribution particulière multivariée décrite 

ci-dessus sont utilisées avec la même matrice de covariance X telle que 

où les matrices C, représentent les matrices p x q dont tous les éléments sont égaux 

à OJT. Par exemple, tous les éléments de Ci5 sont égaux à 0 ,E .  Ce type de matrices 

de covariance a été aussi utilisé par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995). 

Pour générer les différentes lois, la procédure d'étude expérimentale du chapitre 

deux est utilisée. 

Cn vecteur aléatoire de dimension rn est dit de distribution logistique multivariée 

si sa fonction de densité est 



Vzi  E fi pour i = 1, ..., m. 

Si .Yl ...: Sm, ,ym+ sont indépendantes et de même distribution esponentielle 

(de paramètre 1)' dors la distribution conjointe de 

pour i = 1, .... rn 

est donnée par 4.2.1 (voir Johnson (1987). 

Pour générer t5,  t l  et la logistique multivariée, on procède comme suit: 

D'abord pour l'hpothèse nulle H l  identifiée par COQ, on génère de façon indépen- 

dante deux vecteurs aléatoires ~ ( ' 1  et xi2] de dimension respective 2 et 3 selon la 

même distribution. Remarquons tout de suite que le vecteur aléatoire qui en résulte 

-Y = (X['l, X121)' n'admet pas nécessairement la même distribution que les sous- 

vecteurs XI'] et H21. 
Pour les hypothèses alternatives, on considère la transformation linéaire Y = CX, 

où C est la matrice obtenue ci-dessus par triangularisation inférieure de Cholesky de 

la matrice définie positive C .  

Les tableau  4.4: 4.3, 4.6, 4.7 et 1.8 présentent les résultats de la simulation pour 

les cinq distributions. Des tailles échantillonnales de 50, 100, 200 et 300 sont con- 

sidérées. Afin de pouvoir juger du niveau espérimental des douze tests asymptotiques 

et de leur puissance expérimentale, un niveaii espérimental sera jugé acceptable si 

le niveau nominal 1% appartient à l'intervalle de confiance au niveau 9S%. Ceci sera 

réalisé lorsque le niveau expérimental, correspondant à la colonne Cao, varie entre 79 

et 121. 

Les résultats de cette étude font apparaître que pour toutes les distributions con- 

sidérées, les niveaux expérimentaux des douze tests d'indépendance se maintiennent 

au niveau acceptable, contrairement aux cinq tests de non association du chapitre 2 

où pour t5 les niveaux expérimentaux n'étaient acceptables que pour de trés grandes 

tailles échantillonnales. 



Quant à la puissance e~cpérimentale, on note que pour les cinq distributions la 

puissance expérimentale de chaque test croît au fur et à mesure qu'on s'éloigne de 

l'b-pothèse nulle Cao, c'est-à-dire que la puissance expérimentale croit avec la valeur 

sy des matrices C,. 

Pour la distribution multinornale et la distribution particulière multivariée, on 

constate que les deux groupes de tests basés sur la matrice de coi-ariance et la matrice 

de corrélation, nM(C) et n d ~ ( ~ )  (M=RV: SL, CN) ont une puissance espérimentale 

plus grande que ceux des deux groupes de tests basés sur la matrice de Spearman et 

la matrice de Kendall, n ~ ( e )  et nM(T).  Cette tendance s'inverse pour les distribu- 

tions t5,  tl et la logistique rnultimriée. A l'intérieur de chacun des quatre groupes, 

le test ~ s L ( ~ )  [h = C, R, g, r) est plus puissant expérimentalement que les deux 

autres de son propre groupe, surtout au voisinage de l'hypothèse nulle Cm. Par con- 

tre, pour la distribution logistique multivariée, les tests ( ~ R v ( ~ )  : h = C, R, g, T )  

sont nettement plus puissants e-upérimentalement que les huit autres. Rappelons 

que dans l'étude e'ipérimentale du chapitre deus, le test nC'i était le plus puis- 

sant expérimentalement des cinq tests pour toutes les distributions considérées. Il en 

résulte que pour chaque groupe considéré des quatre: il n'y a pas un test qui est le plus 

puissant espérimentalement que deux autres de son propre groupe. On ne peut pas 

non plus dire qu'un groupe est plus puissant expérimentalement que les trois autres. 

Xéanmois, on remarque que le groupe de Kendall est plus puissant espérimentalement 

que celui de Spearman surtout pour des petites tailles échantillonnales et au voisi- 

nage de l'hypothèse nulle, c'est-à-dire pour l'hypothèse voisine Cio. Par contre, les 

deux groupes de tests basés sur la matrice de covariance et de corrélation demeurent 

équivalent S. 
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matrice 

Spearman 

Kendall 

Spearman 

Kendall 

Spearman 

Kendall 

Kendall 

Tests 

~Rv(@) 

nSL(@) 
n ~ ~ k ? ) )  

Cauchy 

-- 4 

Tableau 4.8. Puissance expérimentale (~10000) des 

tests basés sur les matrices de Speannan et de 

Kendall au niveau nominal 1% pour une distribution 

multivariée de Cauchy donnée avec p = 2 et  q = 3. 
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4.3. TESTS D'INDÉPENDANCE ENTRE PLUSIEURS VECTEURS 

Dans cette dernière section, on généralise les résultats précédents pour construire 

des tests d'indépendance entre plusieurs vecteurs aléatoires. Plus précisément. on veut 

éprouver l'indépendance entre G sousvecteurs aléatoires du vecteur aléatoire X ( de 

dimension rn x 1) dont la fonction de distribution F(s) est continue. 

Comme dans la section 3.1, on partitionne le vecteur ?C comme suit 

où pour s = 1, ..., G, ' i L S ]  est un sousvecteur de X de dimension m, (avec xF=l :=,s = 

m) - 

Dans cette section on veut tester l'indépendance entre les G sous-vecteurs, c'est- 

à-dire tester l 'hpot  hèse nulle 

H ; ' ~ )  : les G vecteurs, s= 1, ..., G, sont indépendants. 

La mesure d'association qu'on va utiliser pour cette dernière section est celle 

d7Escoufier (1973). Les deux autres mesures se traitent de façon similaire. Recon- 

sidérons les partitions des matrices échantillonnales de Kendall, de Spearman, de 

covariance et de corrélation de la section 3.4 et déhissons les mesures RI$) ( h= 

T,  g, C ou R; 1 j < i < G) par 

(il pour la matrice de Kendall, 

( ii ) RIA!) - tr(SijSji) 
pour la matrice de Spearman, 

zJ - Jm 



(iii) ~ \ ; j ~ )  = t~ (Si Sji) 
pour la matrice de Za covariance, 

J- 

(iv) RI -(RI = tT(RjRji) pour la matrice de la corrélation. " Jm 

La loi asymptotique conjointe des G(G-1)/2 , RP;~) ,  est donnée par le théorème 

suivant. 

THÉORÈME 4.3.1. 

A: Sous  H ; ( ~ ) ,  o n  a 

ou  pour chaque h f i e ,  les G(G-1)/2 vanables  aléatoires sont  indépendantes et  

distribuées comme 

y.(h) 
V 

si X admet tous les moments d'ordre 4,  

pour h = i, g, C ou R 



où pour i et j f i e s ,  1 5 j < i 5 Gr les variables aléatoires U&j) sont indépendantes 
(il O) A) $1 et de même l o i N ( 0 ,  l), k = 1, ..., mi, 1 = 1. .... mj avec Xk - pl gk , . 

étant les valeurs propres de Pii, Pjj , &, X j j :  Pii et 'P, respectivement. 

B: Sous HZ) alors le résultat en A tient sauf pue povr i et j @es, 1 5 j < 

i 5 G, les variables aléatoires Ukr,(ij) sont indépendantes et de loi N(%kl,(ij)9 l), h = 

7, g, C ou R, avec 

étant respectivement les vecteurs propres orthononnés associés aux valeurs propres de  

Piil Pjj j  Eiiy X j j ,  Pii et Pj j -  

C: Pour G=m et f = m(m-l)/2, on  a 

(1) sous H ; ( ~ )  



(iii) si, de plus, X admet tous les moments d'ordre 4, 

(2) sous H;;~) le résultat e n  C(1) tient sauf que 

(2) pour z ( ~ )  le paramètre décentralzté est = 1 
l < j < i l m  

(ii) pour Z(Q)  le paramètre décentralzté est @ = %a: = 9 4 
L(j<i<m 

(iii) et pour le paramètre décentralzté est = 
lSj<i<m 

ozi rij est le coeficzent de corrélation échantillonna1 entre les composantes S(') et 

du vecteur aléatoire X. 

Démonstration: 

A: h=r. Pour 1 5 j < i 5 G, le vecteur aléatoire f i ech ' ,  converge en loi 

vers le vecteur aléatoire Zu de loi Nmjmi (O , 4 /9Pj j  8 ci). D'autre part, comme les 

mesures RV$), 1 < j < i 5 G. sont continues en tous leurs arguments, on a, lorsque 

n + m, 

Les vecteurs aléatoires Zij pour 1 < j < i (: G, étant asymptotiquement indépendantes 

d'après le corollaire 3.4.1, alors les formes quadratiques Y$) sont asymptotiquement 

indépendantes et distribuées comme 



Le reste de la démonstration est une simple reécriture de celle du théorème 4.1.1. 

Les cas h=g, C ou R se démontrent façon similaire. 

B: Cette partie se démontre aussi de la même façon que le théorème 2 - 3 2  

C: h = ~ .  Puisque sous H , " ~ )  et pour i = 1, ..., m, -Iii = Io  les valeurs propres 

A:) = &)=i pour tout tnplet (i.j,k). D'autre part, puisque les f variables aléatoires 

2,- 1 5 j < i 5 rn sont asymptotiquement indépendantes, alors on a 

où les f variables aléatoires U, sont indépendantes et suivent une même loi N(0 , l ) .  

Par conséquent, on a 

972 n p  = - 972 n ~ t $ )  = - 1 K:~)* 5 z ( ~ )  suit une loi x:. 
4 l<j<i<m 4 , y< i<rn  

Les cas h = e ou R se démontrent façon similaire. 

Sous H ~ L ~ ) ,  par le même raisonnement on déduit que les f variables aléatoires 

pour 1 5 j < i 5 m, sont indépendantes et suivent une loi N('aij, 1). Par conséquent, 

loi ~ ' ( ~ 6 ~ ) .  

Les cas h=g ou R se démontrent aussi de façon similaire. 
C.Q.F.D. 

4.3.1. Tests asymptotiques pour H ; ( ~ ) .  

Le théorème 4.3.1 permet de construire quatre tests asymptotiques pour tester 

l'hypothèse nulle H, ' (~) .  -4 l'aide de ta mesures dPEscoufier (19i3), les régions critiques 

des tests de niveau asymptotique cr sont données respectivement par 

rejeter H $ ~ )  si n C C RI$) > cg ) ,  

rejeter H,' '~)  si n C C R K ~ )  > cic) 



selon le chois de l'un ou l'autre des quatre tests ( h = T- g, C et R) avec cih) étant le 

quantile d'ordre 1 - a de la distribution correspondante: 

pour h = T, 

, pour h = 

@pVp 
1 22 (4--) c:l,(ij) pour h =c' 

i ~ j < i < ~ k = i ~ = ~  tT(x;j)tr(r;) 

Puisque les G(G-1) variables aléatoires n~@), pour chaque h Kué, h = r ,  CI, C, R, 

sont asymptotiquement indépendantes sous H i ,  les variables aléatoires &l,o) pour 

1 5 j < i 5 G; 1 5 k < mi, 1 $ 1 5 mj, sont indépendantes et de même loi N(O : l), 

les coefficients de pondération des lois X: qui figurent dans ces quatre dist~butions 

sont définies par le théorème 43 .1 .  On calcule numériquement les quantités cOh) pour 

h = T ,  g, C, R, à l'aide de l'algorithme d'Imhof (1961). 

On a RI$) -5 p~~ J) lorsque n + cm, pour h = r, e, c et  R, 1 5 j < i 5 G. 

Lorsque l'hypothèse H ; ' ~ )  est fausse p ~ v i f )  > O pour au moins un couple ( i j )  où 



1s j < i 5 Gt alors on a 

Iim ~ ( n  1 RI$) >cLh)) = 1  p o u r h  =r:  g; C e t  R. 
n+oo 

i< j < i < G  

Les quatre tests proposés sont donc convergents. 

4.3.2. Test d'indépendance totale. 

Dans cette sous-section, on construit des tests pour l'indépendance totale entre 

toutes les composantes du vecteur aléatoire ,Y. 

COROLLAIRE 4.3.1. 

(1) sous  HO'^), o n  a 

et si X admet tous les moments d'ordre 4, 

( i < j < i l m  ri>) -LV(OJ)+ 

et si X a d m e t  tous  les m o m e n t s  d'ordre 4 



Démonstration: 

Le corollaire 3.4.1 appliqué pour G=rn montre que les variables aléatoires ~ ~ K C - J )  
sont asymptotiquement indépendantes et normalement distribuées. Sous H , ' ' ~ )  pour 

tout couple (i.j); J ~ K ~ J )  L N(0,4/9) car iiii=iIjj=1 et ainsi, la somme des 

f variables convergent en loi vers N(0: 4 f 19). Sous H L ~ ~ )  pour tout couple ( i j ) :  

&Kij S N('iij, 419) et ainsi. la somme des f variables aléatoires indépendantes 

convergent en loi vers 

Le cas des coefficients Spearman et de corrélation se démontrent de la même 

manière. 
C.Q.F.D. 

Le corrollaire 4.3.1 nous permet de construire des tests asymptotiques pour l ' y -  

pot hèse d'indépendance totale: H:'"). Ces tests au niveau asymptotique a sont donnés 

Pa= 

et si ,Y admet tous les moments d'ordre 4: 

rejeter H ; ( ~ )  si fi 

où c(r) est le quaiitile d'ordre 1-cu donné par 

et (x) étant la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite. 

Tout comme au chapitre 2, on peut envisager aussi les tests suivants: 

(ii) rejeter si fi (~Waz(~~~,~~,) ( ~ t j ) ) )  > dT), 



et si X admet tous les moments d'ordre CI, 

*(ml 3 rejeter Ho si f i ( ~ a z ( ~ ~ , ~ ~ , }  (r ,))  > dR) = -&) 
2 

où d g )  est le quantile d'ordre 1-cr donné par 

Pour tester I'indépendance totale, on peut aussi utiliser le test X* donné par la 

partie C du théorème 4.3.1, c'est-à-dire le test basé sur le masimum des K F ~ ) ' .  ~ : j ) '  

ou r: donné par 

*(ml rejeter Ho si n (il.laz~l~j,is,, (s$J)')) > ,$), 

et si X admet tous les moments d'ordre 4, 

où ei@) est le quantile d'ordre 1-ru donné par 

Ceci résulte du fait que, sous E#"), les f variables aléatoires ~tj)' sont asymp 

totiquernent indépendantes et de même loi e. Il en est de même pour ~ : j ) *  et r2 
z j  

qui suivent respectivement les lois 4/9X: et x:. 



La partie C du théorème 4.3.1 peiit aussi servir pour tester H ; ' ~ )  et comparer 

les trois tests entre e u .  Comparons par esernple les deux tests asymptotiques nh? 
et nS2, 

11 est bien connu (voir Puri, Sen Si Gokhale (1970). p.290) que si deux statistiques 

Tl et T2 sont. sous H;:), distribuées selon une loi X' avec le même nombre de degrés 

de liberté, alors l'efficacité relative asymptotique de Tl par rapport à T2 (ER-L(Tl, T2)) 

est égale au rapport entre le paramètre de décentralité de Tl et celui de T2. Ainsi, 

car: d'après le lemme 3.3.1, on a 

Il est à noter que cette comparaison correspond à une évaluation des performances 

relatives des deux tests au voisinage de H:(*). C'est ainsi que le test n p  nécessite 119 

= 0,44 fois autant d'observations que le test nS2 pour atteindre la même puissance 

pour la suite d'alternatives lY;krn) convergeant vers H$"). 



APPENDICE A 

On dit qu'une matrice A, de dimension m x m, admet une décomposition spec- 

trale A = C,i=, AjEj, si .Aj Ü=l, ..., s s m )  sont les valeurs propres distinctes de A 

et si les matrices Ej,  de dimension m x m, sont définies non-négatives et satisfont 

EiEj = O, si i # j et E; = Ei. Le rang de Ej est égal à l'ordre de multiplicité rj 

de A j t  j = i....,~. 

On a alors C:=, Ej = 1, où 1, est la matrice identité de dimension m x rn et la 

décomposition spectrale est unique ( voir Ayres, (1 973)). 

Si A est symétrique alors ii existe une matrice orthonormale Q ( c'est-à-dire 

QQ' = Q'Q = I, ) dont les colonnes sont les vecteurs propres orthonormés de A telle 

avec -4, = x;Lrj-, Hii, HG étant la matrice de dimension m x m ayant 1 à la position 

( i j )  et O ailleurs. On a, alors 

où les ai sont les vecteurs propres (orthonormés) associés aux valeurs propres Ai de A. 



LEMME -1.1-1. (Baldessari (1967)) Si A et S sont de- matrices de dimension 

m xm, symétriques et 5 est définie positive, alors AX admet la décomposition spectrale 

où les ai sont les vecteurs propres (orthonormés) associés aux valeurs propres Xi  de 

THÉORÈME A.1.1. (Baldessa~i (1967)) Si X est distribué selon la loi maltinor- 

male Z), Y définie positive et A est une matn'ce réelle symétrique, alors la 

forme quadratique XI4X est distribuée comme 

si, et seulement si, --lx admet la décomposition spectrale =1C = x;=I AjEj, où les A, 

sont les valeurs propres de AC avec l'ordre de multiplicité rj = rûng(Ej ) ,  j = l ,  ..., s, 

CS=, T j  = m et les s variables aléatoires X: (6;) sont indépendantes respectivement 

de X2 avec rj degrés de liberté et paramètre de décentralité 6; = p'EjS-Lp.  

Ce résultat admet une généralisation au cas où C est singulière (voir Khatri 

(1977)) 

Rappelons que si Xk, k = 1,. . . , p  [resp: pi ,  1 = 1,. . . q] sont les valeurs propres 

de la matrice symétrique définie positive 'Pli de dimension p x p [resp: Pz: q x q] 

dont les vecteurs propres orthonormés associés sont ai [resp: bl]  formant la matrice 

Qll [resp: Q2-] tel que 

ou h : p  x p [resp: M:q x q] la matrice diagonale formée des valeurs propres At [resp: p l ] ,  

alors les valeurs propres de Pli @P22 sont &pl et la matrice orthonormale formée des 

vecteurs propres orthonormés, ak @ bit de PLI @ P22 est Q = Qll 8 QZ2 satisfaisant à 

Q'Q = I, car 



Si ek7 k = 1,. . . : p  [resp: fi, Z = 1,. . . , q] est la base canonique de Rp [resp: Rq], alors 

ec €31 fi est Ia base canonique de IRP 8 Rq. 
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