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il

SOMMAIRE

Cette these traite de la structure de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs
aléatoires. En se basant sur un concept original de matrices de U-statistiques ins-
piré d'Hoeffding (1948), la loi asymptotique de différentes matrices d’association est
déterminée. Ce résultat est appliqué aux matrices de corrélation de Pearson, de Spear-
man et de Kendall puis, les mesures d’association vectorielle d’'Escoufier (1973). Ste-
wart & Love (1968) et Cramer & Nicewander (1979) sont définies & partir de ces ma-
trices. L'avantage principal de cette méthode est que les mesures sont invariantes au
changement de position et d’échelle des vecteurs d’observations. Les lois des différentes
mesures d’association sont déterminées et des tests asymptotiques d’indépendance en-
tre deux ou plusieurs vecteurs sont construits. Une comparaison expérimentale de ces
tests asymptotiques avec ceux construits a partir de la matrice de covariance est

effectuée pour étudier le comportement du niveau et de la puissance.
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INTRODUCTION

L’objectif du présent travail est 1’étude de la structure de liaison entre deux ou
plusieurs vecteurs aléatoires. Plus particulérement, on désire éprouver I'hypotheése
d’absence de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires.

Pour répondre & cet objectif, un concept original de matrices de U-statistiques
inspiré des travaux d’'Hoeffding (1948) est utilisé. Cet outil théorique permet de
déduire dans un cadre général la loi asymptotique d’une matrice d’association. Cette
approche permet aussi de donner une démonstration plus courte et plus facile lorsque
tous les moments d’ordre ¢ existent, du résultat de Cook (1951) concernant la loi
asymptotique de la matrice de covariance échantillonnale (Théoréme 1.3.2) de méme
que celui de Steiger & Hakstian (1982) concernant la loi asymptotique de la matrice de
corrélation de Pearson (Théoreme 1.3.3). Ce cadre théorique est présenté au chapitre 1
qui rappelle en plus certains résultats sur le produit de Kronecker, les distributions
elliptiques et les mesures d’association vectorielle d’Escoufier (1973), Stewart & Love
(1968) et Cramer & Nicewander (1979).

Au chapitre 2, ces trois mesures sont appliquées & la matrice de corrélation de
Pearson afin de construire trois nouveaux tests asymptotiques pour éprouver I’absence
de liaison entre deux vecteurs aléatoires provenant d'une distribution elliptique. La
distribution asymptotique des mesures est obtenue sous ’hypothése nulle d’absence
liaison (Théoréeme 2.3.1) et sous une suite d’alternatives convergeant vers I’hypothése
nulle (Théoreme 2.3.2). Ces résultats originaux reposent sur la connaissance explicite

de la matrice de covariance de la loi asymptotique de la matrice de corrélation d’un



échantillon provenant d’une distribution elliptique (Théoréemes 2.1.1 et 2.2.1). Un
exemple illustre les tests et une étude expérimentale permet de comparer les niveaux
et les puissances des trois tests basés sur la matrice de corrélation de Pearson a ceux
construits & partir de la matrice de covariance. Enfin, les trois nouveaux tests sont
généralisés selon l'approche d’Allaire & Lepage (1990) pour vérifier 'absence de li-
aison entre plusieurs vecteurs aléatoires provenant d’une distribution elliptique. Ces
tests reposent sur la loi asvmptotique conjointe des mesures sous I’hypothese nulle
d’absence de liaison entre les vecteurs et sous une suite d’alternatives convergeant
vers ’hypotheése nulle (Théoréme 2.6.2). De plus, un test de non corrélation totale est

obtenu (Corollaire 2.6.1) et les tests sont appliqués & un exemple.

Cléroux, Lazraq & Lepage (1995) et Lazraq, Lepage & Cléroux (1995) ont dévelop-
pé des tests non paramétriques pour tester l'indépendance entre deux et plusieurs
vecteurs aléatoires d'une distribution arbitraire en appliquant les mesures d'Escoufier
(1973) et Stewart & Love (1968) a la matrice de covariance des rangs obtenue en
utilisant la transformation des rangs de Conover & Iman (1980, 1981) & la matrice
de covariance. Cette matrice correspond & la matrice des coefficients de corrélation
des rangs entre les paires de variables formant le vecteur. La loi asymptotique des
mesures est obtenue en appliquant des résultats de Puri, Sen & Gokhale(1970) concer-
nant la loi asymptotique d’une matrice d’association formée de grades fonctionnelles.
Toutefois, ’approche de Puri, Sen & Gokhale(1970) qui permet une généralisation
multivariée du coefficient de corrélation des rangs ne tient que pour des matrices
d’association dont les éléments s’expriment comme le coefficient de corrélation entre
deux fonctions qui dépendent uniquement des fonctions de distributions marginales.
Ainsi, pour généraliser le coefficient 7 de Kendall au cas multivarié cette approche ne
peut étre utilisée.

Dans le chapitre 3, la définition et quelques propriétés des coefficients de corréla-
tion de Spearman et de Kendall sont rappelées avant de construire les matrices de
Spearman et de Kendall dont les éléments correspondent aux coefficients de corrélation
respectifs entre les paires de variables formant le vecteur. En utilisant I’approche des
matrices de U-statistiques du chapitre 1, la loi asymptotique des matrices de Kendall

(Théoréme 3.2.1) et de Spearman (Théoréme 3.2.2) est obtenue. Comme la matrice
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de covariance des rangs utilisée par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995) n’est pas une
matrice de U-statistiques mais qu’elle est asymptotiquement équivalente a la matrice
de Spearman, tous les résultats de ces derniers peuvent étre plus facilement déduits
de la présente approche. Sans le présupposé d’ellipticité de la distribution, les lois
asymptotiques des matrices de Kendall, de Spearman, de covariance et de corrélation
sont obtenues sous ’hypotheése nulle d’indépendance entre les deux vecteurs aléatoires
(Théoreme 3.3.1) et sous une suite d’alternatives convergeant vers I’hypotheése nulle
(Théoreme 3.3.2). De plus, ces résultats sont généralisés au cas de plusieurs vecteurs

aléatoires (Théorémes 3.4.1 et 3.4.2).

Les tests asymptotiques d’indépendance entre deux vecteurs aléatoires obtenus
en appliquant les mesures d’Escoufier (1973), Stewart & Love (1968) et Cramer
& Nicewander (1979) aux matrices de Kendall, de Spearman, de covariance et de
corrélation sont étudiés dans le chapitre 4. Sans le présupposé d’ellipticité de la distri-
bution, la distribution asymptotique des mesures est obtenue sous I’hypothése nulle
d’indépendance (Théoréme 4.1.1) et sous une suite d’alternatives convergeant vers
I'’hypothése nulle (Théoréme 4.1.2). Ces tests asymptotiques sont appliqués & un exem-
ple et une étude expérimentale permet d’analyser le comportement des tests quant &
leur niveau et leur puissance. Les tests sont aussi généralisés au cas de I'indépendance
entre plusieurs vecteurs aléatoires & l'aide de la distribution asymptotique conjointe

de plusieurs mesures (Théoréme 4.3.1).



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Ce chapitre est essentiellement consacré a des brefs rappels de notions dont nous
aurons besoin pour le développement de cette thése. On n'y trouve pas de résultats
originaux sinon quelques démonstrations nouvelles plus simples a des résultats connus
comme les théoremes 1.3.2 et 1.3.3. Dans la premiére section traitant du produit
de Kronecker, on trouve le lemme 1.1.1 qui est probablement connu mais dont on
n’'a pas trouvé une démonstration compléte dans la littérature. Dans la section 2,
nous décrivons briévement la classe des distributions elliptiques. Dans la troisiéme,
nous rappelons l'essentiel de la théorie des U-statistiques que nous avons adaptée a
notre problématique en introduisant un double indice pour construire ce que nous
appelerons des matrices de U-statistiques. Cette section est la charpente de la thése.
La derniére est réservée a la présentation de mesures qui serviront 4 construire des

tests d’absence de liaison entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires.

1.1. ProbpuiT DE KRONECKER

Soient A =(a;;) et B =(b;;) deux matrices de dimensions respectives p x q et
s x t. Rappelons que le produit de Kronecker 4 ® B est une matrice de dimension
ps x gt définie par
A® B = (a;;B).



On peut trouver dans Magnus & Neudecker (1979), les démonstrations des

quelques propriétés et résultats que nous énongons dans ce qui suit.

PROPRIETE 1.1.1. (i) (A®B)Y =A®B et (4®B)'=4"1@B"!.

(ii) (41 @ By)...(A ® By) = (Ay... 4k @ By...By).

(iii) vec(ABC) = (C’'®A)vecB et (vecA')'vecB = trAB ot tr(.) désigne ['opérateur
trace et vecA représente le vecteur pq x 1 formé en empilant les colonnes de la
matrice A de dimension p X q.

(iv) @y = vec(yr') etz @y =zy = ¢ @z ot z et y sont des vecteurs de
dimenstons respectivesr x 1 et s x 1.

(v) Si A et B sont deuzr matrices de dimensions respectives p X p et g X q avec A;
et a;, = 1,...,p, comme valeurs et vecteurs propres de A, u; et b; j= 1,....q,
comme valeurs et vecteurs propres de B, alors A\;u; et a; ® b; sont les valeurs
et vecteurs propres de AQ B, i=1,...,pet j= I,....q.

(vi) Pouri = 1,...,m, posonse; = (0,...,0,1,0,...,0), le vecteur de dimension m x 1
dont toutes les composantes sont nulles sauf la i*™¢ qui prend la valeur 1. Ces
vecteurs forment la base canonique de IR™. Soit H;; = eie; = e; Q@ ¢}, i et j
= 1,...,m. Alors, les m?® matrices H;; (ayant 1 ¢ la position (i,j) et 0 ailleurs)
constituent une base canonique pour les matrices de dimension m x m c’est-a-
dire que toute matrice A=(a;;) de dimension mxm peut s’écrire sous la forme !
A=3¥"a;H;.

(vil) HijHj = Hy.
(viii) X" Hy; = Iy et Iy @ Iy = Ip2 ou Iy est la matrice identité d x d.

(ix) K = 7} Hi;j®Hj;, est dite la matrice de commutation m2xm?. Plus généralement,
la matrice de commutation mnxmn est définie par Kmn = L2, 7 Hi®@Hj;
avec Hij = aieg- ou le vecteur a; de dimension n X 1 a toutes les composantes
nulles sauf la 1™ qui prend la valeur 1 et on a

Kmn =K,

nm ?

T 1 - — -1 _
KmnKnm = Kmn nm = lmn 0U Kmn = Kum-

!Les sommations portant sur un ou plusieurs indices comme ) ™ ou 3 signifient 3°7 ou 377 —

Ces notations seront utilisées sauf dans les cas ou une certaine ambiguité est possible.



Par exemple sim = n= 2, on a

o O O =
S = O ©
o O - O
— O O o

Une matrice de commutation posséde plusieurs propriétés intéressantes.

PROPRIETE 1.1.2. Soient A =(a;;) et B =(b;) deur matrices de dimensions

respectives p X q et s x t. Alors, on a

() K(ei ®e;) = (e @ e et (¢ @)K = (€@ ).
(if) Kpquec(d) = vec(4’).
(iii) Kp(A® B) = (B® A)Kyy.

Définissons la matrice E = }-"(H;; ® H;;). Sim =2, o0n a

1000
- 0000 --- - -~ -
0000
0001

Comme toute matrice A = (a;;) de dimension m x m peut s’écrire sous la forme

m

A=Y a;Hy = ajleie;) = (e;Aej) Hyj, (1.1.1)
7

iy tj

le produit de Kronecker de deux matrices A=(a;;) et B=(b;;) de dimensions m x m
peut se décomposer en utilisant la base (Hix ® Hji)i jku=1,...m- En effet, si on note par

(4 ® B)ijsy I'élément générique de (4 ® B), on a, en suivant la méme écriture que
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dans 1.1.1,

A®B = Y (A®B)ujmlei®e;)(exr®er)
i3kl

= Y (4 ® B)gjuy(Hu ® Hy)
7KL

= Y ((ei ®e;)(A®B)(ex ® e;)) (Hi ® Hy)
ikl

= Y (€;Aer)(e;Ber)(Hy ® Hy)
ikl

= Y (awbj)(Hu ® Hy) (1.1.2)
ijkl
c’est-a-dire que a;cb;; est I’élément générique de la matrice A ® B.
Les résultats du lemme suivant nous seront utiles dans le chapitre 2. IlIs ne
se trouvent pas, & notre connaissance, dans la littérature et c’est pourquoi nous en

donnons une démonstration.

LEMME 1.1.1. Si A et B sont deuz matrices symétriqgues de dimensions m x m,

alors on a

(i) K(vecA)(vecB)' = (vecA)(vecB) K = (vecA)(vecB)'.
(i) (vecA)(vecB) =Y R (AHp ® HyxyB). — - - - — - - - - - -~ -
(iii) (vecA)(vecd) = Z(Aij ® Hjpd) = Z(ijA ® AHj).
jk jk

(iv) (vecln )(vecl,)' = *(Hix®Hjy).
(v) KE=FEK = E.

Démonstration:

(i) Le résultat est évident puisque KvecA = vecA et K'= K.
(ii) Soit C= (vecA)(vecB)'. Il est évident que I’élément générique de C est a;;.by-

Décomposons alors la matrice C sur la base (H;x @ H;;) ot

Hik ® Hjl = (eie,k) ® (eje;) = (ei ®ej)(ek * el)’ ’ i?j! kyl = 1:'": m.



Alors, on obtient

C = 3(e@e;)|(cide;) (e Ben)(ex @ er)
ikl
= i(ei ® e;) [(e; ®e.)(A® B)(e; ® e;)](e; ®e)
7kl

= Z(Hii ® Hj)(A® B)(Hx ® Hy)
ikl

= Z(I® Hiy)(A®B)(Hjx ®1I)

jk
= Z(:’lij ® HjB).
jk
(iii) Si A = B, alors C est symétrique et on a
cC=C'= Z;}:(AHJ"C X ij.‘l) = Z}?:(ij-‘l X Aij).
(iv) Dans (iii), on remplace A par [, et on trouve le résultat
(vecly,)(veely,) = Z(ij ® Hj).
jk
(v) Montrons que KE= EK = E. On a

KE = [i(Hij ® Hji)][i(Htt ® Htt)] = i(Hinu X Hjtht)

ij 131

= Z(Hﬂ @ H“) =FE.
t

De méme, on a EK = E.

C.Q.F.D.

1.2. RESULTATS SUR LES DISTRIBUTIONS ELLIPTIQUES

La distribution multinormale a longtemps servi de modéle type pour des hy-
pothéses faites sur les mesures statistiques. Une classe plus flexible de distributions,
incluant les distributions multinormales, est la classe des distributions elliptiques.

Un vecteur X de dimension m x 1 suit une loi elliptique de parameétres pz : m x 1



et V' : m x m, notée E,(u,V), si sa fonction de densité s’écrit sous la forme
VT2 f ((z — w'V (e — w) ,z € R™,

ot |V| est le déterminant de la matrice V définie positive et f est une fonction positive
donnée qui ne dépend que de la quantité d? = (z — u)'V'~!(z —p). De plus, sa fonction
caractéristique @( t ) = E(exp (¢t'X) ) est de la forme w( ¢Vt )exp (it'n) ol ¢ est
une certaine fonction, sa movenne E (X) = u et sa matrice de covariance ¥ = &V ol

& est une constante.

La distribution multinormale est elliptique. Le théoréme suivant (voir Muirhead

(1982), p-35) en donne une caractérisation.

THEOREME 1.2.1. Supposons que X est E,,(u, V') avec V diagonale. Si toutes les

composantes XM ., X(m) de X sont indépendantes alors X est multinormale.

Si X=(X), ..., X(m)) est elliptique et admet tous les moments d’ordre 4, c’est-
a-dire
s = EIXOXD YR XD pouri, j, ket I=1,....m,
existent, alors toutes les distributions marginales de X} i= 1...m, admettent le
méme coefficient d’aplatissement x donné par
() — w7 _, _ E[(YY - ut)]
©'(0)? (E(x® - #(n)z)z

A =3 -3, i=1,..m.

Dans la suite, lorsqu’on parle de distribution elliptique avec coefficient d’aplatissement
K, il est implicite que tous les moments d’ordre 4 existent.

La famille de distributions elliptiques comprend entre autres la loi multinormale
e-contaminée et la loi ¢ (de Student ) multivariée dont voici les définitions.

On dit que X suit une distribution multinormale e-contaminée si sa fonction de
densité est

A VI-1/2 |2 -

pour z € IR™, 0 < € < 1let o un réel. Son coefficient d’aplatissement x est donné par
. 1+¢e(ot —1)
1+ e(c? - )]

-1
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( voir Muirhead (1982), p.49) tandis que sa moyenne est u et sa matrice de covariance
est

L =(1-e+e?)V.

D’autre part, on dit que X suit une distribution elliptique t avec v degrés de
liberté si sa fonction de densité est de la forme
1
r (§(U+m)) V’l-1/2 1
L (3v) (vm)mr2 [1+ iz —pyV-Yz—u)

pour z € R™. On a E(X)=p, £ =5V et k = 2.

v

](u-i-m)/’_’

La distribution elliptique t avec un degré de liberté est appelée la distribution
multivariée de Cauchy. Elle ne posséde aucun moment.

Pour plus de détails concernant les distributions elliptiques on peut se référer.
entre autres, 3 Muirhead(1982) ou 2 Fang, Kotz & Wang (1990).

Désignons par S, la matrice de covariance échantillonnale construite a partir de

I'échantillon X1, ..., X, et dont les éléments sont donnés par

n
) i) ) <)
sij = S (X -X)x) -X7)

)
ou - =

head(1982). On en donne aussi une démonstration a la page 16.

>hot X,(f) pour i et j = 1,...,m. Le résultat suivant se trouve dans Muir-

THEOREME 1.2.2. Soit S, la matrice de covariance d’un échantillon de taille n
issu d’une distribution elliptique dont la matrice de covariance mxm est £ = (o)) et
le coefficient d’aplatissement est k. Alors la distribution asymptotique, lorsque n— oc,

de \/n(vecS, — vecX) est une loi multinormale N2 (0, W) ot
W= (1+&)Im: + K)(ZQZ) + klvecE][vecZ]', (1.2.1)

I» est la matrice identité m2 x m? et K est la matrice de commutation de dimension
m2 x m>.
En posant vecU, = /n(vecS, — vecL) = (u;;), le théoréme précédent permet

d’écrire que lorsque n — oc,
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1.3. MATRICE DE U-STATISTIQUES

Il existe une abondante littérature sur les U-statistiques. Pour le rappel ci-

dessous. nous nous référons principalement a Hoeffding (1948) et 4 Randles & Wolfe

(1979).
Considérons I'échantillon X, = (X{V,..., X{™), @ =1 ..., n, issu du vecteur
aléatoire de dimension mx1, X = (XM, ... X))’ dont la distribution F( £V, ..., z(™ )

appartient a une famille de distributions continues F. Rappelons d’abord quelques
définitions.

Un parameétre 7 est dit estimable de degré r pour la famille F si r est la plus
petite taille échantillonnale pour laquelle il existe une fonction ®(z, ..., z,) telle que
Ee[®( X1,...,X, )] =~ pour toute fonction de distribution F € F. La fonction &
est appelée un noyau pour le parameétre v et elle ne dépend pas de F. On peut, sans
nuire & la généralité, supposer le novau symétrique en ses r arguments, c’est-a-dire

®(z,...,z;) = ®(z3,, ..., T3.) pour toute permutation (3. ..., 5;) des entiers 1.....r.

La statistique définie par
- 1 - . - ke
Uﬂ- =7\ Z Q(‘Xﬁxr "'?‘\13-) = Dn( ‘Xh seey -Yﬂ- )
[ i
ot B={8=(58,...6:)] 1< 01 < ... <pBr<n}estdite une U-statistique de degré
r pour le parametre v. On convient d’appeler une statistique constante une U-

statistique de degré r = 0.

Soit U} = Up — E(U,) = Ua( Xy, ..., Xy ) — 7 et considérons la classe des sommes

de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées:

n
V= {V | V = Zk(Xi) , k(.) est une fonction réelle } .

=1

La projection de U} sur V est donnée par

n

V= z_j E[Un(X1. o Xa) —|Xi =2 = 5 E[Uilxi=z]= %Z [ ®.(X) =]

=l i=1

ol &,(z) = E[ &(z, Xz, ... X;) |
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Voici quelques propriétés importantes des U-statistiques tirées de Randles &
Wolfe (1979).

ProposITION 1.3.1. Soit U, une U-statistique de degré r pour le paramétre ~

avec noyau ®. Alors,

(D)  ®u(z) =E[®(z, Xp, .. X, )| = E[®( X1,7. X5,., X, )] = .
=E[ ®( X1, X137 )]

(ii) E[ <I>1(X1)] = E[@(X,gl,...,Xg,)] = ~ pour toute permutation (3, ..., 5;)

des entiers 1,...,r.
(i) Ver(®(Xy))) = E[®( X1, ., X )O( X1, Xrers ooy Xar1 )] =12 =G
(iv) _lim [nVar(Uas(Xy, ... Xa))] = G-

(v)  Vn(U, —~) converge en loi, lorsque n — oc, vers une loi normale de

moyenne 0 et de variance r2(y, pourvu que (; > 0.

La proposition suivante est une généralisation de la derniére propriété. C’est le

théoréme 7.1 d'Hoeffding (1948).

PROPOSITION 1.3.2. Pour k = 1,...,g, soit U¥ une U-statistique de degré r'*)

pour le paramétre v(¥) avec noyau ®*¥). Si pour k =1,..., g,

78 = E[@® (X, .., Xy0)]
et
E[8® (Xy, e, Xy0)]

existent alors, le vecteur

(\/ﬁ(Ur(;l) — W), ., VAUW - 7(9)))
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converge en loi, lorsque n — 00, vers une loi multinormale Ny(0,0) ou la matrice
O =(0;) = (r(")r(j)di'j)) avec, pour i et j =1,....9,
) = E[@(f) (-Yl)@(lj)(-Yl)] OGO}

o ®(z) = E (@“) (z, Xa, .-.,er)) . La distribution limite est non dégénérée st le

déterminant de la matrice © est positif.

Pour traiter les mesures d’association vectorielle, nous devons considérer des U-
statistiques doublement indexées. Soit p et q deux entiers et considérons un ensemble
de pq U-statistiques notées U{*) | i=1,...,p et j=1,....,q. On suppose que la U-statistique
UL construite 4 partir de 1’échantillon X,...,X,,, est de degré r®4) pour le paramétre
+(*9) | Formons trois matrices, de dimension p x g, de la facon suivante:

Uh = (U,(li'j)) , R= (r(i’j)) et = (7“‘”) .

DEFINITION 1.3.1. On appelle U, une matrice de U-statistiques de matrice de

degré R pour la matrice T’ de paramétres.

En écrivant les éléments de la matrice U, sous forme vectorielle, on déduit di-

rectement de la proposition 1.3.2 la distribution asymptotique de la matrice U,.

THEOREME 1.3.1. Soit U, = (U{Y)) une matrice de U-statistiques de matrice
de degré R = (r(i'j)) pour la matrice de paramétres I = ("/(i*j)) avec i =1,..,p et

j = 1,...,q. Si le noyau &) pour le paramétre v*9) est tel que
E[3%)( Xy, ... Xy )] = ~lid)
et
E[(8%D( Xy, Xy ) )? ] < o0,
pour tout couple (i,j), alors ?
vrvec(U, —T') 55 N,y(0,9)

[ .
2= désigne la convergence en loi lorsque n — co.
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ot les éléments de 2 sont donnés par
mlk)  — LG kD ooy ((I)(lia'} (X1), (P(lk,l)( X[))

= plid)pkd [E[(b(li‘j) (Xl)‘b(lk'” (Xl) ] _ ,/(i.j),f(k.l)]

avec @gi'j)(z) = E[(b(i’j)(ry -’Y27 seey 4 r(i-l))] pour irkzlr--'rp et ]yl = 1:"’7Q'

De la propriété (iv) de la proposition 1.3.1, puisque chaque élément ®@7) de la
matrice converge en moyenne quadratique vers ~@3}, pour i=1,...,p et j=1,....q, on

déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.3.1. La matrice U, converge en moyenne quadratique (et donc en
. 2
probabilité) vers la matrice T, st El:((b("l)(xu - X,(-.J))) ] <occpouri=I,.,petj=
1,...,q.

1.3.1. Applications. Le résultat suivant est connu (voir par exemple Cook
(1951) ou Muirhead (1982), p.19). On en donne une nouvelle démonstration, plus

courte et plus simple, basée sur la normalité asymptotique des U-statistiques.

THEOREME 1.3.2. Soit S, = (s;;) la matrice de covariance d’un échantillon de
taille n issu d’un vecteur aléatoire de dimension m x 1 admettant tous les moments
d’ordre j et dont la moyenne est p et la matrice de covariance est . = (c(t9).
Alors, la distribution asymptotique, lorsque n— oo, de \/n(vecS, — vecy) est une lot

multinormale N2 (0,Q¢) ot
Qc =

pour jetl=1,..,m, Dj= (d(‘i,k)

it ):mxm ou

dﬁ'}"‘) = gliik) _ a(i'j)a(k"), tetk=1,..,m,

avec o(7k) = E[( X[ — p@)( X — p0)( X [P — p®)( X1 - p0)].



Démonstration:

On sait ( voir Randles & Wolfe (1979), p.63) que o¢*4) est un parameétre estimable

de degré r*)= 2 et de noyau symétrique h{*?) défini pour i et j=1.....m, par
. 1 ; ; : :
W)z, ) = 5((@ -2 (" 28 ) )

- 3( l.(lt)l.(J) + x(l)x(J) (11)1.(21) _ I({”:I:g) )
Y -— — (1) (m)ys m
ou pour k=12, = (2., ...z ') € IR™.
D’autre part, la condition du théoréme 1.3.1, E [( RN X1, Xy ) )2] < oc, est

satisfaite car tous les moments d’ordre 4 existent par hypothése. On a alors

RNy = E[ R (£, X,) ] (1.3.1)

_ é (2920 — yOz0) — 02O 4 p00) 4 o) )

pour z = (zM, ..., (™)’ € |R™. Ainsi, pour @ = 1,...,n. on a

RE(X,) = > ( XOXU ~ O xOD — O xO 4, 0,0) 4 5lE) )
1 (i i Sl . a-(ivj) ;
= 5(_,\5;1—;1“) (X9 -y )+ —. (1.3.2)

La U-statistique pour le parameétre o(*4) est donc

i 1 L/ i) vi) o (D) v D vl v() v
U = 3 Y 5(:\3‘))(53’+X§’X§J’—Xf,"Xf,”—_ng\f,’)
(2) I<a <3<n

_ _l_)( n i XH X - ( zn: X )( Zn: Xf,i)) )
a=1 a=l1

n(n—1

= n—l Z( xO Wy x0 -x9,

- 8137

pour i et j =I.....m, et par conséquent, la matrice de U-statistiques pour la matrice

de parameétres ¥ = (g(#9)) est

gy L g
D-nz =Sm
gma . gmm
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la matrice échantillonnale. On a E[ U, | = T et le résultat découle directement du
. théoreme 1.3.1 en écrivant
& = 2 x 2000 (R (X1), h{"0 (X))
Cou(( X{ = N X = ), (X1 = p)( X0 — )

= Uik _ Glid) kD)

i, j, k.etl=1.....m.

C.Q.F.D.

On observe que la quantité 2 (h(li'j )( X, )—ol®d )) est effectivement l’'élément
générique de la matrice Z; = { ( X; —p )( X —p ) — L} tel qu’il apparait dans la
démonstration de Muirhead (1982), p.17. D’autre part, la matrice {l¢ est singuliére

2

puisqu’elle est la matrice de covariance m? x m? du vec(S,) ou la matrice S, est

svmétrique. Néanmoins, des parties non-singulieres de cette matrice nous intéresseront
par la suite.
Comme on I’'a déja signalé, le résultat du théoréme 1.3.2 n’est pas nouveau. Il
est établi par Cook (1951) et repris par Muirhead (1982), p.42, qui donne
Cov(wj, up) = &0 + oERIGUD 4 GG GGH)

. X 5kl -
ot le coefficient «{}* est défini par

KUTRD - GGk _ Gl gkl _ Gk gD _ D) G Gk)

(voir Cook (1951), p.180), avec u;; représentant 1'élément (i.j) de la matrice U, =
vn( S, — X). En remplagant nii{ff) par sa valeur, on obtient

Cov(uy, uw) = d§f™ = gk — glidlgtkd),
Si X suit une distribution elliptique alors

N . i3kl .
En égalisant les deux expressions de {77 on obtient
g 1111 »



et on retrouve Q¢ = W. Ceci démontre le théoréme 1.2.2. On en déduit aussi

est I'élément de la matrice de corrélation P.

A l'aide d’un développement limité et des calculs élémentaires, nous déduisons
du théoreme précédent la distribution asymptotique de la matrice de corrélation
échantillonnale d’un vecteur aléatoire dont tous les moments d’ordre quatre existent.
Ce résultat est aussi connu (voir Steiger & Hakstian (1982)) mais nous en donnons

ici une démonstration différente.

THEOREME 1.3.3. Sous les conditions du théoréme 1.3.2, si P et R, désignent
respectivement la matrice de corrélation de la population et la matrice de corrélation

échantillonnale, alors
Vr(vecR, — vecP ) -5 Nin2(0,Qg)

ot les éléments de Qg sont donnés par

WPk = (kD) i plEd) pled) [p(u,kk) + Pl 4 p(i5kk) p(u.u)]
1 ,onp oo . 1 g .
— 2 G [ litkl) o 5RO _ 2 (R [ plidkk) o 5G30
S AU [pUERD 4 pUARI] — =k [p3R8) - plisi].

De plus, R, converge en probabilité vers P.

Démonstration:

Avec les notations précédentes, on pose, pour i et J =1,....m,

vec(Uy,) = /n(vecS, — vect) clest-a-dire u;; = /n(s;; — o).



18

. 1 o
Par conséquent, on a s;; = o) -\/—_.u,-,-, ietj=1, ...m.
n

Pour n assez grand, écrivons pouriet j = 1, ...,m le développement limité suivant:

rg = sij(sa) T3 (s5) 7
= [a‘(”]—i-n /2, ][ (”}-i-n“mu ]—l/"[ (JJ)+n*1/"u ]—1/2
1

_ ) 4 p=1/2y,.
\/g(i.z')ou,j)[a 7 )

[1 +n—1/2uii(o,(i,i))—1]—1/2[1 + n—1/2,ujj(o,(j.j))—1]-»1/2

Vot gl

[1—al—n‘l/z(a("i))‘luii+0(') n Y1 - -n'l/z( U2y =Ly + OGN (n ™).

Aprés plusieurs manipulations algébriques, on obtient en regroupant les termes

de méme ordre *

rii = _l__{a(i.j)
1 L oo .. 1 . . .
+%[ - _Q,o(w)(atz,x))-luﬁ + Uiy — 50("3)(0(3'1))"1151_,- + Of,"”(n'l/g)]}
. 1 lp('?]) Uis 1 p(lr.])
= pliJ) - - g ij _ = (id)(p—1/2
e vn [ 5 ol it T VolilgGd) 2 gUd) uj; + Op 7 (n )]

ou encore

VAlry — o)

1 Uq U5 1
— (i.j) 2 L) g (%)} 0(11) a2y - - -
- - - - - = = L 9'0 (i) —+ Vol glg) 2‘& (JJ)]+ ( )-

Ainsi, pour i et j =1,...,m, la distribution asvmptotique de /n(ri; — p#9) est
la méme que celle de la combinaison linéaire: —p("}(g®9)~1uy; + 1/ Vot gUiy;; —
1pt3)(gU) =1y .. 1l existe donc une matrice A de dimension m x m telle que la

matrice B = (b;;) s’écrit, pouriet j = 1,...,m,
B =AU, + Op(n“/‘?) =L+ Op(n"”z) ou L = (l;;) et Op(n‘l/z) = (Off‘j) (n“/g)) .

Par conséquent, la distribution asymptotique de vecB = \/n(vecR, — vecP) est la

meéme que celle de vecL=vec(AU, )= (IQA)vecU,, laquelle est, d’apres le théoréme 1.3.2,

3La notation ( Muirhead (1982), p.158) O"/)(n~9) signifie que n?05")(n-¢) est borné en probabilité pour n

assez grand et d > 0 (voir aussi Bishop & al (1973), p.476).
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N2 (0, (I ® 4)Qc(I ® A')). Un élément de (I ® 4)Qc(] ® A') est par définition

Cou(lij, ler)
= Cov(- %p(m(aa.z‘))—tuﬁ + (DU 12y _ % i) (UL
_ép(k,l) (O'(k'k)—l'llkk + (O.(k,k)o.(l,l))—l/'lukl - __;_p(kl) (o.(l,l))—luu)
— ip(i.j)p(k.l) (0.(1:.16)0.(!,1))—I.C:'O,u(uii7 ukk) _ ép(z_]) (U(i’i))—[(a(k’k)d(l'”)"I/QCO'U(uﬁ, ukl)

1 y _ 1 Ly i) (i
+ 3P0 (D) Cou (i, uy) — 5% ER) T (D) T2 Cou sy, k)

e 1 i (e
+(a(‘°"au")a(""‘)a“'”)“/20011(11,5,ukl) - §p(k,t)(a(l,z)) l(au,:)aua)) I/QCO'U(uij:ul[)
1 . . - 1 . o _
+Zp("”p("")(a(”)a(k‘k)) lCO’u(u,-j,ukkJ —- ;p("”(a(’*’)) 1(0("”‘)0“")) ‘”C’ov(uj]-,uk,)
1 .. .
+1p(“-’)p(k")(a(“”a(”)) 'IC'ov(u,-j, uy).

Compte tenu du résultat du théoréme 1.3.2 qui donne
CO’U(uij, ukl) = o'(ij'kl) — o»(ivj)o-(k‘l)’

onapouri, j, ketl=1,.._.m,

Cov(ug, ug) = (p(ij,kl) — p(i-j)p(k,l)) Volih) gGi) glkk) g (Ld)
On obtient alors le résultat
Cov(lij, ly) = P04 i plid) k) [p(u,kk) + pUEll) o piskk) p(n,u)]

| P g 1 . g
_ = A aa) Lk ik} _ - (kD] (85.kk) (i5.40)
2,0 [P +p ] 2/’ [P +p ] -

R . . . P ..
Puisque pouriet j =1, ...,m, u;; = V/n(s;; —o™) et * 5,;, — o), on a

. 1 plid) . (sij — o) 1 plid) .
. i) S A SR () ) WO bl " I AUl Y SN ¢ ¥ )
Ti =P 2 glid) (35 =) Voliiglin 200 (835 = %)

(BF) =1
+04 ) (n1),

alors on déduit ry; —+ pltd) c'est-a-dire que R, — P.

C.Q.F.D.

4 P .. e
— désigne la convergence en probabilité lorsque n — oo.



1.4. MESURES D’ASSOCIATION VECTORIELLE

Soit X un vecteur aléatoire de dimension m x 1 donné par

Xl
X =
Xt
ou X et X sont des sous-vecteurs de dimension p et g respectivement avec p+q =

m. Supposons que pourietj=1, 2,

E(XE = p et Couv(X, XU = E(X — LB xU - 0l = 4.

(1 T T
p= (.U ) ot T = ( 11 12) — (o,(k.l))_
/1[21 o1 Ex

ol X est supposée définie positive. Considérons un échantillon aléatoire X|,...,.X,

x (i
‘YQ = . b
(XEE‘)

o =1,....n. Les estimateurs habituels sans biais pour u et ¥ sont

<A1

— X Su Sz

X = [ et S, = = (s
(1\’ 2’) (Sg[ 522) ( H)

oupourietj=1,2,

X =L X e 5, = 2> (- X (xp1- XV
a=1

Posons

prélevé sur X ou

a=l1

Escoufier (1973) a introduit une mesure d’association vectorielle basée sur la

notion de la distance entre deux matrices de données. Elle est définie ® par

RV — tT’(512521) )
Vtr(S3)ir(S3)
Son analogue au niveau de la population est
pRV'(C) —_ tT(Z[QSQI) .
Vir(Sh)ir(Sh)

5L’exposant (C) indique que les mesures considérées sont basées sur la matrice de covariance.
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Elle est symétrique mais pas invariante sous des transformations linéaires. Robert &

Escoufier (1976) I'ont utilisé pour unifier différentes méthodes d’analyvse multivariée.

Stewart& Love (1968) ont défini la mesure

tr(S1255 Sa1)
tT’(Su) ’

C’est une mesure de liaison vectorielle qualifiée de mesure de redondance car elle est

SLE =

basée sur la prévision de X! par X[, Elle n’est pas symétrique ni invariante sous des
transformations linéaires des vecteurs d’observations. La mesure analogue au niveau

de la population est définie par

Cramer& Nicewander (1979) ont proposé une mesure de corrélation vectorielle

définie par

CN©) = tr(SitS1255' Sa;)
p

Elle est invariante sous des transformations linéaires de plein rang et symétrique si

on suppose p < ¢. Son numérateur fut introduit par Pillai (1954, 1955) pour tester
I'indépendance des vecteurs X! et X[ sous I’hypothése de multinormalité. La mesure
analogue au niveau de la population est définie par

tr(C L1285 £a1)

pCN©) = .
p

Citons quelques propriétés importantes des trois mesures présentées ci haut.

(i) pM(©) = 0 si et seulement si ;2 = 0, pour M= RV, SL et CN.
(i) 0 < pM©) < 1, pour M= RV, SL et CN.
(iii) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de
corrélation simple entre les variables X () et X2,
(iv) Lorsque p = 1, SLC) et CN(©) correspondent au carré du coefficient de

corrélation multiple entre la variable X(!) et le vecteur X 2.
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(v) RV) et SLO) sont invariantes sous des transformations orthogonales entre

X et X1

D’autres propriétés et résultats concernant ces mesures se trouvent dans Lazraq
& Cléroux (1988), Allaire & Lepage (1990) ou Lazraq, Cléroux & Kiers (1992).



CHAPITRE 2

Mesures d’association vectorielle construites & partir de la

matrice de corrélation

Dans ce deuxiéme chapitre, on veut éprouver I’hypothése nulle d’absence de
liaison entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires. On suppose que les observations
proviennent d’une loi appartenant & la famille des distributions elliptiques. En uti-
lisant la matrice de covariance échantillonnale, Muirhead (1982), p.546, a proposé un
test asymptotique pour tester ’absence de liaison entre plusieurs vecteurs aléatoires.
Dans le méme contexte, en utilisant la mesure d’Escoufier (1973) basée sur la matrice
de covariance, Cléroux & Ducharme (1989) ont proposé un autre test pour l’absence
de liaison entre deux vecteurs aléatoires. A partir des mesures d'Escoufier (1973), de
Stewart & Love (1968) et Cramer & Nicewander (1979), Allaire & Lepage (1990) et
Lazraq & Cléroux (1992) ont généralisé le travail de Cléroux & Ducharme (1989) en
proposant trois autres tests pour tester ’absence de liaison entre plusieurs vecteurs
aléatoires.

En pratique, il arrive souvent que I’échelle des variables n’est pas la méme et
souvent les variances respectives sont trés différentes. Pour pallier & ce probléme,
on centre et réduit chaque variable afin de donner un poids égal i chacune d’elles
dans l'analyse. Dans de telles situations, la mesure d'Escoufier (1973) et la mesure de
Stewart & Love (1968) ne sont pas appropriées puisqu’elles ne sont pas invariantes
sous des transformations linéaires des vecteurs d’observations. Ce probléme a été

déja soulevé par Allaire & Lepage (1990) et aussi par Roy & Cléroux (1993). Pour
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y remédier, on applique les mesures d'Escoufier (1973), de Stewart & Love (1968) et
Cramer & Nicewander (1979) a la matrice de corrélation plutét qu’a la matrice de
covariance.

Désignons par P la matrice de corrélation et par R, la matrice de corrélation

échantillonnale:

P P Ry Ry

P = ( = (p*) et R, = = (Tkt)
Py P Ry Ry
(k)
. (k.l) - ag _ Skl — .
ou = —————— et 1y = ————. avec ket | = 1,..., m. Pour ne pas alourdir
P VR Jgih T s/ ‘ ’ :

la notation, on omet l'indice n des sous-matrice R, ietj =1, 2.

Les mesures d’Escoufier (1973), de Stewart & Love (1968) et Cramer & Nicewan-

der (1979) appliquées a la matrice de corrélation échantillonnale deviennent
tr(Ri2R},)
Ver(R3)ir(R)

RV(A) =

pour la mesure d’Escoufier (1973),
SLB — tr(Ri2 Ry Ri,)

p
pour la mesure de Stewart & Love (1968), car tr(R;;) =p, et
C.’V(R) = tT(RﬁIngRile’lz)
p

pour la mesure de Cramer & Nicewander (1979).

Au niveau de la population, si on applique les mémes mesures a la matrice de

corrélation, on obtient
tT(P[‘_) Pig)
Vir(PR)tr(Ph)

pRVA) =

pour la mesure d'Escoufier (1973),
tr(P12Pa Pia)
D
pour la mesure de Stewart & Love (1968) et
tT('Pﬁlpm'Pg—éI’Piz)
P

pSL(R) =

pCNR) =




[\
(3]

pour la mesure de Cramer & Nicewander (1979).

On note que
pCNPB = ,C N}
En effet, en utilisant la relation
P = D Y:xp-li2

ott D est la matrice diagonale D = diag(a(*V, ..., c(™™)), on obtient alors

»_ (Pn Pe) _ (Di”£uDi” DL*£:,D5"
Py Pn DR*T DI DRy DRM?)

Il découle que

Pa'PuPz'Pa = (DIPSiDi(®) P (DA*SH D) Pu
= Dl/-zll Z12—‘2'1 Dgozpzl
= DI/2 (Z 212_‘% “01) D-l/2’

et par conséquent, on obtient le résultat. Evidemment, on a aussi CN(®) = CN(©) et
la démonstration est similaire.
Les trois nouvelles mesures construites sont invariantes au changement de posi-

tion et d’échelle et possédent les propriétés suivantes:

(i) pMB) = 0 si et seulement si Pa; = 0, pour M= RV, SL et CN.
(if) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de
corrélation simple entre les variables X (1} et X(?,

(iii) 0 < pM® < 1, pour M= RV, SL et CN.

Dans le présent chapitre, on suppose que les observations proviennent d’une loi
elliptique. Dans la section 2.1, on donne la distribution asymptotique de \/nvecR,
avec une expression matricielle de la matrice de covariance. Dans la section 2.2, on
établit la loi asymptotique de /nvecR,, sous différentes hypotheéses. On applique

les résultats de ces deux sections dans la section 2.3 afin d’obtenir les distributions



26

asymptotiques des trois mesures basées sur la matrice de corrélation sous I’hypothése
. nulle d’absence de liaison entre deux vecteurs aléatoires et sous une suite d’alternatives
convergeant vers I'hypothése nulle. Dans la section 2.4, on formalise le mode d’utili-
sation des tests et on donne un exemple d’application. Une simulation est présentée
dans la section 2.5 afin d’évaluer le comportement expérimental du niveau et de la
puissance des trois tests et de les comparer a trois tests compétiteurs. On conclut
ce chapitre a la section 2.6 par la généralisation des trois tests pour le probléme de
I'absence de liaison entre plusieurs vecteurs aléatoires et on illustre ces tests par un

exemple.

2.1. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE n1/2fvecRn

La distribution asymptotique de \/nvecR, qui est présentée dans le cas général
dans le théoréme 1.3.3 (voir Steiger & Hakstian (1982)), ne permet pas d’obtenir les
éléments de la matrice de covariance comme fonction des éléments de la matrice de
corrélation de la population P. En faisant I’hypothése d’ellipticité, on peut donner

une expression matricielle qui dépend de P pour cette matrice de covariance.

THEOREME 2.1.1. Soit R, la matrice de corrélation d’un échantillon de taille
n issu d’un vecteur aléatoire X =(X\, ..., Xin)' dont la distribution est elliptique de
paramétres p et V, de matrice corrélation P et de coefficient d’aplatissement k. Alors
la distribution asymptotique, lorsque n— oc, de v/n(vecR, — vecP) est une loi multi-

normale N2(O, (1 + k)A) ou
A = S[UePEPEPEISP) +(PONEPOPIEPS] (211)
HI®P)E(P®PIE(P® 1) + (P ® NE(P®P)E! @)
+P®P)+(POP)K — [ ®P)E(P®P)
—(P®P)EI®P) - (PRP)E(P®I) (P& )E(PP)
ot la matrice I désigne la matrice d’identité m x m, E = Y™ (Hy ® Hy) avec Hi,

it = 1,..., m, étant la matrice m x m ayant 1 ¢ la position (i,i) et 0 ailleurs et K

. désigne la matrice de commutation m? x m>.



Démonstration:

D’apres le théoreme 1.3.3, on a
vrvec( Bn — P ) == Nop2(0.Qgr)

ot les éléments de Qg sont donnés par
WEkD = kD i i) plhD (piEkRY 4 ity pisikE)D 4 (0500
_% Pl (kD) 4 U3k % D (38D o pli3dh).
Puisque X est elliptique, on obtient d’apreés ’équation 1.3.4
PR — (1 4 ) (pU) plkd) g plink) JEd) g D) 3D (2.1.2)
On en déduit par exemple,

p(ii.kk) = (1+ K)(l + 2(p(i,k))2) ot p(ii,kl) =(1+ K)(p(k.z) + 2p(i.k)p(i,l)))7

et ainsi, on obtient

y 1 s A : - '
W = (1 + k) [ip“"’p"‘"’ [(PER1)2 4 (pE0)? 4 (pUH))? 4 (p17)?]
_ U [k i) o fUR) G| e pli) gl 4 ) )]

11 faut maintenant déterminer la matrice & laquelle correspond cette longue expression,
c'est-a-dire la matrice de covariance asymptotique de /nvecR,.
e Comme on ’a remarqué dans la relation 1.1.2, pli¥) pUD) est I'élément générique de
la matrice P ® P.
@ (i) pik) est I’élément générique de la matrice (P ® P)K. En effet, on a
m - . ’ m ? ’ ’
S(e:®@€)[p " (ec@e) = D (e ®ej)[(e;Pe) ® (e;Pex)l(er @ &)
ijkt ijkl

= fi(ez- ®e;)(e;®e)(P@P) e ® ex)e De)
ijkl

= i(Hii ® H;;)(P ® P)(Hy ® Hy)
ijkl

= (I®)(PRPK

= (P®P)K.
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o lid) plkd) (pl3:K))2 est 1’élément générique de (P @ I)E(P @ P)E(P ® I)A'. En effet,

on a

plid) k) (pUHN)2 = p(0) oK) (BN p0K) = (e Pe ) (e Pe) (e, Pei) (e, Pex)

= (e;PH;;PHuPe) ® (e;,1H;;Pere,Ie;)
> (e;PHuPH,Pe;) ® (e;]HuPHy,Iex)

ts

(€, ® €)[(P ® I)(Hue ® Hu) (P ® P)(Huo ® Hur)(P ® D(er ® )

= (&:® ej)l(P ® I) i(Htt ® Hy)(P®P) i(Hss ® Hys (PO I)K(ex @ &)

= (e:®e;)(POINEMPIP)EPRNK(er @ er)

ol on a tenu compte que eje;- = Hj;, ej(ete't) = ¢; si t = j et 0 sinon et ol on a posé
E = Y™(H,, ® H,,). Ainsi, pt9) ok (pUEN2 est 'élément générique de la matrice
(P® E(P®P)E(P @ K.
o i3 pkd) (p(1)2 egt 1'élément générique de la matrice (/@ P)E(PO®P)E(P®I). Il
suffit de le vérifier en écrivant
(e:®€)){OP)E(PRP)E(P®I)(ex ® &)
m

= 3(€; @ ) ® P)(Hu ® Hi)(P ® P)(Hex ® Haol)(P @ I)|(ex ® 1)

st
= Z(e;HNPHSSPek) ® (e;PHttPHssel) = (ez'Pel)(BZ'Pek)(e;Pei)(e;’Pe()
st
—_ p(i,l)p(l,k)p{j,i)p(i,l)
— p(i,j)p(kvl)(p(ii))?_
0 %(id) i) p3h) est 1'élément générique de la matrice (P ® I)E(P @ P). Il suffit de le

vérifier en écrivant
(e;: @ ej)'[('P QNEMP® 'P)] (er®e) = i(ei ® ej)’[(P QI Hy® Hy)(P® P)] (ex ®er)

= ) (e/PH,Per) ® (e;HuPer)
t

= (ePe;)(€Per)(e;Pe)



29

On a montré a trois reprises comment, & partir de ’élément générique, on retrouve
la matrice et deux fois, on a vérifié qu'un élément est I'élément générique d’une matrice
donnée. De la méme maniére, on obtient que
® plid) kD) (p(E5))2 st 'élément générique de (I @ P)E(P @ P)E(I @ P).

o Pl oD} (p1)2 est |'élément générique de (P ® I)E(P ® P)E(P Q I),
o otk oliD) est P'élément générique de (I @ P)E(P ® P),
o i) g0k pU) est I'élément générique de (P ® I)E(P ® P),
@ pkDptl pd) est 1'élément générique de (P @ P)E(P ® I),
® pl&D plik) gUK) est 1’élément générique de (P @ P)E(I @ P).

Finalement, en tenant compte de ’équation 2.1.3, la matrice cherchée est

A = %[(1@ P)E(PO®P)EI®P) + (PR EP@P)EP S I)

+(I@P)E(PR®P)E(P®I)+ (PR E(PRP)E(I® ’P)]
+(P8P)+(P®P)K — (I ® P)E(P ® P)
~(P®P)E(I®P) - (P®P)E(P®I) ~ (P®I)E(P®P).

C.Q.F.D.

Sim = 2, on retrouve le résultat bien connu concernant la distribution asympto-
tique du coefficient de corrélation échantillonnal r. Ce résultat meéne a la statistique

Z (voir Muirhead(1982)) de Fisher

1+7
1—-r1

1
Z = tanh™'r = 5 log

COROLLAIRE 2.1.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1, si m = 2, la distri-
bution asymptotique de \/n(r — p) est N(O, (1+&)(1— p2)2), p étant le coefficient de

corrélation de la population.
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Démonstration:

Pour m = 2 , apreés calcul, on trouve

0 000
0110
1+6)A=(1+x)(1—-p%)32
( ) ) 0110
0 00O

D’autre part, on a

Jrvec (R-P) = Jrvec (Tu — Pt T2~ sz)

ra1 — P21 T2 — P2
0 r—p r—p
= /nvec =+/n
r—op 0

Puisque rop =119 =T et r; = T2 = p;; = po2 = 1, alors la distribution asymptotique
de la variable \/n(r — p) est N(O, (1+x)(1- p2)2).

C.Q.F.D.

2.2. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DE n1/2U66R21

On veut éprouver 'hypothése nulle Hy : Py, = 0. Cette hypothése n’implique
évidemment pas I'indépendance entre XU et X mais seulement 1a non corrélation
entre X! et X2

Considérons la suite d’hypothéses alternatives

1 a,-]-
i Py = —4 = <
Hy, Py 7n 4 (ﬁ) avec |a;;| < 1/v/n,

ol A est une matrice donnée de dimension ¢ X p. i = p+1....met j = 1,...p.

Pour obtenir la distribution asymptotique de y/nvecR,; sous Hy et sous la suite

H,., convergeant vers Hg, on utilise le théoréme 2.1.1. Les résultats s’obtiennent
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comme cas particulier de la premiére partie du théoréme suivant qui donne la distri-
bution asymptotique de \/nvecRs avec une expression matricielle pour la matrice de

covariance.
THEOREME 2.2.1. Sous les conditions du théoréme 2.1.1, on a
(i) Vr(vecRy ~ vecPy) -5+ Nog(O , (1 + £)D), ot

1
b=5 [([p®7721)5p(P11®P11)Ep(Ip®Pl2)+(P12®Iq)Eq(P”@P?Z)Eq(pz‘@[")

+ (Ip b le)Ep (Plz ® P12)Eq (PZL 1Y Iq) + ('Plz @ Iq)Eq(pm b2 'le )Ep(lp ® PLQ)]

+ (P11 @ Pr) + (P12 ® P21)Kop — (Ip @ Pa1) Ep(Pr1 @ Pi2)
—(P11®P21)Ep(Ip®@P12) — (P12® ) Eg(Pa1 ® P2 ) — (P12 ®@ P2 ) Eq(Pu ® 1),

avec E, =Y 1| H® Hy, E, = Z:’;pﬂ Hy®Hy, p + ¢ = m et Ky désignant
la matrice de commutation gp X gp.

(i1) Sous Hy, /nvecRs, converge en loi vers une loi multinormale
Mq(o y I+&)(Pu® P22))-
(iii) Sous H,.., /nvecRy, converge en loi vers une loi multinormale

./V;,q (UGCA s (1 + lﬁ) (Pu ® Pzz)) .

Démonstration:

(i) Soit la matrice B = By ®@ By avec By =[I, 0l:pxmet B =[0 I} :
g x m. Alors, BvecR, = (B; ® By)vecR, = vec(ByR,B]) = vecR,, et d’apres le
théoréme 2.1.1, on a \/n(vecRy, —vecPs; ) converge en loi vers NV, (0, (1+k)BA B’).

11 suffit alors d’expliciter la matrice BAB'. Pour cela, on reprend terme a terme

la somme des matrices constituant A donnée dans 2.1.1.
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® Considérons la matrice (I ® P)E(P @ P)E(I ® P) et calculons la matrice suivante:

A = BUI®P)E(PRP)E(I®P)B
= f i(B1 ® Bo)(I @ P)(Hy ® Hy)
e (P ® P)(Hss @ Hss)(I @ P)(B) ® By)
= fj(BlHﬁ)’P(B1 H,,)' ® (ByPH,)P(B,PH,,)

ts
puisque
O:pxm sit>p,

BiHy=[Dy O}:pxm=
1424t [ tt ] p { [D“ O]:px-m sinon,

avec Dy, : p x p ayant 1 a la position (t,t) et 0 ailleurs.

De méme, on a

, , 0O:mxp sis>p,
HSSBI = (Bles) = {

[Dss O :m xp sinon.

o
Donc sit > p ou s > p, on obtient A =0.
Pourl1<t<petl<s<p,ona

Pu P Dy 0
ByPH, =0 [ = [PaDy 0]:qxm,
2 tt [ q] (le ng) ( 0 0) [ 1 ] q

d’ou

Pu Pi | (DsPra
(BaPHy)P(B2PHy,) = [Py Dy 0] ( t 12) ( L

) = PZIDttPIIDssPl2

P Pa) 0
et
Py P D
(BlHtt)’P(Bles)l = [Dtt O] ( H 12 ) ( ) = D“PHD”.
21 Pa 0
Ainsi, on a

P p
4 = ZZ (DetP11Dss) @ (P21 DuPr1 DssPr2)

t=1 s=1

= (Ip ® P21)Ep(Pll ® Pll)Ep(Ip ® Pra2)-
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e Pour (P®I)E(P ® P)E(P ® I), calculons la matrice
B = B{P®)EP®P)E(P®I)B
= > (Bi®B)(PR®I)Hu® Hp)(P@P)

(Hss ® Hes) (P Q I)(B; ® By)
= S (BiPHu)P(BiPH,,) ® (B2Hu)P(B2H,,)'
ts

Ici encore, on a

0:gxm sit <p.
ByHy =
[0 Gy] :gxm pourt>p,

ou Gy : ¢ X g ayant 1 3 la position (t,t) et 0 ailleurs.
0
Donc, on obtient B=0 pour 1<t<poul<s<p.

Pourt>pets>p, ona

Pu P 0 0
B]_PHu = [Ip O] ( H 12 ) ( ) = [0 P12Gtt]2

Pa P 0 Gu

d’ou

Py P

B\PHy, ( e ) [0 P12Gss] = P1aGetPaaGssPay
21 Pao
et
Py P 0
(B2Hu)P(B2Hss) = [0 Gu ( P: P:) ( c. ) = GuP2G,.

Ainsi, on a

B = Z Z (P12GttP22GssP21) ® (GuPQQGss)

t=p+1 s=p+1

= (P2 ® [))Eq(Pa2 ® Pa2) Eq(Pa1 @ I).

e Pour la matrice (/@P)E(P®P)E(P®I), on calcule une matrice C mais remarquons
d’abord que

O:pxm sit>p,
BIH“={D“ 0]:pxm= P .
[De O0]:pxm sinon,

et

O:pxm sil<s<p,
BoH, =[0 Gsf] :qxm= P SES5=P
[0 Gss]:gxm sinon.
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Alors, on a

Qe

= BIQ®P)E(PQP)E(PRI)B
= Y (BiHyP)(BiPH,,) ® (B2PHy)(BPH,,).

o

Donc, on obtient pourt >poul <s<p,C=0.
Pour s>pet1<t<p,ona

o

C = B(IQP)E(PRP)E(P®I)B'
p m
= > Y (BiH«PH,PB})® (B;PH,PH,,Bj)

s=1t=p+1

= (Ip @ P2n)E,(Pi2® P12) Eg(Par @ 1)
ol
B\HyPHPB) = DyP12GssPay et BoPHuPH, By = Py DyPaGis.
e Pour la matrice (PR I)E(P® P)E(I® P),on a

[

c' = B(P@[)E(P@P)E([@P)B'
= (P2 ® I[)Ef(Pa1 @ Pay) Ep(I, ® Pr2),

puisque (PR I)E(PQP)E(I ® P) est la transposée de la (PR [NE(PQP)E(I ®P).

@ Par le méme calcul, on obtient les matrices

D=BUI®P)EPQP)B = (I, ® Pn)E,( Py @ Pra)

et

E=B(PRI)E(P®P)B = (P ® Pn)Ey(Pu @ I).
e Aussi, en utilisant la transposée, on a
D' = B(P PE(I® P)B, =(Pu® pgl)Ep(Ip ® Pia)

et

E'=B(P®P)E(P®)B' = (P12 ® I,) E,(Pa ® Pa).



e D’autre part, on a

F = (B,®B,)(P®P)B® B,
= (B\PBj]) ® (B2PB;) = (P11 @ Pa).

e Enfin, en tenant compte de K,m (B ® B;) = (B5;® Bj) Ky, la matrice G est donnée

par

Qe

= (B1® B2)[(P ® P)Kmm)(B1 ® By)'
= (B1® By)(P ® P)(B,® B})K,p

= (BPB}) ® (BaPB)) Ky

= (P ® Pa)Kyp

ou K est la matrice de commutation définie dans la propriété 1.1.1. Si on additionne

maintenant le tout, on a

o 4 [4 o

D=Z[1+B+C+C|+F+6-D-D -E~E,

N —

c’est-a-dire le résultat cherché.

(ii) Si Hy est vraie, c’est-a-dire P12 = 0, on a alors
VnvecRa = Npg(O , (1+ K)(Pu1 ® Pra)).

(ili) D’aprés la partie (i), /nvecRs; converge en loi vers une loi multinormale dont
la matrice de covariance est (1 + K)Py; ® Pao, puisque tous les termes de la matrice
D, autre que P;; ® Pso, contiennent P, ou sa transposée et que les éléments de cette
matrice sont par hypothése de la forme a;;/+/n, pouri = p+1,...metj = 1,...,p.
D’autre part, en substituant la valeur de P,;, on déduit que /nvecRs; con-
verge en loi vers une loi multinormale de moyenne vecA. Par conséquent, par Serfling
(1980) (voir lemme A, p.20), \/nvecR,; converge en loi vers une loi multinormale

Npg(vecd , (1+ £)Puy ® Pan)-

C.Q.F.D.
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On remarque que pour m = 2 et pour p désignant le coefficient de corrélation

simple, on a
1 2
D = ;[@+p+p+pl-0"-p ~p" P> +1+p
= (1-p)?

cest-a-dire /a(r — p) —= N(0. (1 + &)(1 — p?)2). On retrouve & nouveau le résultat

du corollaire 2.1.1.

2.3. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DES MESURES

Avec les résultats de la section précédente, on peut établir les distributions
asymptotiques des nRV B, nSLA et nCN®) sous Hy et sous H;., convergeant vers

H, lorsque n— oc donnée par

1 aij
m- P = —=AaA=|—F7= 1 il <
Hyn : Pn \ﬁ%_-l (ﬁ) avec [a;;] < 1/v/n,

ou A est une matrice donnée de dimension ¢ X p, i = p+1,....met j = 1.....p.

Les démonstrations présentées reposent sur ’approche de Cléroux & Ducharme

(1989) et d’Allaire & Lepage (1990).

2.3.1. Sous H,.

THEOREME 2.3.1. Soit R, la matrice de corrélation d’un échantillon de taille
n issu d’un vecteur aléatoire X =(X1,..., Xn) dont le distribution est elliptique de
paramétres u et V, de matrice corrélation P et de coefficient d’aplatissement k. Alors,

sous U’hypothése Hy, on a

() nRVR £y LRSSty 0
kg 7Y
Vir(PR)Er(PE) k=i =1 H

ot les variables aléatoires Uy; sont indépendantes et de méme loi N(0,1),

k=1..petj=1..q



37

p
m)wﬁm£ﬂ+5zkﬁ,
b

ot les variables aléatoires Z}. k = 1,...,p, sont indépendantes et de méme lot

Xf avec q degrés de liberté,

l+«k
P

XZ

Pq’

(iiiy nCN® £,

avec g, k = I,....p. et pj, j = 1,...,q, étant les valeurs propres de Py, et Pax

respectivemendt.

Démonstration:

Les matrices R, et Rys convergent en probabilité respectivement vers Py; et Pao.
D’autre part, d’aprés la partie (ii) du théoréme 2.2.1, \/nvecR5,, converge en loi vers
le vecteur aléatoire Z de loi Ny (O , 1+ 5)(Pu® 'Pzz))- Alors, par le théoréme 4.4
de Billingsley (1968), on a

VvnvecRs, z
veck; = vecPqy
vecRa vecPa

(i) Ona RVA = tr(Ri2Ra) . Comme
Vir(RE)tr(R3,

ntr(Ri2Rn) = (VnvecRy) (VnvecRy) - 2'Z
et que la mesure RV est continue en tous ses arguments, on a alors
c. 2'Z
Ver(PR)ir(P,)

La forme quadratique Y(!) devient ( Appendice A, théoréme A.1.1)

(1 + fi) Ld g (1) 9 (l)
> > L U = QW
\/tr(Ffl)tr('P%’z) k=1 j=t o

nRV(A) =Y.

oupourk=1.,...,petj=1,...q, les quantités l,(:j’, sont les valeurs propres de (P;; @ Pap)

et par conséquent lg-) = Aepj. et les Uy; sont des variables aléatoires indépendantes
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et de méme loi A(0,1). L'expression Q(!'devient alors

(1+k)
\/tr('Pu)tT(’Pr)) kZIJZ kuJUkJ

tT(R12R22 R2I)
tT(Ru)

(1 ~

(ii) Ona SLW = . Comme

ntr(Ria Ryl Ray) = (vivecRat) (I, ® Rzl)(v/mvecRy) > Z(I, ® PR Z.
la continuité de SL® nous améne & conclure que
nSL® £, vy @ = 2'(I, ® P5!) Z/p.
car trR;; = p. La forme quadratique Y devient

(1 + K) 2) -
o =029 £ 5o

k=1j=
oupour k =1,...,petj=1...,q, Uy; sont des variables aléatoires indépendantes et de

méme loi M(0, 1) et l,(é) sont les valeurs propres de (I, ® P3')(P11 ® Pa) = (P, ® [,).
Puisque les valeurs propres de (P;; ® ;) sont Ay, ..., A, et 1 avec multiplicité q, alors

Q™ devient

2 l+& I . (1+k&) & ”
Q@ = ( ZL’lfj _ ) T A2
] p k=1
ou les les variables aléatoires Z? = Uk], k = 1,...,p, sont indépendantes et de
méme loi 7.
tT(R;IIRLQREZLRzl]

(iii) Ona CN® = . Comme on peut écrire

p

ntT(RulRLszg Ra) = (VnvecRy ) (Riy ® Ra) ™' (VnvecRy,)
et CN®) est continue en ses arguments, on obtient la convergence en loi de nC N(®

vers

0P = Z'(Pu®Pa)'Z
p

Puisque la seule valeur propre de (P11 ® Pa2) ™' (P11 @ P22) = (I, ® I;)=1Iq est 1 avec

multiplicité pq, alors

puisque la variable aléatoire 3°}_; ©°7_, UZ; suit une loi X2.

C.Q.F.D.
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COROLLAIRE 2.3.1. Sous les conditions du théoréme 2.3.1 et sous [’hypothése Hy,

on a

lim E(nRV®) = (1+ x)pa/\/tr (PR)ir(P,),
lim E(nSLY™) = (1 + k)q,

lim E(nCN®) = (1+k)q

et
lim Var(nRV®) = 2(1 + )2,

[lim Var(nSL®) = 2¢(1 + )%tr(P2) /0%,

lim_ Var(nCN®) = 2(1 + «)%q/p.

Démonstration:
La démonstration résulte directement de loi asymptotique de chacune des mesures.
En effet, comme nRV(® nSL(R) et nCNR) convergent en loi respectivement vers les

formes quadratiques Q(), Q et Q®® données dans la démonstration précédente, on a

E(OW) = (1+k) L (L+R)tr(Pu)tr(Pr)
@) Vir(PA)ir(P3,) ; g Vir(P3)ir(P3)
(1+x)pg

Vir(P)tr(P)

EQ@) =& e %) $~ g = (L + K)g,

k=1

et
(1 + %)

E(QY) = *—Zpg=(1+&)q.

De méme, on trouve

v ar(Qm] 2(1 +&)° zp:/\zzq: 2 = 2(1 + k)2
tr(P?)tr( 'P22 ot k — H ;
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1+ &)? ( 1+ IC)2
Var(Q®) —QEt Pr)Ed qtr(P?) = 2g————tr(P%)
et
¢ 2 9 2
.VG,T(Q(S)) — 2(1 '*; K) pg = -(1 + "c) Q.
D P

C.Q.F.D.

2.3.2. Sous H,.,.

THEOREME 2.3.2. Sous H,., et st les conditions du théoréme 2.1.1 sont satis-

faites, on a

1+k -9
(i) nRVR £, TR
Vir(PR)tr(P) EE T

ot les variables aléatoires Uy; sont indépendantes et de loi N'(d;,1). k=1,....p

et J = 1:“':Q:

c l+k

(i) nSLA & Z e Xiiq) (62),

k=1
ou les variables aléatoires X,'f(q) (62), k = 1,...,p, sont indépendantes et suivent
des lois X? décentrées avec q degrés de liberté et paramétre de décentralité 67,

c 1+!€

(iii) nCN® =5 X2 (8%,

ot la variable aléatoire X2 (8?) suit une loi X* avec pq degrés de liberté et paramétre
de décentralité 6, avec A, k = 1,...,p, et uj. j = 1,...,q, étant les valeurs propres

de Py, et Py respectivement, ai et b; leurs vecteurs propres orthonormés associés et

tr( A'b;b, Py’ AP axal)

6. = L k=1,...,petj=1,...,q,
kj 1+ r per) ; q.
t?‘ 4,P101A'p aka
5,3 = ( 2 k) k=1,...,p.
l+&

tr( 4Pz AP')
1+ & ’
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Démonstration:
La démonstration est analogue & celle du théoréme 2.3.1. Un parameétre de
décentralité est introduit puisque le vecteur de la moyenne de la loi asymptotique

de /nvecR,; est non nul.

(i) En utilisant la démonstration du théoréme 2.3.1, la distribution asymptotique
de nRV(®) est celle de la forme quadratique
2'Z
\/ tr(Ph)tr(P3)

Yy —

ol Z est un vecteur aléatoire de loi Ny (vecA, 1+ &) (Pu® ‘ng)). Or la
distribution de Y1) est donnée (voir Appendice A, théoreme A.1.1) par
1+ kK P A (1)rr2
QM = oY LU
\/{T('P%I)tr(‘szg) k==t

ou, pour k =1,...pet j=1,..,q, les variables aléatoires Uy; sont indépendantes

et de loi M (dx;, 1) avec

tr(A'b;6 Py AP akay)

2
ka_. 1+k

avec k=1,....p et j=1,...,q.

En effet, l,g’ = Agftj OU Ay, ..., Ap et py, ..., 4, sont les valeurs propres res-

~ — pectivement de Pj; et Pyo. Désignons par ax et b; les vecteurs propres or-
thonormés associés respectivement a Ax et ;. Le vecteur vg; = ax ® b; cor-

» -’ N 1 ~
respond alors au vecteur propre orthonormé associé a lfcj) = Agpj. D’aprés le

théoreme A.1.1 et le rappel sur la décomposition spectrale d’une matrice (voir

Appendice A) ,on a

(vecA) [vkjvi; (P ® Px')](vecA)

1+k
(vecA)'[(ax ® b;)(a; ® b)) (P! ® Px')|(vecd)

l+&

(vecd) (arai P! ® bjb;—Pé.Ql) (vecA)

1+«
tr(A'b;b, P! AP axal)

1+k

2
& =




avec k=1,...,p et j=1,...,q.

(ii) La distribution asymptotique nSL® est celle de la forme quadratique

v@ = Z(L, @ PR')Z'
D
qui devient
l+r & -
Qo = > A X2(52),
k=1
ol les p variables aléatoires X?(4?),.... X2(82) sont indépendantes, de méme

degré de liberté q et de parameétre de décentralité 57 donné par

52 = tr(A'Po AP laral)
k 1+x

avec k=1,....p.
En effet, comme ¢; = (0, ..., 0,1,0,...,0)’ € IR? est un vecteur propre associé a

la valeur propre 1 de multiplicité q, on a, par I'indépendance des Uy;,

2 =2 7. (vecA)[(ax ® e;)(a; ® €}) (P! @ P5')](vecA)
7=l =l
_ Z": (vecA){(ara) ® e,—eS'Pﬁl ® Px')|(vecd)
jous l+&
_ - Ceed)((aneh) © H,)(Pi' @ Pa)(vec)
i=1 l+&
o (veeAd)[((axay) @ L) (P! @ Po')(veed) - - - -~
S l1+x
_ tr(A Pyt AP aral)
- 1+&
avec k=1,...,p.
(iii) La distribution asvmptotique nC N(® est celle de la forme quadratique
QP = Z(PL' ®Px')Z'
p

qui devient ((1 + h:)/p) x2,(6%), ol

P2 tr(Aewe)Pynt AP erel)
52 = | Py AP ere
kz::lg 1+«x
tr (AP AP

L+ C.Q.F.D.
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2.4. TESTS ET APPLICATIONS

Le théoréme 2.3.1 permet de construire trois tests asymptotiques pour tester I’hy-
pothése nulle Hy. A I'aide des mesures d’Escoufier (1973), de Stewart & Love (1968) et
Cramer & Nicewander (1979), les régions critiques des tests de niveau asymptotique

« sont donnés respectivement par

rejeter Hy si nRI/;-gR) >Cci,

rejeter Hy sinSL® > c®
et

rejeter Hy si nCN® > Cc®

o CM, pour h =1, 2, 3, est le quantile d’ordre 1 —a de la distribution correspondante
donnée par le théoreme 2.3.1.

On a M® E; pM(R) lorsque n — oo, pour M = RV, SL ou CN. Lorsque H,
est fausse, pW/(®) > 0 et alors pour M = RV, SLouCNet h =1, 2, 3, on conclut que

lim P(mW(R) > Cg‘)) =1

n—-rco
Les trois tests proposés sont donc convergents.

Cependant, la fonction de répartition d’'une somme pondérée de lois X2 indépen-
dantes ne posséde pas une forme explicite. On évalue numériquement les quantiles
donnés par le théoreme 2.3.1 & l'aide de l'algorithme d'Imhof (1961} dont un pro-
gramme en Fortran est donné dans Koerts & Abrahams (1969), chapitre 9.

Puisqu’en général certains parameétres sont inconnus, on les remplace par des
estimateurs convergents, c’est-a-dire Py, Pao, m et A sont remplacés par Ry, Ra
et leur valeurs propres respectives fy et Ax. Dans une étude faite, dans un cadre
général, par Roy & Cléroux (1993) la précision des valeurs critiques obtenues par
I'algorithme d’Imhof (1961) en remplagant les paramétres inconnus par des estima-
teurs convergents est analysée. Les auteurs montrent que le niveau exact obtenu en
utilisant ’algorithme d'Imhof (1961) converge en probabilité, lorsque n — oc, vers

le niveau nominal.
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2.4.1. Algorithme de calcul.

L’algorithme suivant est adapté de Cléroux & Ducharme (1989) et résume la

procédure d’utilisation des tests asymptotiques décrits ci-haut.

On considére I’échantillon

ol Xi[”: px1l et Xim: gx1 pour i=l,...,n.

Etape 1: Calcul des quatre premiers moments pour chaque composante k,

k=1,....m, du vecteur
1
X = ;Z(-»\’,-(k))%] =1,....4,

=1
et des quantités

) = %39 - (X,

&) = TF — 4 XEEE — 3(XP)2 + 1230 (X2 - 6(XP)",

) d o : o "
&R = —ik-)— — 1, lestimateur du coefficient d’aplatissement de la k #me
3(d5")?
composante,

1 m
et enfin R = — ) &® (voir Muirhead & Waternaux (1980)).

m k=1
Etape 2: Former la matrice de covariance échantillonnale
Su Si .
ot Sn:pxp, Spigxgq
Sn Sn

et en déduire la matrice de corrélation

Ry Ry
ou Ry;:pxpet Rpp:qgxagq.
(Rzl Ry

Etape 3: Calculer



0 Ry o TR
Jir (R er(Bay)

Gy  spo = T(ReRy Ri)
p b

CNR = tr(Ry RiaRy RY,) ‘

(iii) -

Etape 4: Calculer les valeurs propres g et ftj de Ry, et Ry respectivement.
Etape 5: Utiliser I'algorithme d’Imhof (1961) pour obtenir, a ['aide du théo-
réme 2.3.1, le 1 — ¢ quantile et le point critique C{*) pour l'un ou I'autre des
tests choisis (pour h=1, 2, 3).

Etape 6: Selon le test utilisé,

rejeter Hy si nRV® > C),

rejeter Hy si nSL® >Cf,2)
ou

rejeter Hy si nCNR > CO.

2.4.2. Un exemple.

L'exemple qu'on considére maintenant a été traité par Cléroux & Ducharme
(1989) en utilisant la mesure d’Escoufier (1973) basée sur la matrice de covariance.
Toutefois, les données indiquent que les variances des variables sont trés différentes
et n’ont pas la méme échelle de mesure. Méme si on centre et réduit chaque variable,
on ne peut appliquer la mesure d’Escoufier (1973) ou celle de Stewart & Love (1968},
basées sur la matrice de covariance échantillonnale parce que ces mesures ne sont pas
invariantes par rapport aux transformations linéaires. Mais, basées sur la matrice de
corrélation échantillonnale, les trois mesures étudiées dans ce chapitre sont invariantes
aux changements d’échelle et de position et par conséquent, elles s’adaptent parfaite-
ment & cet exemple. Cette propriété constitue un avantage important par rapport aux

tests paramétriques d’absence de liaison proposés par Cléroux & Ducharme (1989)
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ou par Allaire & Lepage (1990). D’ailleurs, les derniers auteurs soulévent ce probléme

de la nature de la matrice utilisée par les trois mesures.

On considere donc 'ensemble de données de Werner, Tolls, Hultin & Mellecker
(1970) que 'on peut aussi trouver dans BMDP Software (1983), p.38. Les données sont
constituées des résultats d’analyses sanguines de 188 patients. Pour chaque patient,
on mesure § variables: age, taille, poids, utilisation de pillule anticonceptionnelle,
cholestérol, albumine, calcium et acide urique. La variable pilule anticonceptionnelle,
qui est une variable binaire, n’est pas considérée ici. De plus, 7 vecteurs sont omis a
cause d’observations manquantes. Ainsi, la taille de I’échantillon est réduite A n =181.
Les 7 variables considérées se regroupent naturellement en deux sous-ensembles de
variables. Le premier est désigné par le sous-vecteur X! constitué des trois premiéres
variables (biologiques). Le deuxiéme est désigné par le sous-vecteur X@ constitué des
quatre derniéres variables (biochimiques). On a donc deux sous-vecteurs de dimension
respective p=3 et q=4 (avec p+q = m = 7).

A Vaide de chacun des trois tests proposés, on rejette trés fortement la non-
association entre les deux sous-vecteurs. Le tableau 2.1 donne les différentes valeurs
des statistiques correspondantes, leurs points critiques au niveau nominal 3% et les

niveaux critiques.

Escoufier | Stewart & Love || Cramer & Nicewander
nRV (R nSLR) nCN®R
Valeur des statistiques 16,63 22.48 20,12
Point critique C'éf&-, 6,83 9,04 8,62
Niveau critique 4,06 x1073 3.57x10°8 7.51x10~6

TABLEAU 2.1. Tests d’absence de liaison basés sur la matrice de corrélation, points critiques et
q

niveaux critiques.

En utilisant les tests proposés par Allaire & Lepage (1990), basés sur la matrice
de covariance échantillonnale, on rejéte également la non-association entre les deux
sous-vecteurs. Le tableau 2.2 donne aussi les différentes valeurs des statistiques corres-

pondantes, leurs points critiques au niveau 5% et les niveaux critiques.



Escoufier || Stewart & Love || Cramer & Nicewander
nRV(©) nSL©) nCN(©)
Valeur des statistiques 9.31 30,14 20,12
Point critique Cj o5 5,03 10,53 8,62
Niveau critique 6,51x1073 8.28x10° 7.51x10°®

TABLEAU 2.2. Tests d’absence de liaison basés sur la matrice covariance, points critiques et niveaux critiques.

2.5. ETUDE EXPERIMENTALE

A 'aide d'une simulation, on va évaluer le comportement des trois tests développés
précédemment et les comparer aux trois tests compétiteurs étudiés par Allaire & Lepa-
ge (1990).

On utilise la méthode de Monte Carlo pour comparer le niveau et la puissance
expérimentalement. Cette étude est réalisée & titre indicatif puisqu’on se limite seule-
ment au cas p = 2, q = 2 ( p+q = m ) et au niveau 5%. Le nombre d’échantillons
générés est 10000 pour trois types de distributions multivariées elliptiques: une loi
multinormale, deux lois multinormales e-contaminées ( e= 0,05 et 0,1) et deux lois ¢
multivariées de degrés de liberté 25 et 5 respectivement. Elles sont utilisées avec la

méme matrice de covariance X telle que
n=1I1,,Zn=0LetZ=% =Cup, Cip ,Ci5et Coy

ou les matrices C,y représentent les matrices p x ¢ dont tous les éléments sont égaux
a 0,xy. Par exemple, tous les éléments de C'5 sont égaux & 0,15. Ce type de matrices
de covariance a été utilisé par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995).

Alinsi, les distributions utilisées sont les suivantes. La distribution multinormale
M(O, 2) avec un coefficient d’aplatissement « = 0. La distribution multinormale

e-contaminée peut s’écrire comme (voir Johnson (1987), p.33)
(1 - eNL(O, V) + eNy(0,0°V) avec & = (1 — e + ed?)V.

En fixant o2 = 0, 25 et en considérant € = 0,05 et € = 0, 1, on obtient respectivement

£ = 0,028 et k = 0,059. La distribution ¢ multivariée avec v degrés de liberté et
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parameétre V s’obtient (voir Johnson (1987).p.118) par

Y = (\/E) A (2.5.1)
v

ou Z suit une loi M(O, V), S suit une loi X2, Z et S sont indépendantes, £ =
vV/(v —2) et & =2/(v —4). Par conséquent, pour v = 25 et ¥ = 3 on trouve respec-
tivement k = 0,095 et k = 2. On a choisi ¥ = 5 afin de considérer une distribution
dont les ailes sont plus rabattues que celles d’une distribution multinormale.

Afin de générer des nombres aléatoires, on a utilisé le programme GGNSM
provenant de la programmathéque IMSL. Pour chaque taille échantillonnale, on simule
d’abord a 'aide GGNSM 10000 germes indépendants. Ensuite, a I’aide de programmes
d’IMSL, on a généré 10000 échantillons indépendants selon la loi multinormale et les
lois XX et X2.

Pour générer une distribution t multivariée avec v degrés de liberté ( notée t,), on
génére n observations d’un vecteur aléatoire Z d’une loi My(O,V)ou V' = X(v~2)/v
et n observations indépendantes de Z d’une variable aléatoire S de loi X2. En ap-
pliquant la relation 2.5.1 & chacune des n paires observations Z et S, on obtient n
observations d’une distribution t multivariée avec v degrés de liberté.

Pour générer des nombres aléatoires selon une loi multinormale e-contaminée,
on a suivi la procédure décrite dans Muirhead (1982), p.33, et dans Johnson (1987),
p.118. On géneére d’abord une variable aléatoire U de loi uniforme (0,1). Si U < (1—¢),
on génére le vecteur aléatoire X de loi My(O,V) avec V" = /(1 — € + ¢2), sinon,
on géneére le vecteur aléatoire X de loi Ny(O,0*V) avec o?V = o’Z/(1 — € + d?).

Les tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 présentent les résultats de la simulation pour les
cinq distributions. Les lois y sont disposées selon l'ordre croissant de leur coefficient
d’aplatissement. De la distribution multinormale & la distribution ¢5, on a &« = 0,
0,028, 0,059, 0,095 et 2. Des tailles échantillonnales de 50, 100, 150, 200, 250, 300 et
1000 sont considérées. Afin de pouvoir juger du niveau expérimental des cinq tests
asymptotiques et de leur puissance expérimentale, un niveau expérimental sera jugé
acceptable si le niveau nominal 5% appartient & l'intervalle de confiance au niveau
95%. Ceci sera réalisé lorsque le niveau expérimental, correspondant & la colonne Cyp,

varie entre 436 et 344.
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Les résultats de cette étude font apparaitre que pour des distributions présentant
des ailes plus rabattues que celles d’une loi multinormale, les niveaux expérimentaux
ne sont acceptables que pour de trés grandes tailles échantillonnales. Pour ce type
de distributions, les cinq tests asymptotiques convergent lentement, en fonction de
la taille n, vers un niveau acceptable. Cependant, les tests basés sur la matrice de
corrélation échantillonnale convergent plus rapidement que ceux basés sur la matrice
de covariance échantillonnale. Ceci est mis en évidence par I’étude expérimentale
avec la distribution ¢; dont le coefficient d’aplatissement est 2. On peut le constater
en examinant les résultats expérimentaux pour la distribution {5 donnés dans les
tableaux 2.3, 2.4 et notamment dans le tableau 2.5 pour la taille 1000. Il ressort donc
de cette étude expérimentale qu'on devrait utiliser ces tests avec prudence lorsque la
population sous-jacente suit une loi elliptique avec des ailes plus rabattues que celles
d’une loi multinormale.

Quant a la puissance expérimentale, mis & part le cas de la distribution 5 ou les
comparaisons ne pourraient se faire que pour de trés grandes tailles échantillonnales,
on peut conclure que globalement les deux groupes de tests nAM (%) et nM(©), pour M
= RV, SL et CN, sont équivalents. Aussi, on note que dans les cinq cas, la puissance
expérimentale de chaque test croit au fur et & mesure qu’on s'éloigne de 'hypotheése
nulle Cyp, c’est-a-dire que la puissance expérimentale croit avec la valeur xy des matri-
ces Cy,. De plus, plus on s’éloigne de I’hypothése de multinormalité plus la puissance
expérimentale des cing tests diminue. Elle apparait comme une fonction décroissante
du coefficient d’aplatissement.

De fagon générale, on peut dire que le test construit avec la mesure de Cramer
& Nicewander (1979) ( c’est-a-dire les tests nCN® = nCN(C) ) se comporte mieux
que ceux construits avec les deux autres mesures. Il stabilise le niveau expérimental a
un seuil acceptable, et de plus, sa puissance expérimentale augmente plus rapidement

que pour ceux avec les deux autres mesures.
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Multinormale || 0,05-contaminée || 0,1-contaminée || ¢ avec v=25 || ¢ avec v=3

n Tests Cao Cao Cuo Cuo Cuo
nRV(©) 480 478 500 511 587
nSL() 474 478 490 512 543

1000 || nCN(©) 470 480 493 510 516
nRV(#) 479 477 501 520 544
nSL(® 482 488 498 509 529
nCN(#&) 470 480 493 510 516

TABLEAU 2.3. Niveau expérimental (x10000) des tests au niveau nominal 5% pour n=1000 et

différentes distributions.

2.6. TESTS D’ABSENCE DE LIAISON ENTRE PLUSIEURS VECTEURS

Dans cette derniere section, on généralise les résultats précédents pour construire
des tests d’absence de liaison entre plusieurs vecteurs. L’approche utilisée s’apparente
a celle d’Allaire & Lepage (1990). On suppose que le vecteur aléatoire X, de dimension
m x 1, appartient & la classe des distributions elliptiques. On subdivise le vecteur

aléatoire X = (XU, ..., X)) en G sous-vecteurs
h—1 h G
xhl = (_.‘{(1+Zl=x ml), ey ‘Y(Z"—‘l m())l avec h = 1,...,G, Z mp=m et myg=20
h=1

oti pour h = 1.,...,G, X"l est un sous-vecteur de X de dimension mj x 1. On pose [; =
{17 ceey ml}r v=-3 Ih = {1 +Z:;—11 ml? (344} Z?:l ml}: sees IG = {1 +Z?=—11 ml: cecy Zlczl ml}: IBS

ensembles disjoints d’indices des composantes des sous-vecteurs de

X = (X0, Xm0, xRS m) (Lm0 m)y

~

S\g— N

|I1] éléments | I éléments |Iz| éléments
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On partitionne également les matrices de la population ¥ et P et les matrices

échantillonnales S, et R, comme suit

Lu .- e Pu --- P
b . X P ... P
s o | T2 6| 5| P 2G
Ye1 ..o Zge Per --- Pgc
511 .. S]_G Rll RIG
S ... Sy Ry ... Roe
Sn=| . .| et Rn=}| )
Se1 --- Scc Rey ... Rge

2.6.1. Distributions asymptotiques des mesures.

Définissons les mesures RI/},(S), SLf‘I,? et CN2 pour 1 < &' < h < G, comme

suit:
(i) RV = 7 (Bnen Rivn) pour la mesure d’Escoufier (1973},
Vir(R2m)tr(RE,)
~1 ¢
(7) S Lflﬁ,) = Er(Bn hn}j,hh Rivn) pour la mesure de Stewart & Love (1968)
h
et

(222) C V(R) (Rf-x—']/-l’Rh'hRfT}:R;l'h)

, =
hh M

L’hypotheése nulle est
HSG) : Paw =0 pour l< A < h <G. (2.6.1)

La suite d’hypothéses alternatives convergeant vers H (G o
va P

ol Apw = (a g’ )) est une matrice donnée de dimension my X my, telle que pour h et

b’ fixes, [ < 1/y/7, i = L,y et j = 1,...,mp.

HS . P = 1<h <h<G,

pour la mesure de Cramer & Nicewander (1979).



Le théoreme suivant montre entre autre que les vecteurs aléatoires

\/T-l'UCCRgl, . \/T_I.'UCCRGVG_l

sont asymptotiquement indépendants sous Héc) ou sous H fi) convergeant vers H((,G).

THEOREME 2.6.1. Soit R, la matrice de corrélation échantillonnale formée d
partir d’un échantillon de taille n d’une loi elliptique de paramétres u et V avec

matrice de corrélation P et coefficient d’aplatissement k. Alors

( vecRs; \
(i) sous H®, Vn : ~£3 7 ot Z est de loi N5 (0, (1+ &)QO),
\vecRg,G-1)
( vecRy \

(ii) sous H'S', /n £5 Z ou Z est de loi Ny (p® | (1 + £)QO),
f

\vecRG,G_l /

. i 2
ot f = 5( m? — ¥ m? )_.

P11 ® P (@) ... O
vecAs
Q(O) _ @) ng ® P33 N O ot /,L(R) —
vecAgc-1
0 0O eoo Po-1,6-1® Pce

Les G(G-1)/2 vecteurs aléatoires

vecRa, ..., vecRg -1

sont ainsi asymptotiguement indépendants sous Héc) et sous H fc’;!)



o
(4]}

Démonstration:

(i) D’apreés le théoréme 2.1.1, le vecteur aléatoire

/ vecRy )

\/;I.. UCCth' r

\vECRG,G_l )
h' < h, converge en loi vers une loi multinormale A/;(0, QY ou f = Hm?=-25 m}).
Déterminons Q' c’est-a-dire la corrélation asymptotique entre les vecteurs

vnvecRyy et \/nvecRyy (2.6.2)

ou h, h’, d et d’ sont des entiers quelconques de 'ensemble {1, 2, ...,G} avec h'<h
et d’<d. Puisque la matrice Ry, de dimension my X my, traduit une relation entre
seulement les deux sous-vecteurs X% et X™¥] alors pour r;; € Ruw et 1y € Ry, on a

1€, etjely avech'<h,

kely etlely avec d' < d.

Sih=deth =d’,ona (i,k) € I, x I et (j,1) € Inr X Iy. Les deux ensembles
I, et I étant disjoints, alors d’aprés I'équation 2.1.3 on a, sous H.®), pd) = plkd) =
p&) = plik) = 0. Ainsi. on obtient
WK = (1 4 ) plik) D)

qui est 'élément générique de la matrice (1 + &) Pup ® Puy. Ainsi, les sous-matrices

de Qg) situées sur la diagonale correspondent a (1 + &) Pyps @ Php. Si au contraire par

exemple h # d, alors pouri € I, k€ I;on a
jE€EIpetlely avec k' < hetd <d.
Sous HSG), on trouve par conséquent

i) = gkl o k) = 4G =

c’est-a-dire que pour h # d ou A’ # d', W% ) = 0. Autrement dit, les sous-matrices

de QX non situées sur la diagonale sont nulles. Par conséquent. 0 = O
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(ii) Considérons le cas ol la suite H{>) converge vers H(®. D’aprés le théoréme 2.1.1,

le vecteur

'UBCRQI
vn
UECRG'G_l
converge en loi vers une loi multinormale Ay dont on doit déterminer la moyenne et
la matrice de covariance Q%H ),

Sih=deth'=d’,ona (i,k) € I x I} et (j,1) € Iy x Iy. Alors, comme
i ; i h!
Pl = plkl) = i) = i) = B8/

converge vers 0 lorsque n—+ oc, d’aprés l'équation 2.1.3, on obtient w7 ) = (1 +
&)pF) pN) qui est 1'élément générique de la matrice (1 + k)Pyr ® Pun. Ainsi, les
sous-matrices de Q(RH) situées sur la diagonale correspondent a (1 + K) Ppa @ Ppry. Si

au contraire par exemple h # d, alors pouri € I, k€ Iyon a
jeElyetlely avee M < hetd <d.

Comme
(] hh' dd’ 3 hd j h'd
P =afvm, p*0 =i, pP =al ) m et p90 = ol

convergent tous vers 0 lorsque n— oc, alors d’apres 1’équation 2.1.3, on obtient
w3 = 0. Autrement dit, les sous-matrices de 24" non situées sur la diagonale sont
nulles. On a donc QY7 = Q)

D’autre part, en substituant les valeurs de Py, 1 < A’ < h < G, on déduit par
Serfling (1980) (voir lemme A, p.20) que sous H'%)

UBCR21
vn
vecRe -1
converge en loi vers une loi multinormale de moyenne
‘UCC.421
p(R) =

vecAg g
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Enfin, étant donné la structure de la matrice de covariance asymptotique, I'indépendance

asymptotique des vecteurs aléatoires

vecRs,...,vecRg -1

sous HSG) et sous H fc,i) découle.

C.Q.F.D.

La loi asymptotique conjointe des mesures est donnée par le théoréme suivant.

THEOREME 2.6.2. Sous les conditions du théoréme 2.6.1 et

A: sous H(G), on a
EEANENE

avec h = 1, 2 et 3 pour respectivement
n Mg‘) = | ¥ P P
. M =RV, SL et NC

\M, é"é_l) NZLW

ot, pour chaque h fize et 1 < j < i < G, les G(G-1)/2 variables aléatoires
yib)
ij

sont indépendantes et distribuées comme

Y = l+x @)
(i) Y; > S APV s

\/tr J)tr ’Pﬁ) k=l1=1

ou, pour i et j fizes, les variables aléatoires Uy (ijy sont indépendantes et

de méme loi N(0,1), k=1,...m;, I =1,...,m;,
2 1+ K
(Z'l) Y( ) - Z (J)Zr?m.(l)’
m; o

ou, pour i et j fizes, les variables aléatoires Z2, oL l=1,...,m;, sont indépendantes

et suivent la loi X* avec m; degrés de liberté,



l+ch2
m;

) 1(3)
(wi) Y5’ =

m;im;

ou, pour i et j fizes, la variable aléatoire X2 | suit la loi X? avec mjm;

SR
degrés de liberté,
les /\g) et ,um = I,....m;, | = 1,...,m; sont respectivement les valeurs pro-

pres de P; et de Pj;.

B: sous HS L: ,, . alors le résultat en A tient sauf que
(i) pour }lg ), i et j fizes, les variables aléatoires Uy (;jy sont indépendantes

et de loz N(akl,(ij)a 1) avec
Jg,’w) = t?'(.‘l;jb(_” lJJP -’1,~j'P,§1ak,,-,-a;c',-i),

pourk =1,..myetl=1,..,m;,
(it) pour Y,g ), i et j fizes, les variables aléatoires Z2, e § = 1L.....mj, sont
indépendantes et suivent une loi X° avec m; degrés de liberté et paramétre de

décentralité
<)
6[:(1']) tr ( 4'1] 17 ‘41} Pn Ak uak u)

pour | =1,...m;,

-(3)

i; . 1 et ] fizes, la variable aléatoire X2 ma suit une loi X2 avec

(iii) pour Y,

m;m; degrés de liberté et paramétre de décentralité

6(‘]) - tT(A, P IAIJ’Pu )’

UM}
ou, pour i et j fizes, les vecteurs ar; et b j;, k = 1,...,m;, | =1 ,...,m;, sont
respectivement vecteurs propres de Py; et Pj; associés auz valeurs propres

AP et .

C: si G=m et f = m(m-1)/2, pour M = RV, SL ou CN, alors on a sous H(m)

n n . ) i
nR? = > AJ,%—R) = > r?j £, Z 0w Z suit une loi X},
l+K8 \Ti<m L+ K | Gliem

et sous H,’ (m)



nR? = > o £ Z ot Z suit une lo X2(8%)
l+k 1<j<i<m

ot le paramétre de décentralité est
2 __ 2
*= 3 a
I<j<i<m
et ri; est le coefficient de corrélation échantillonnal entre les composantes X

et X; du vecteur aléatoire X.

Démonstration:

A: Soit h = 1. Pour 1 £ j < ¢ < G, le vecteur \/nvecR;; converge en loi
vers le vecteur aléatoire Z;; de loi Np,m, (O , (1 + «)(P;; ® Py)). D'autre
part, comme les mesures RV(R) 1 < j <1t <G, sont continues en tous leurs

arguments, on a , lorsque n — cc,

(AP ( z;lzgl/\/trma)tr(%) )
n Rvgg.‘” L Zi; /\/tr (PZ)tr(P2)
\RchRG) 1 \Z’G,G—IZG,G—I/ﬁ(Pg—l,G—l)tr('Pg',G))

Les vecteurs aléatoires Z;;, pour 1 < j < i < G, étant asymptotiquement
indépendants d’aprés le théoréme 2.6.1, alors les formes quadratiques Y7; A

sont indépendantes et distribuées comme

1 _ 14+ &k (i) U
Y= ZZMWém
\/tr P2 tr('Pz) k=11=1

Le reste de la démonstration est une simple réécriture de celle du théoréme 2.3.1.

Les cas h = 2 et 3 se démontrent de la méme fagon.

B: Cette partie se démontre aussi de la méme facon que le théoréme 2.3.2.
C: Puisque, sous H((,m) et pouri = 1,....m, P; =1 et donc les valeurs propres

/\f:) sont égales & 1 pour tout couple (i,k) et puisque les f variables aléatoires
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Z;; pour 1 < j < i < m sont asymptotiquement indépendantes, alors on a

pour h =1, 2,3,

Y = 1+ R UG,

ou les f variables aléatoires {/;;;) sont indépendantes et suivent une méme loi

N(0.1). Ainsi, sous H™ on a

2 n (R) n 2 £ . . ;2
nR* = > M;7=—— > i — ZouZsuit une loi A}.
1+5 |\ iTicm d l+K Y

<i<is<m

Sous H,., la démonstration est similaire & la précédente avec la seule différence

que les variables Uj;jy suivent une loi A'(a;;, 1).

C.Q.F.D.

2.6.2. Tests asymptotiques pour HéG).

Le théoréme 2.6.2 permet de construire, en utilisant 'approche d’Allaire & Le-

(G)

page (1990), trois tests asymptotiques pour tester I’hypothése nulle Hy . A l'aide
des mesures d’Escoufier (1973), de Stewart & Love (1968) et Cramer & Nicewander

(1979), les régions critiques des tests de niveau asymptotique a sont donnés respec-

tivement par

et

rejeter Héc) si n Z Z RV};R) >cg),

1< j <i <G
rejeter HY® si n >, S SLP > @
1< ] <i <G

rejeter HSY si n Y. 3 CNIP >

1< j <i <G

ol ¢®), pour h = 1, 2, 3, est le quantile d’ordre 1 — « de la distribution de
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mi mj A& )

(L+x) D0 22> 2 D.Igl,(ij) pour h=1,

1< 7 <i <Gk=1I=1 \/tr(P2 tr(’P,%)

m; ‘u(j)
(1 +K) =] X2 pour h =2
1< j <i<Gi=t \ "4

et

L+x) > > (——1—) X me pour h =3.

Puisque pour chaque M fixe, M = RV, SL , CN et pour tout (i, j), 1 < j<i <
G. les G(G-1) variables .M,-(j ) sont asymptotiquement indépendants sous H{®). Il en
découle que pour h = 3, par exemple, les variables X,ﬁ) m; pour 1 < 7 <7 <G sont
indépendantes et suivent une loi X2 avec m;m; degrés de liberté pondérées par 1 /m;.
Il en de méme des autres quantités Uf, .y et A7 ) définies dans le théoréme 2.6.2.
On calcule numériquement les quantités c*), pour h = 1, 2, 3, & 'aide de ’algorithme

d’Imhof (1961).

On a II(R) — pM{R)*! lorsque n — oo, pour M =RV, SLetCN,1<j<i<
G. Lorsque I'hypothése Ho est fausse, pM;; B - 0 pour au moins un couple (i,j) ou
1<j<i:< G, alorson a
lim P(n Y > M >cP)=1pour M =RV, SL et CN.
1< j <i <G

Les trois tests proposés sont donc convergents.

2.6.3. Tests de non corrélation totale.

Dans cette sous-section, on construit des tests d’absence de liaison totale entre
toutes les composantes du vecteur aléatoire X. On ne peut pas avoir ce genre de tests
a partir des résultats d’Allaire & Lepage (1990) qui utilisent des mesures basées sur
la matrice de covariance puisque les coefficients de pondération qui apparaissent dans

la loi asymptotique ne sont pas généralement constants.
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COROLLAIRE 2.6.1. St G =m, alors sous Hc(,”‘) on a

ﬁ( 3y rij) S N(0,(1+K)f)

1<j<i<m

et sous H™,

\/5( > r,.j) LN T ey 1+R)f).

1<j<i<m 1<j<i<m

Démonstration:

Le théoréme 2.6.1 appliqué pour G=m montre que les variables aléatoires \/nr;;
sont asymptotiquement indépendantes et normalement distribuées. Sous Hém), pour
tout couple (i.j}), v/nry; N N(0,1 + k) car P;=Pj;=1 et ainsi, la somme des f
variables aléatoires asymptotiquement indépendantes converge en loi vers A/ (0, (1 +
k)f). Sous H™, pour tout couple (i,j), v/Arsj £, N(aij, 1 + k), et ainsi, la somme

des f variables aléatoires indépendantes converge vers

N( 1$J§Sm o (1 K')f)‘ C.Q.F.D.

Le corollaire 2.6.1 permet de construire trois tests asymptotiques d’absence de

liaison totale. Le premier test au niveau asymptotique o est donné par

rejeter H{™ si ﬁ( > rij) > c{m)

1<j<i<m

ot c™ est le quantile d’ordre 1-c{™ donné par

1
& ——c| =1-0,
(Mf(l-i-n)ca ) '

®(z) étant la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite.

Le deuxiéme test au niveau asymptotique « est donné par
rejeter Hém) si ﬁ(."/la.’r{lsj.(ism}rij) > dgm)

avec ¢ (ﬁd&m)) = (l - cz) I'/f.
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On peut aussi utiliser le test X7 donné par la partie C du théoréme 2.6.2.

Signalons que Cameron & Eagleson (1985) ont proposé un test de non corrélation
totale lorsque les observations X, = (X{V, ..., X{™),a = 1, ..., n sont indépendantes
sans étre nécessairement identiquement distribuées, mais chaque composante i, les
variables X!« = 1, ..., n sont indépendantes et de méme loi normale. Le test pro-
posé est basé sur le comportement asymptotique du plus grand des coefficients de

corrélation de la matrice de corrélation échantillonnalle.

2.6.4. Un exemple.

On considére I'ensemble de données du tableau 5 de Dawkins (1989) constitué
des records nationaux masculins de 35 pays pour 8 courses en athlétisme: le 100 m,
le 200 m, le 400 m, le 800 m, le 1500 m, le 5000 m, le 10 000 m et le marathon. Il
s’agit, comme le mentionne ’auteur, d’une partie des données recueillies par Belcham
& Hymans (1984) pour les Jeux Olympiques de 1984 & Los Angeles. Ces huit variables
se regroupent naturellement en trois sous-ensembles de variables. Il y a d’abord trois
sprints: les 100 m, 200 m et 400 m, deux courses de demi-fond: les 800 m et 1500
m et finalement trois courses de fond ou épreuve d’endurance: les 5 km, 10 km et le
marathon. On a donc trois sous-vecteurs de dimension respectives m; = 3, mq = 2,
et mz = 3.

Il est a remarquer que l’échelle de ces variables n’est pas la méme puisque les
sprints sont chronométrés en secondes alors que les temps des autres courses est
en minutes. De plus, comme les variances des variables correspondant aux longues
épreuves sont plus grandes que celles des épreuves plus courtes, on centre et réduit
chaque variable afin d’accorder un poids égal & chacune d’elles dans I’analyse. Les nou-
velles variables représentent ainsi des mesures de la performance relative de différentes
nations dans chacune des épreuves. En utilisant ces données transformées, les mesures
de liaison vectorielles restent invariantes. Ceci constitue donc un avantage de premier
ordre par rapport aux tests d’absence de liaison paramétriques d’Allaire & Lepage
(1990) ou Lazraq & Cléroux (1992). D’ailleurs, ces données ont été traitées par Al-

laire & Lepage (1990) tout en signalant le probléme d’invariance. Pour cet ensemble de
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données ol les performances des nations sont sensiblement les mémes d’une épreuve
a l'autre, on peut s’attendre & rejeter I’hypothése d’absence de liaison.

On trouve, en effet, pour les trois tests de la section 2.6 des niveaux fortement
significatifs. Le tableau 2.6 récapitule les différentes valeurs des statistiques corre-

spondantes ainsi que le niveau critique observé.

MP | MF | M | 233 ML | Niveau critique
1<j<i<3
Escoufier (RV(®) 0,714 [ 0,514 | 0,832 113,29 0,33x10™°
Stewart & Love (SL(®) | 0,665 | 0,541 | 0,824 111,65 0,78x1078
Cramer & 0,410 10,247 | 0,442 60,48 0,55x1073
Nicewander (C N(®)

TABLEAU 2.6. Tests d’absence de liaison pour I’ensemble des records nationaux masculins de 55

pays pour 3 sous-ensembles de courses et leur niveau critique.



CHAPITRE 3

Lois asymptotiques de différentes matrices de corrélation

Dans le dernier chapitre on a étudié différentes mesures d’association vectorielle
construites & partir de la matrice des coefficients de corrélation simple. Maintenant, on
va étendre |’étude a d’autres matrices de corrélation. Plus précisément, on va définir
dans la section 3.2 les matrices de corrélation de Kendall et de Spearman et donner
leurs distributions asymptotiques. Ceci sera fait aprés avoir rappelé brievement dans
la section 3.1 la définition du coefficient de corrélation 7 de Kendall et le coefficient
de corrélation ¢ de Spearman et donné quelques-unes de leurs propriétés. Pour plus
de détails, on peut se référer & Hoeffding (1948) ou & Kruskal (1958). Ce dernier
discute des relations entre les deux coefficients de corrélation et présente aussi un bref
historique sur ces mesures d’association. Dans la section 3.3 on donne la distribution
asymptotique de quatre sous-matrices de corrélation échantillonnales sous différentes
hypothéses. La section 3.4 est une généralisation des résultats de la section 3.3 au cas

de plusieurs sous-vecteurs.

3.1. RAPPEL

Soit un échantillon aléatoire X, ..., X, issu du vecteur aléatoire de dimension 2,

X = (X, X®Y dont la fonction de distribution F(z) = F(zV, 2(?) est continue et
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admet F®(z®) comme distribution marginale de X® i =1, 2.

Posons
1 siz>0,
s(z)=49 0 six=0, (3.1.1)
-1 siz<0O.

3.1.1. Le coefficient T de Kendall.
Deux paires d’observations X; = ( XV, X® Y et X, = ( X. D, X3 Y sont dites

concordantes si

{ X{” < Xé” et sz) (2) } ou { Xm (” et Y( > ;2’ }
et elles sont dites discordantes si

(XD <« XP et XP > XP You { XV > XV et XP < xP )

Le coefficient 7 de Kendall (voir Kendall (1962)) est défini en fonction de
la concordance et la discordance entre l'observation (Xfl),sz))’ et l'observation
(X (1)‘ 42))::

r = P(X{Y - X{) (X - x§7) > 0] - Pl - X (X - X5Y) < 0]
= 2P[(XxV - XM (X®P - xP)y> 0] -1
= 4 [ / F(zW, 2dF (zV, £y — 1,

Dans le cas binormal, on a 7 = (2/7) arcsin(p), p étant le coefficient de corrélation
simple (voir Kendall (1962)).

Le coefficient 7 est défini comme une mesure d’association entre les variables
X et X, Par sa définition méme, le coefficient T préserve I’ordre. I1 correspond au
coefficient de corrélation entre les signes de (X f” -X-_gl)) et (X?) - Xéz)) et de ce fait,
ona —1 < 7 < 1. Il est aussi interprété comme la covariance des différences des signes
(voir Hoeffding (1948)) puisque Var(s(Xfl) X. (1))) = Var(s(sz) - Xf))] =1

Edwardes (1993) a montré que pour une distribution F(z*), () bi-exponentielle
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de parametres (\;, A2, Aj2) cest-a-dire

F(zW, 3 ) = P( XM s 20 x@ 5 42 )

{ exp [ =AM = Mz® — Ajgmax(z®), z® )] sizM et 22 >0,

0 sinon,

ou F( z(V, z(?) ) est la fonction de survie
F( J:(1)’_,,'.(2) y=1- F(l)(xm) - F(Z)(I(2J) + F( :z:“),z:(e) ),

on a

/\12

T=p=)\[+/\2+/\[2.

Posons
(D(XQ,X’,@) =& [ (‘Yr(zl)’ ‘Yc(le) , (){él)’ b [(32)) ] — S(.Xél) _ _X‘(!I)) s (‘Ygl) _ )(f))

ou la fonction s est définie par 3.1.1. Le coefficient T est un parametre estimable de
degré r = 2, pour la famille des distributions continues F(z{!}, z(*)), dont le noyau est
® ( voir Hoeffding (1948), p.316-17). La U-statistique de degré 2 pour le parameétre

T est

K, = _l. Z Z (D[( ‘Yc(‘l)’x'g))’ (X[(,l),X[(f) ]

(;) I<a <4<n

D’apreés la proposition 1.3.1 (voir aussi Hoeffding (1948), p.317), on a, pourvu
que ¢; > 0,

Vi(Kn = T) == N(0,4¢))

avec (1 = E[®(X, X2)®(X, X3)] — 72 = E[@3(Xy)] — 72 ol
®,(Xy) = 1-2FO(XM) - 2F@(XP) +ar( XV, X )
= [1-2FO(XM)][1 - 2P (X{)]
H[F( X", X7 ) - FOXP) PO,

®,(X) étant définie, d’apres la proposition 1.3.1, par ®,(z) = E[®(z, Xb)].

On remarque que si X! et X sont indépendants, alors

& (Xy) = [1 - 2FO(X{N)][1 - 2FA(X)]
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et E[<I>1(X1)] = 7 = 0. D’autre part, si X(!) = X® alors 7 =1 et pour I'échantillon
si XV =X®, a=1,.,n,ona alors K, =L1.

3.1.2. Le coefficient o0 de Spearman.

Comme pour le coefficient T de Kendall, le coefficient ¢ de Spearman s’interpreéte
ausst en termes d’observations concordantes et discordantes. Considérons trois ob-
servations indépendantes: X; = (Xf”,sz)), i =1, 2, 3. Alors, le coefficient ¢ de
Spearman est défini en fonction des probabilités de concordance et discordance entre
I’observation (Xf”,sz))’ et (. 2(1),J (2)yr ) (voir Kruskal (1958)):

o = 3[P[(x{" - X)X - X57) > 0] - PIX(” - X)) (X[ — X§) < 0]
= 3-6P[(X{" - xI")(x? - xP) <0
3]/ 2FM(z My — 1 |[2F®(z®) - 1]dF (2, 2?).

Il

Dans le cas binormal, on a ¢ = 6/ arcsin (p/2) , ou p est le coefficient de corrélation
(voir Joag-Dev (1984)).

Posons

V(X0 X0, %) = 5 3 3 3 s( X0 - X0 )s( X - xP ).

1<; #i7# k<3

Alors ¥ est symétrique en ses 3 arguments et il est le noyau pour le parametre o et
ona E[¥( X, X5, X3)]= 0. La U-statistique de degré 3 pour le paramétre g (voir
Carriére (1994)) est alors

Sn = = 3 S U Xa, X5, X,)

Doy o 2 2 U Xe X Ko ).

<a< g <v <n

D’apres la proposition 1.3.1 (voir aussi Hoeffding (1948), p.320) on a, pourvu
que ¢; > 0,

V(Sa — 0 ) =5 N(0,9¢)
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avec ¢; = E[T}(X1)] - 2% o
¥ (X)) = 0 (X, X))
= [1-2FO) |[1-2F?(x®) ] - 2D (X (V) — 27D (X )
+4 [F(xf”, ) dF® (£ + 4 / F(zV, X®)dr® (M)
= [1-2F(x) ][ 1-2F®(x{) ]
+4 / [F(Xf”, @) = FO(xM) F(z)(x(m)]d]:(z)(x(z))
+4 [ [F@a, XP) = FO0) FO(x ()] dFO ()
en tenant compte de la relation 1/2 = [ F®(z@)dF® (@), i=1, 2, ¥,(X,) étant
définie, d’apres la proposition 1.3.1, par ¥,(z) = E[¥(z, X1, X2)]
On remarque que si XV et X sont indépendants, alors
T(X0) = [1 - 2FOX )] [1 - 272 (X ()]

et E¥,(X,) = o = 0. D’autre part, si X!} = X® alors g =1 et pour ’échantillon, si
XV = X3 pour a = 1.....n, on a alors S, =1.

L’estimateur de g, habituellement utilisé, est le coefficient de corrélation des rangs

des observations. Il s’agit de 'estimateur

_ 12 &Krpmy Ptlirpe ntl
Dy = — _nagl (R — — RS > ] (3.1.2)
= 3 znj iis(xm XM)s(xP - x8)
nd—mn a=l1 8=t v=1

ot R{) est le rang de X, i=1, 2, défini par

. 1 i
Rg)_n'*‘ ‘Z s(X® - Y[(;)) L a=1,..n.
‘- -ﬁ—

Hoeffding (1948) note la relation suivante:

nS+3

. 3.1.
n+1 n+1K" (3.1.3)

D, =

Or, E(D,) = (n—2)o/(n+1)+37/(n+1). D, n'est évidemment pas une U-statistique
mais comme E(K,) =7 et E(K?) < oo, indépendamment de n, alors /n(S, — o) et
vn(D, ~ p) ont asymptotiquement la méme la distribution d’apres le théoréme de

Slutsky (voir Manoukian (1986)).



3.2. LE CAS MULTIVARIE

Le rappel précédent nous servira a définir les matrices de U-statistiques de Kendall
et de Spearman. Pour ceci, considérons un échantillon aléatoire X1, ..., X,, issu du
vecteur aléatoire X, de dimension m x 1, dont la fonction de distribution F(z) =
F(zW, ..., ™) est continue. Désignons par F(¢9) et F(!) les distributions marginales

respectivement du sous-vecteur (X®, X)) et de la variable marginale X

3.2.1. Matrice de Kendall.
Comme dans le cas bivarié, on pose pour i et j =1,....m,
) = 2p[(XP - X (xP - xP) > 0] -1
= 4 / / FOi) (g ZUNgptd(g® 20y _ 1.
Le noyau symétrique pour 7{*) est

SN X\, X ) = s( x5 - x{ )s( X - x{ )

et

K6 = 15 3 a6 x,, X;p)

(;) 1<a <B8<n

est la U-statistique d’ordre 2 pour 7). D’autre part, on a pour a=l,...,n,
@(li'j)( X,)=1- 9 p(i) (Xc(:')) - 2F(j)(Xc(,j)) + 4F(i,j)(Xc(.i)’ ‘YC(!J'))
= [1-2FO(XO)][1 - 2F(XD)] (3.2.1)
+4[FED( XD, X9 ) - FO(XO)FO(XP)]
et on a E[@(li’j) (Xa)] = 73) oy &) (z) = E[@E)(z, X,)].
Sii=jalorsona i) =1et K = 1.

DEFINITION 3.2.1. On appelle matrice de Kendall, la matrice K, des U-statistiques

pour la matrice de parameétres A ou

1 N Kr(‘l,m} 1 .. T(l,m)
KeD R 0 e

K, = ) ) ] et A=

Kmh o1 Pml)
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Du théoréme 1.3.1 on déduit la multinormalité asymptotique de K, pour une dis-
tribution arbitraire F(x), en tenant compte de I'expression @‘f‘j ) (X1) de ’équation 3.2.1
et de l'ordre 2 de toutes les U-statistiques de la matrice K, sauf sur la diagonale dont

I’'ordre est O.

THEOREME 3.2.1. Soit l’échantillon aléatoire X, ..., Xy, issu du vecteur aléatoire
X, de dimension m x 1, dont la distribution F(z) = F(zV,..., (™) est continue
et K, la matrice de Kendall pour la matrice des paramétres A. Alors, la distribu-
tion asymptotique, lorsque n— oc, de /n(vecK, — vec\) est une loi multinormale
Np2(0,Z5) 00 T = aﬁj'kn avec pour i, J, ket l = 1,....m
o.gj.kl) 4 Z Z CO’U(U(”M U(k l)h)

h=1h'=1
ou

U{i,j),l — [1 _ 2F(i)(_‘(fi))] [1 - ?.FU)(XF))]
et

U2 = 4[N ( XD, xP ) - PO FO(X D).

Evidemment, la loi multinormale N,,:(O, k) est dégénérée puisque la matrice

(i1, kl) (ij,kk)
Ok

K, est symétrique. D’autre part, oy =0,pouri,j,ketl=1,..m

3.2.2. Matrice de Spearman.

Comme dans le cas bivarié, on pose pouriet j = 1,...m,
oD =3 / / [2F®(z) -1 | [2FO(29) — 1]dFE)( 20, 29)
et le noyau symétrique pour le paramétre o(*J) est défini par

T (X, Xy, X5 ) Z > S s( X9 -x§)s( X9 -x9).
2 (e iarv<s
Alors, la statistique

S = =3 > YU X, X5 X, )

(g) I<a<pf <v <n

= 0 (i) v
B l)n—Q)Z Z Z‘IJ (‘aa}{ﬁ,.\v)

n(n I<a<f <v <n




=1
[RV]

est la U-statistique d’ordre 3 pour o(*?). D’autre part on a, pour & = 1,....n,

() = [ 1 - 2F9(X®) |[ 1 - 2F9(X9) | - 2FO(XD) - 2FO/(XD)
44 / FO(X®, p0)g O () + 4 / FO (20 XxOYdF® (z0)

ou encore

(X)) = [1-2FOX@)|[1-2F(XY) | (3.2.2)
+d / [Fcu)(x(z‘}’xgj)) — FO)(X1) F(i)(x(i))]dp(i)(x(f))

+d4 / [F(ivi)(Xg'),a:U)) — FO(x) p(j)(z(j))]dpm(z(j))
et on a E[ v x,) ] = (i) Si i = j, alors pt= 1 et S+ = 1.

DEFINITION 3.2.2. On appelle matrice de Speerman, la matrice S, des U-

statistiques pour la matrice de paramétres P ou

1L s 1 ... gm
S gem o(2-1) o(2m)
Sp = n_ n’ et P=1}|
81(1”"1) . 1 Q(m,l) . 1

Avec 'application du théoréme 1.3.1 on déduit la multinormalité asymptotique de
S pour une distribution arbitraire F(x), en tenant compte de I'expression II'(Li‘j )(Xl)
de lI'équation 3.2.2 et de 'ordre 3 de toutes les U-statistiques de la matrice S, sauf

sur la diagonale dont !'ordre est O.

THEOREME 3.2.2. Soit l’échantillon aléatoire Xy, ..., Xn, 1ssu du vecteur aléatoire
X, de dimension m x 1, dont la distribution F(z) = F(z(V, ..., z(™)) est continue et
S. la matrice de Spearman pour le matrice des paramétres P. Alors, la distribu-
tion asymptotique, lorsque n— oc, de \/n(vecS, — vecP) est une loi multinormale

Nm2(0,Z5) ou Lg = agj'“) avec pourt, j, ketl =1,..,m

.. 3 3 . . ’
agjvk[) — g z Z Co,v(v’l(lv])’h, ‘/'l(kvl)rh )

h=1h'=1
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ot

WM = [1 - 2P (X)) [1 - 2F9 (X )],
Vl(i,j).2 -4 / [F(i,j)(x(i)’}({j)) - F‘”(Xf”) F‘i’(z(‘))] dF®

et

pENs _ y / [F(id')(){fi)’ @) — FO(x ) F(j)(z(j))] dE.

Evidemment, la loi multinormale N,,2(O, £s) est dégénérée, puisque la matrice
S, est symétrique. D’autre part, a'gi’k') = crgj‘kk} =0, pouri,j, ketl=1,.m. Aussi,
note-t-on que

v’l(l'J)'I - Ufi'j)!l et L’l(ivj)rz p— I/I(J’i)vs

On remarque qu’on peut aussi écrire la matrice de covariance des rangs des
vecteurs d'observations en fonction de la matrice K, de Kendall et de la matrice
S, de Spearman a l'aide de la relation 3.1.3

n—2 3
92
n+ 18" ey 1K" (3.2.3)

D, =

olt les éléments de la matrice D, sont définis, comme dans 3.1.2, par

n+1]

fo'j) _ 12 2": [Rf,f’—n+1][R£f)— :

3 _
n’ —n = 2

avec R{) le rang de X{, @ = 1,..., n, i et j =1,...,m, donné par

n+1

RY) = 5

1 o i 1
+= 5 s(x® - x),
2.0

s est la fonction signe définie par 3.1.1.
Ainsi, on a

n—2

vecP +

E(vecD,) = 1 —y

vecA.
1
Par conséquent, nli—rrnco E(vecD,) = vecP. La distribution asymptotique de

vn(vecD,, ~— vecP)
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est donnée sous les mémes conditions par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995) en utilisant
un résultat de Puri & al (1970). Or, cette distribution asymptotique est exactement

la méme que celle de

vn(vecS, — vecP)

qu’on a obtenue dans le théoréme 3.2.2.

En effet, puisque E[K.(¥)] < oc pour tout n, i et j =I,...m, on a
lim E[3K$)/(n+1)]" =0.
n—aoQ n )

Par conséquent, [3K,(f'j) / (n+1)] converge en probabilité vers zéro. Le résultat recherché

découle alors du théoréme de Slutsky (voir aussi Hoeffding (1948)).

Terminons cette section en remarquant que le coefficient o{*/) de Spearman peut

aussi s’exprimer comme
olid) = / / Ty (FO(2®)) Jg) (FO (@) dFED (2, 20) |, 1, j = L,...m, (3.24)

ou la fonction Ji; est telle que Jy)(u) = v3(2u—1),pour 0<u<1.

L’équation 3.2.4 du coefficient g(*J) de Spearman avec Ji;(u) = v/3(2u — 1) est
un cas particulier d’un cadre plus général développé par Puri, Sen & Gokhale (1970).
Ce cadre général suppose que les fonctions Ji;), pour i = 1,...,m, satisfont un certain
ensemble de conditions et que les éléments de la matrice d’association s’expriment
comme le produit des fonctions J; et Ji;) évaluées respectivement aux distributions
marginales F() et FU). Malheureusement, ce cadre a ses limites. C’est ainsi, par

exemple, que le coefficient de Kendall ne peut s’exprimer sous la forme 3.2.4 puisque
Fid) — 4 / / Fla) (2@ 20 p6d) (7@ g0y 1.

Un autre exemple est celui du coefficient o) de la matrice de covariance ol d’aprés
P P

le lemme de Hoeffding (voir Lehmann (1966)), on a

olid) — / / [F(‘vf)(x“",x‘ﬂ) — FO(£®) F(ﬂ(x(i))]dx(f)dzfi).



73

L’approche avec des matrices de U-statistiques qu’on propose dans cette thése a
certainement ses propres limites mais elle s’applique a plusieurs situations et permet

d’unifier les résultats pour différentes matrices d’association.

3.3. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES

Dans le chapitre 2 on supposait que I'échantillon d’observations provenait de la
famille de distributions elliptiques. L’ellipticité nous permettait de scinder le coeffi-
cient pt¥*) obtenu dans le théoréme 1.3.3, en une somme de produits de coefficients
de corrélation (voir I’équation 2.1.2). On obtenait ainsi la matrice de covariance de la
distribution asvmptotique /nvecR»; comme fonction des sous-matrices de corrélation
Pij, i. j = 1, 2. Lorsque 'hypothése de I'ellipticité n’est plus observée, on ne peut pas
en général scinder les moments d’ordre quatre en une somme des moments d’ordre
deux. Mais sous des hypothéses d’indépendance ou voisines de I'indépendance, on y

arrive.
On considére 'hypothése nulle
H; : F(z) = FUl(gt) i) (3.3.1)

ott F(.) est une fonction de distribution continue, r = (zi!!, z1%) € R™ avec zlll =

(), ..., zP)) et 2l = (zP+V .. (™) p + q = m. Ceci implique en particulier que

F(i*j)(x(i),x(j)) = F(i)(x(i))p(j) (z1)) (3.3.2)
sii=1,..petj=p+l,..met
FUD (@ p0) k) 20y = FGR) (G () FGH (£0), 1) (3.3.3)

siik=1,...petjl=p+l,..,m. FG*) désigne la fontion de distribution du vecteur

(XD, X0 xk) X0
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De méme, on partitionne toutes les matrices de la population et les matrices

échantillonnales correspondantes comme suit
i A2 P, P > > Pia
A= 11 1-) pP= 1t 12) = ( 11 12) ot P = (’Pn 1-) ’
Ao Az Py Py Ty T2 P P

K. = (Ku fflz) s (511 512) &= (511 512) o R = (Ru ng)
K> Ky Sa1 S Sa1 Sao Ry Ry

ou chaque matrice My, = (my;), (i=p+1l,...m.j=1,....pet M =K. S, SouR) est de

dimension g x p. En fait, les matrices K,, S, et S, sont des matrices de U-statistiques

pour respectivement les matrices de parametres A, P et ¥.

Dans cette section on établit les distributions asymptotiques des vecteurs aléatoi-
res /nvecMs;, pour M = Ky, So1, So1, R, sous H§ et une suite d’hypotheses
alternatives convergeant vers Hj. Outre leurs propres intéréts, ces résultats nous

servira dans le chapitre 4 a construire un ensemble de tests asymptotiques pour Hj.

3.3.1. Sous Hj..
I1 évident que si XU et X® sont indépendants, alors Ajs =0, P =0, £ =0

et PIZ =0.

THEOREME 3.3.1.  Sous H§, on a
(i) VvecKa —= Z7) o2 Z) suit une loi Ny (O, gPu ® Pa),
(ii) VavecSs =+ Z@ ot Z9 suit une loi Nyg(O , P ® Pa).
Sous Hy et si X admet tous les moments d’ordre 4, on a

(iii) nvecSa —= Z©) ou Z©) suit une loi Npg(O , Z11 @ Epn),

(iv) VnvecRy £ 2B 54 ZB suit une loi Npg(O , Pu ® Pa).
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Démonstration:

(i) La matrice K5; de dimension q x p est la matrice des pq U-statistiques K/}
d'ordre 2 (1 < j<pet p+1<i < m). D'aprés le théoréme 3.2.1 ou directement
par le théoreme 1.3.1, sous Hj, /nvecKs; converge en loi vers une loi multinormale
Nyo(O , A) ot les éléments de A sont donnsés, en tenant compte de la définition g(+¥),

par

I

ol = 4g(UFUEN) = 4E[1-2FO(XP) |[1-2F®(x®) |
E[1-2F9(X?) ] [1-2F0(x{") ]

4 oy (s
— (3.k) ,(5:0)
= —o'"g

g2 '@

pour 1 <7l <petp+1<i,k <m, puisque sous H; on a
F(i'j}(:nfi),x(j)) - F(i)(x(i))po)(x(j)) =0.

Ainsi, on obtient 4 = }P;; ® Pa.
(i1) Le cas de la matrice de Spearman se traite de la méme maniére que le cas
précédent. Le théoreme 3.2.2 fournit les éléments de la matrice de covariance B d'une

loi multinormale Npo(O , B) qui est la loi asymptotique, sous Hy , du vecteur aléatoire
\/EUECS‘ZI :
o@) = g (VI = 9E (11— 2FO(X[) )( 1 - 2F®(X(") )]
Ef(1-2F0(xP) ) (1-2FO(x") )]

= k) G

pour 1 < 7,0l <petp+1<i,k <m. Ainsi, on obtient B = P;; ® Pso.
(ii1) Pour le cas de la matrice de covariance, le résultat découle du théoréme 1.3.2.
Eun effet, sous Hj, \/nvecSs; converge en loi vers une loi multinormale NV, (O , C)

ol les éléments de C sont donnés pour 1 < j,[ <petp+1<i,k <m, par
RGN R E[ (Xf” _ #(i))( ij) - /JU)) (ka) - #(k))( Xf‘) - “(l))]
= B[ (00~ ) (0 — ][ (X8 — ) (X0 - )]

= likglD,

Ainsi, on obtient C = Z;; ® Yoo.

(iv) Le cas de la matrice de corrélation résulte du théoréeme 1.3.3. En effet, sous
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Hg, /nuecR,, converge en loi vers une loi multinormale A,,(O , D) ot les éléments

de D sont donnés pour 1 < j,{ <petp+1<i,k<m, par

PR GUIED (00 7)) 5 (00 =172
= UK GUD (i) ) ki) L)) =1/2
p(i,k) p(j-l)
puisque p(*7) = pB) = 0 sous Hj. Ainsi, p(%)pUh) est 1'élément générique de la

matrice D = P;; @ Pao.
C.Q.F.D.

Le théoréme précédent montre que sous Hj les vecteurs aléatoires /nvecSs; et
v/nvecKs, convergent en loi vers une loi multinormale A, dont la matrice de covari-
ance est la méme a un coefficient 4/9 prés. On verra plus loin qu’il en est de méme
sous une suite d’hypothéses alternatives. C’est ainsi qu’il est pertinent d’étudier simul-
tanément les distributions asymptotiques des deux vecteurs \/nvecS,; et \/nvecKs;,
puisque la matrice de covariance de la distribution asymptotique de ce dernier s’ob-

tient de celle de \/nvecS,; et non l'inverse.

Notons aussi que méme si X suit une loi elliptique de coefficient d’aplatissement
K, le vecteur aléatoire \/nvecS,; converge en loi vers N, (O , £;; ® T3;) sous Hj. De

ce résultat, on déduit que x = 0. En effet, en égalisant I’équation 1.2.2
Cov(uij, u) = (1 + &) (U(i,j)a(k.l) + glik) glGd) 4 i) a(j,k)) — glid gk
et celle du théoréme 1.3.2

et en tenant compte du fait que sous Hj on a gl = g(k)gUA) ot glid) = glkd) =
ot = glik) =0, on tire k = 0. Par contre, si I'on suppose que X et X™ sont non
correlés, c’est-a-dire Hy: ¥o; = 0, alors, selon Cléroux & Ducharme (1989) ou Allaire

& Lepage (1990), \/nvecS,; converge vers un vecteur de loi Npo( O, (1+£)E;; @ £as).
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Ainsi, le choix de I'hypotheése (Hy ou Hy) sur la classe des distributions elliptiques
modifie la matrice de covariance de la distribution asymptotique de /nvecS,;. Dans

ce sens, ce résultat s’apparente au théoréme 1.2.1.

Il est & noter que dans le cas d'une distribution quelconque, méme avec [’hypothese
que tous les moments d’ordre 4 existent, toutes les composantes X!, i = 1.....m, du

vecteur aléatoire X n’admettent pas forcément le méme coefficient d’aplatissement

x% et on ne peut conclure que I'hypothése d’indépendance Hy implique que () =0,

3.3.2. Sous Hy,.

Dans le cas multinormal, 1’association entre deux sous-vecteurs est reflétée par
la matrice de corrélation. Mais ceci ne peut se faire dans le cas d’une distribution
quelconque. Ainsi (voir Puri & al (1970), p.274 ), on formule certaines fonctions de
dépendance notées par

FU (2@ £G))

@3 (8 L3y — ; o P —
GU (2, ) = FO0) FOI(z00)’ 1#Jj,1 et j=1,..,m.

Donc, si X® et XU) sont indépendants, G (z®,z()) = 1. Ainsi, la déviation
de l'unité sur un ensemble de points de mesure non nulle reflete la dépendance. Ce
genre de fonctions de dépendance est moins contraignant qu'un certain type particu-
lier d’alternatives de dépendance linéaire comme celle considérée par Konijn (1956)
ou Bhuchongkul (1964). Cette forme de fonction de dépendance semble avoir été

introduite par Sibuya (1959). De fagon générale, on note par

F(zM, £ F(z)

0 gl — =
G(FH F¥) = Fl(z)FeI(zE) ~ Ful(z0)Fel(ze)

Considérons maintenant une suite d’hypothéses alternatives convergeant vers
'hypothése nulle spécifiée par

Q2D ( Fli(zl), F2 (x[2l))
Vr ’

G(FM Fy =1+
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autrement dit on pose

QUi ( Flul(gll), Fioi(zle))
)

pour z = (zl!,z%) ¢ R™ avec zl! = (2O, ... z®) et 2l = (1) (M) op

H.: F(z) = F[II(IUI)F[21(I[21)(1+

QUILED £ 0 est une certaine fonction des deux distributions marginales F! et Fi2l.

L’hypothése Hj., implique en particulier que

N ) » ) ) _ _ QG @) (r(i) ) FO) (@)

FG(g) z0)) = FO (D) pO) (N[ 1 + ( ( )) (3.3.4)
v

pour i = p+1,...m, j = 1,...,p ot Q7 est une certaine fonction non nulle pour tout

couple (i,j), i = p+1.....m et j = 1,...,p. La notation F{¥) désigne la distribution

marginale conjointe du sous-vecteur (X, X))’

De méme, I'hypothése H7,, implique aussi que

Q(ij,kt)( FGk) F(j,z))
)

F(ij,kl)(z(i)’ _,L-(j)’ x(k), 1.(!)) = FG& (I(i)’ I(k))F(jJ) (z:(j), _,L.(l)) (1 +

(3.3.5)

pour j,1 = 1,....p et i, k = p+1,....m ol QF*) est une certaine fonction non nulle.

Dans ce qui suit, la condition suivante sera implicitement satisfaite lorsque la

suite d’hypotheses est discutée.

Condition H:
Les fonctions de densité marginales

B FUIAD (20) £() 70 £

(kD) () ) (k) ()
FHEEe, 20, 2, ) 3TN 9z B FI H£ D

existent pour j, 1 = 1,....p et i, k = p+1,...,m, et par conséquent, Q7 2 admet des
dérivées partielles d’ordre 4 pour tout (i,j,k.l) tel quej, 1 =1,..,peti, k = p+1.....m.
A l'aide de la suite d’hypotheses H,, on peut exprimer les sous-matrices de la

population Ay = (m;;), pour i =p+1,...metj=1,.,p, M = A, P, ¥ ou P, sous la

forme /\/n, h = 7, o, C ou R selon la forme de la matrice M avec 4 une matrice



81

donnée de dimension g x p.

Pour alléger le texte on convient de poser comme il est d’usage,

. .. . ) . ) 32F(i,j)(x(i) xU)) ) )

(i3) — (g0 .(5) (i) 7..0) — ! (@) 7,-(3)

dF'd = fl(gW Y9)de\WdzY) = 520920 dz'dz"
= dF@OqF0) (1 + %&J;‘j(F(i)(IU)), FU)(:cU))) (3.3.6)

pour i = p+1,..m, j = 1....,p, oll w;; est une certaine fonction obtenue en dérivant
I'équation 3.3.4. Il est évident que w;; est centrée par rapport a la mesure de Lebesgue

dzWdz@). 11 suffit d’intégrer I’équation 3.3.6 pour s’en apercevoir.

On pose B= (3;;), la matrice de dimension ¢ x p, ou pour i = p+1,..m, j =
11-"7p2
Bi; = // F(i)(r(i))F(j](:z:(j))Q“'j)(F(i’ (x(i)),FU)(a:U)))dF(i'j).
En tenant compte du noyau \Il(li'j ) défini par 'équation 3.2.2 ou on a
E[ ¥{7(X) ] = ¢ =3 [ / [2F@(z9) -1 |[2F (D) - 1]dFE,

on obtient sous H7.,,

g(i.j} = él_g(i»j) _{_8[/[1:*(1',1)(2(:')’1.0)) _F(i)(z(i))p(j)(l.(j))]d}:'(i-j)
1 .. 8
= 2,034 = 4.
307+ 7P
ou encore
; 12
Q( D = ﬁﬁu

Ainsi, sous Hy,,, la matrice P, est de la forme

1 12
— % = —B.
n n

vn vn

De méme, en tenant compte du noyau fb(Li") défini par l'équation 3.2.1 ot on a

E [fb(f’j ) (Xl)] = 77 on obtient sous Hj,,,

Py =

A) = ) g
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Ainsi, sous H}.,, la matrice Ay; est de la forme

- 8
Ay = \/— A= —‘/=
D’autre part, d’aprés le lemme de Hoeffding (voir Lehmann (1966)) qui dit que
o) — // [F(i,j)(x(i)’x(j))_ F“)(x(*")FU’(xU’)]dx(")dz(i)
- (@) ( ()Y p ) ~E) YO (i) (@) ( (i) (3) ¢ -(3) (3) 7-(3)
- ﬁ//F (z9) FO (00D ( FO(z00), FO () dzdz
_ L
= \/ﬁ @;;
ou

Gi; = / / FO(z0) O (z0) 069 ( FO(z00), FO)(21))) dzPDdz),

on obtient sous H}.,, que la matrice X5, est de la forme

Ty = % €4
en désignant par % la matrice de dimension g x p dont les éléments sont G;j,
i=p+l...met)=1..., p
Le coefficient de corrélation étant p(t) = (o(t9))~1/2500) () ~1/2 alors pour
i =p+l..metj=1..,p, p) = (o (i'i])"/'-’cz‘z,-j(a(j'j))‘l/z/\/r_u est I’élément

générique de la matrice D5, /> AD M o

-1/2 . —1/2 )\ —
Du/ =dzag((0'“’”) V2 . (a®P) l/z)pxp

et

-1/2 _ 4. (p+1,p+1)y—1/2 (m,m)\—1/2
D22 = dzag(((f ) LIRS (J ) )qu.

Ainsi, sous HJ,,, la matrice P»; est de la forme

_ 1 g [y _1/2 ¢y y—1/2
le—\/ﬁA_(\/ﬁ)_\/_D AD 7.

On résume ces résultats dans le lemme suivant.

LEMME 3.3.1. La suite d’hypothéses Hi., implique que

1 i 8
.’\21 = '\7_-1-_; A=8 (%) = ﬁB’

1 By 12
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- Lo _ (%
== m= ().

_ 1 R _&’J =L poircyp-ie
Pgl —_ \/7_7, “l -_— (\/ﬁ) -_ \/ﬁDzz .’!..Dll .

ot pour i = p+1,..metj=1,..,p, B=(5i) et 4= (%) avec

Bij = // F(i)(x(i))FU)(x(j))Q(iJ)(F(i)(:r(i)),F(j)(a:(j)))dF(i'j],
G, = //F(i)(x(i))p(j)(r(j))g(ij)( F(i)(a:(i)),FU)(IU)))da:(i)dx(j),
-2 _ . (1.1)y-1/2 (p.p)y—1/2
D" = diag(("") 72, ., (a®9)712)

et

D2—21/2 = diag((a(P+l,p+l))—1/2, (U(m.m))_l/z)qxq_

En dérivant I'équation 3.3.5 et & cause de la condition H, on peut également
exprimer la suite d’hypothése H7., sous la forme suivante:

FAFGIRD (20) () 7(R) 2D

Oz §( Jz k) G- (3.3.7)

FER (O 2G) 26) 20

SRR (g@) 2 (k)) g2 FGN (£0) | 700
az(i) ax(k) 81;(1)81;([)

1
+ﬁwij,kl
ol w;j ¢ est une fonction des dérivées partielles de QUKD Fk)  pGH 52 FGR) 152 5 (k)

O2FUD 192019z et FW /92 pour i, k = p+1,...m et j, | = 1,....p. Le calcul de

wijk est relativement long et ne présente pas d’intérét.

On pose encore ici

dF 5 — f(ij,kl)(l.(i)’ I(J')’ z:(k), x([))dx(i)d:r.(j)dr(k)dx(”

G4 FUA) (700 20), 7(8) 7D

Az gz () oz k) gz 1) dz®dzDdz®dz ),
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dF R = R (26 209) ) )

2 F(ik) (I(i), I(k))
= T o5

dz®dz®

et

B2 PG () L)
0z 3z ")

Ainsi, w;j s est centrée, car en intégrant I’équation 3.3.7, on a

L= [[[[ a0 = [[ apn i dFU")-i-:/l—-ﬁ [ @ dz¥dzDdz®dz®

ce qui implique que [fff w;; udz¥dzNdzFdz® = 0.

dFU = dr gz,

THEOREME 3.3.2. Sous H:_, on a

L:ins
. . 4
(i) vnvecKs, ~£5 2 03 2 suit une los Npq(vee ™4, §P11 ® Ps),
ii) v/nvecSs; £5 29 op  suit une loi N, (vec e, P, ® Py).
Pq
Sous H{, si X admet tous les moments d’ordre 4, on a
iii) VnvecSs, —+ Z©) ou  suit une loi N, (vec 4,5, ® Ta),
Pq

(iv) /nvecRy; £, 2B o5 suit une loi Npq(vec Ry, P @ Pan).

Démonstration:
Toutes les matrices considérées ici sont de dimension g x p et les indices i, j, k.
et lsont telsquei,k =p + 1,...metj 1 =1,..p.
D’aprés le lemme 3.3.1 on a Ay = Z=™ et puisque ") = E [‘D(f‘” (X[)] =
@;;//n, on obtient alors E(\/ﬁvechl) = vec.

De méme, on obtient

E(\/r_wecszl) = vec? , E(\/ﬂvecsgl) = vec A et lim E(\/r_wecRgl) = vec ™
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(i) Cas de la matrice de Kendall. D’aprés le théoréme 3.2.1 et par Serfling (1980)
( voir lemme A, p.20), le vecteur aléatoire \/nvecK,; converge en loi vers une loi
multinormale Ajq(vec™, By) ol les éléments de la matrice de covariance By sont

donnés par

. 4 . ;
(z;,kl) = 4Cou (U(U) ,1 Ufk'l)'l) — 5@“’”9“'”

En effet, en scindant l'intégration par rapport & dF (7% 3 'aide de la décomposition

donnée par I'équation 3.3.7, on obtient
Cov (UFM, U0 = E [UFMyE™] - E [l E U]
= ([~ 2F9E][1 - 279 )]dF“"")
x (// 1— gpu)(zo‘))] [1- 2F(l)(x(l))]dp(1,l))

o= 2e0n -

x[1 — 2F® (zN][1 = 2FO (z0) ], udzDdzDdz®dz® — i ai;

L ik o)

= —o
/// 1-— 2F(') (’))][1 — ‘)F(J)(I(J))]
: 1
x[1 — 2F®) (N1 — 2FO (W), dzDdz dz®) dz) ~ ~ o
- % oK) g 4 O(n=1/2)

qui converge, lorsque n —+ oc, vers §o(**¥)gl!). Les autres termes de la somme du

théoreme 3.2.1 sont tels que
Cov (Ufi'j)",Ufk'[)’s’) =0(n~Y?), pour s #s’,s=1,2¢et s =1,2.

Ainsi, on obtient Bx = §P; @ Pp.
(ii) Cas de la matrice de Spearman. D’apres le théoreme 3.2.2, le vecteur aléatoire
vnvecS,; converge en loi vers une loi multinormale My (vec¥, Py @ Px) ol les

éléments de la matrice de covariance B® sont donnés par

o) = 9Coy (VM EO) = ok g6
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en faisant un calcul similaire au précédent. Ainsi, on obtient B® = P;; ® Pj,.

(iii) Cas de la matrice de covariance. En tenant compte du noyau

. 1 : i . . 1 ...
AP (X0) = 3 (X = BNXD = p)) + 506

pour o) défini dans l'équation 1.3.2, et du théoréme 1.3.2 ou directement du
théoreme 1.3.1 pour les pq U-statistiques d’ordre 2, on a que le vecteur aléatoire
v/nvecSy, converge en loi vers une loi multinormale ANVpq(vec“d, 4Bc) ol les éléments

de B¢ sont définis par

i i ’ 1t iy
dg'lk) = C'ov(h(l ])(XL), h(1k l)(-Yl)) = Z[a( 3k _ gl ’”U(“]]
() _(C)
= Lo _ Gy )
n

1
- l/// (2 — p0)(z0) — L))
1
% (8 — p®) (20 — O GFR) gD

1 i ; ; i
_,_m /// wijkl(x() - u(z))(xu) - #(J))
1 %;; G

x (28 — 5®) (2O — L O)dr® gz gz k) gr® _ :
n

Lk _ 18 B

4 4 n

1 . : . :
m/f//wqm(x“’ — uOY @ = )
x(z%) = 48 (2O — LO)dr ) gz ) gz gz

= LotkgGd L o1/

qui converge vers I’élément 1/40(*¥)g(!) de la matrice 1=, ® L. Ainsi, on déduit
que 4B = X)) ® Lqo.

(iv) Cas de la matrice de corrélation. D’aprés le théor‘eme 1.3.3 \/nvecRy
converge en loi vers une loi multinormale Ny (vec 4, Qg). Mais on vient de mon-
trer ci-haut que sous Hj,,, o(¥*) converge vers o("¥)g() lorsque n — oc. Par
conséquent, plitk) = g7kl (a("*")a(”)cr("")o("”)‘1/2 converge vers plt*) plid) lorsque n
— oc. Ainsi, d’aprés le théoréme 1.3.3 et en remplagant p*?) par %,;/\/n et p*t
par ‘& /\/m, 'élément de la matrice de Qg, w¥*) converge vers p(t*)pU4) lorsque n

— oc. Par conséquent, Qg = P;; ® Pao.
C.Q.F.D.



3.4. CAs DE G SOUS-VECTEURS

Dans cette section, on généralise les résultats de la section précédente au cas de
plusieurs sous-vecteurs. Plus précisément, soit X un vecteur aléatoire de dimension

m x 1 partitionné comme dans la section 2.6 en G sous-vecteurs.

L’hypothése nulle est I'indépendance des G sous-vecteurs X, c’est-a-dire
Hy'9 : F(z) =S Frl(zM), pour tout 2t = (z(+Xi5 ™), (Zimdy e R

olt F(x) est la fonction de distribution du vecteur aléatoire X continue.
Partitionnons également les matrices de la population A de Kendall et P de

Spearman comme dans la section 2.6

A ... A P, ... Pg

A= : " : et P= :

Agt --- Ageo Psi ... Pec
On fait de méme pour les matrices échantillonnales correspondantes K, et S,

Ky ... K Su -.- S

K, = : : et Sp= : :

Ke1 ... Kge Se1 --- Scc

Evidemment, H;®) implique que

Apiwr = Popr = Zhpr = P =0, pour 1 < K <h <G.

THEOREME 3.4.1. Sous Hy;®), on a

vecKs
4
(i) vn : L5 70 o4 Z) suit une loi Nf(O, 59(9)),
vecKg g1
vecSy
(i) Vn : £, 2@ op ZO suit une loi NH(O ,Q9).

L'CCSG'G_l
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Sous Hy®)si X admet tous les moments d’ordre 4, on a

UECS;_)I
(iii) vn : ~£3 79 04 Z© suit une loi NHO , Q)
UGCSG'G_l
vecRy;
(iv) vn : £, Z® o4 ZB) suit une loi N5(O , QR
UECRG,G_]_
ot f = %(m’-’— G m? )

Les matrices de covariance asymptotique sont données par

P, ® Py 0 e O
Q@ — 0 Py ® P33 ... 0
O O eor Pgo16-1® Pge
21 ®Xx 0 O
Q(C) _ 0 222 ® z33 O
O o -s Beo1,6-1® Xge
et
P11 ® Pas O - @)
Q(R) _ 0 P22 ® P33 s 0

o 0 oo Pgo1,6-1® Pgc
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Démonstration:

(i) Cas de la matrice de Kendall. D’aprés le théoreme 3.2.1, le vecteur aléatoire

( vecKy; \

vl vecKuy |,

KvecRG,G_ 1 )

h' < h, converge en loi vers une loi multinormale N¢(O , Q) olt f = Y(m? -7 m3).

Déterminons (g, c’est-a-dire la covariance asymptotique entre les vecteurs
vnvecKpy et /nvecK g (3.4.1)

ou h, h', d et d’ sont des entiers quelconques de I’ensemble {1,....G} avec h’<h et d’<d.
Puisque la matrice K}/, de dimension my X my, traduit une relation entre seulement

les deux sous-vecteurs X et X*1 alors pour K(") € Ky et K54 € Kyp, on a
t€lp, etj€ly avech <h,
kel etlely avecd <d.

Sih=deth’=d’,ona(i,k) € Iy x I et (j,1) € Iy x I+. Les deux ensembles

I, et Iy étant disjoints, alors on a, sous Hg'©),
Ug_j.kl) — 4Cop (UL iDLy
car U fi‘j ¥ = %2 = 0, On obtient donc
Cov(U'l(i‘j)‘l, Ufk,l),l) — ///’/ [1 _ 2F(i)(z(i))] [1 _ 2F(j)(x(j) )]

[1 - 2F®) ()] [1 - 2FO (2)] dFEOGFUN

1, :
= (k) D)
59 e

Ainsi, o{7*) est 'élément générique de la matrice 2Py p ® Pus. Les matrices
s VR ]
de Qg situées sur la diagonale correspondent alors & Pprpr ® Phi- Si au contraire par

exemple h # d, alors pouri € I, k € Iyon a

je€lpetlely avech' <hetd <d.
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Puisque Ul(i’j )2 = Ul(k’l)'g =0, on trouve alors
Cou(UEN! DYy = ////[1 _9F® (I(i))] [1 —9FG) (I(j))]
x[1 = 2F® (z®)] [1 - 27O (z0)|dFOGFE dFUD
= 0x / [ [1 — 270 (0)] [1 - 2F O (z®)]dFUD = 0.
Autrement dit, les matrices de {2 non situées sur la diagonale sont nulles. Par

conséquent, Qi = Q@ |

(ii) Cas de la matrice de Spearman. D’apres le théoréme 3.2.2, le vecteur aléatoire

[ vecSa )

vn| vecSuy |,

\vecSg c-1 )
R’ < h, converge en loi vers une loi multinormale A;(0, Q@) ot f = +(m? -5, m})
et les éléments de (¢ sont donnés par

o_g],kl) = QCO'U (v1(i'j)vl’ v’l(kvl)'l) _ g(lvk)g(jvl)

par le méme raisonnement et des calculs similaires que pour le cas de la matrice de

Kendall.

(iii) Cas de la matrice de covariance. Ce cas découle du théoréme 1.3.2. En

effet, le vecteur aléatoire

( 'UeCSg]_ \

V| vecSww |,

\vecSc.c-1/

R’ < h, converge en loi vers une loi multinormale N¢(0, Qs) ot f = 3(m?— > m3).
En tenant compte du noyau h{"*”’ pour le paramétre 6(*9) donné (voir ’équation 1.3.2)

par

RGN (X)) = %(Xf” _ u“’) (X{’" _ u""),
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les éléments de 25 sous HS(G) s'obtiennent par

dgi.k) = Glikl) — (k) (i)

en écrivant
&™) = aCou (A" (X0), (X))
////(x(") - ‘u(i))(z(j) - #U))(xtk) - /z("))(z(’) _ “(z))dF(i,k)dF(j,[)

= Glik) D

sih =det h’ = d’. Ainsi, les matrices de Q5 situées sur la diagonale correspondent

alors & Xy ® Lhp- Si au contraire par exemple h # d, alors pouri € I, k€ Iy on a
jEIhf et € Iy avec ' < hetd <d.

Alors, on trouve
i = 4Cou(h{ (X)), A (X))

_ f///(:c("’ — u0y (2 — Oy

(®) — g8 (20 — yO)GFDgFR GEGDH

=0
c’est-a-dire les matrices de {1 non situées sur la diagonale sont nulles. Ainsi, Qs =
Q)

(iv) Cas de la matrice de corrélation. D’aprés le théoreme 1.3.3, le vecteur

aléatoire
[ vecRy;

v | veeRyw |.

\vecR¢g g1 }
h' < h, converge en loi vers une loi multinormale N;(O, Qg). Selon le cas précédent,
les matrices de Q(€) non situées sur la diagonale sont nulles. Donc les matrices de Qz
non situées sur la diagonale sont nulles. Comme \/nvecRy, converge en loi vers une
loi multinormale ANup (O , Pun @ Phrr), les matrices de Qg situées sur la diagonale

sont Prrpr @ Prs pour k' < h. Par conséquent, Qp = Q(F),
C.Q.F.D.



3.4.1. Sous H©,

On consideére la suite d’hypothéses alternatives spécifiée comme suit
QU--[6h ( Fll(zy, | FlCl(£IC])
v

>

HE) . F(z) = nleFf”l(x“‘U(l *

ot QUH:-IGD est une certaine fonction non nulle.
Comme dans la section précédente, la suite d’hypothéses alternatives ci-dessus,
implique en particulier que
Q(ia‘)( F&)(z®), FU) () ))
vn

pour sii € I et j € Iy avec h # R', ot QU) est une fonction non nulle. De méme,

F(i’j)(x(i),x(j)) — F(i](x(i))F(j)(I(j))(1+ ) (3.4.3)

I’'hypotheése A f(f ) implique aussi que

ng,kz)( FR) F(j,l))
vn

FUkd (@) 2G) 26) 70y = k(g0 Ky pGH (L) 70) (1 +

(3.4.4)

pour (z,7) € In X Ip et (k,[) € Iy x Iy avec h # h' et d #d'.

De la méme maniére que pour I’équation 3.3.7 et par dérivation de ’équation 3.4.4,
on peut également obtenir une fonction wg w: 1S h<h <G, telle que sous H {(f )
les fonctions marginales de densité s’écrivent

a«iF(ij,kl) a2F(i,k) 32F(j,l) 1 u
ANz IF Iz — Gz IR Bz Gz D T Noakls
pour (i,7) € I x Iy et (k,l) € Iy x I avec h # h' et d # d’, étant donné que la

(3.4.3)

condition H est satisfaite.

Ici encore on remarque que wg ¢ €St centrée et on a, comme dans 3.3.1, le lemme

suivant.
LEMME 3.4.1.

La suite d’hypothéses alternatives Hi) implique que

T

(i) Apw = % App = (% Taij):



.. 1

(i) Puw= 7 Han = (;%; "’aij),
1l ¢, 1 C
(ili) Zpar = _ﬁ Anp = (7}7 aij),

. 1
(iv)  Pwnw = 7 By = (;% Raij),

pour (i,j) €y x I et 1< h <h<G.

On pose

vec 11.442[
D) —

vec u-l"lG,G—l

pourw =1, 0, C ou R.
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Le théréme suivant généralise le théoréeme 3.3.2 et sa démonstration est tout a

fait similaire.

THEOREME 3.4.2. Sous H'?), on a

vecKs;

(i) vn : £5 20 o1 Z) suit une loi Nj(D™

UECI(G_G_I

vecSsy

(i) vn : £5 7@ 04 Z9 suit une loi Ny(D@ , Q@)

UCCSG,G_l

Sous H f:(nc) et st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

vecSs

(iii) vn : £5 2 o4 Z© suit une loi Np(D© , Q©O),

vecSg.c-1
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vecR,,
(iv) vn : £, ZB o4 ZB) sujt une loi N (DR | QB)),

vecRg c-1

ot f, Q@ Q) et QB sont définis dans le théoréme 3.4.1.

Démonstration:

En tenant compte du lemme 3.4.1, tout comme dans la démonstration du théoréme 3.3.2,

on obtient lorsque n— oc que

E(\/ﬁvecKhh:) = vec t‘lhh’ s E(\/H'UECSM‘,) = Vec g.-'lhhl
E(\/r—wecSM,) = vec SApp et lim_ E(\/ﬁvethh,) = vec M.

pour h'<h et d'<d.

(i) Cas de la matrice de Kendall. D’apres le théoreme 3.2.1, le vecteur aléatoire

( vecKsy

vl vecKuw |,

\’UECKG‘G_J

R’ < h, converge en loi vers une loi multinormale N3 (D), Qk), f = {m? -5, m?).

Déterminons Qg, c’est-a-dire la covariance asymptotique entre les vecteurs aléatoires

vnvecKuy et /nvecK g

ou h, h’, d et d’ sont des entiers quelconques de ’ensemble {1,...,G} avec h'<h et d’<d.
Puisque la matrice Ky, de dimension my x my, traduit une relation entre seulement

les deux sous-vecteurs X" et X*], alors pour K¢ € Ky et K59 € Kyp, on a

1€l, eje€ly avech <h,

kel, etlely avecd <d.
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Sth=deth' =d’.ona (i,k) € I x I et (j,I) € In x I}y. Les deux ensembles I, et

. I étant disjoints, alors on a, sous Hp'")

o™ = 4Cou(UM, U,
En effet, tout comme dans la démonstration du théoreme 3.3.2, on obtient
9C ov (U{i'j)'L, Ul(k’l)'l) — g(i,k)gfj.l) + O(n—I/Q)

qui converge, lorsque n — oc, vers 1’élément o) o) de matrice Phy ® Pun. Les
matrices de Qx situées sur la diagonale correspondent alors & Prp ® Phrnr.

Si au contraire par exemple i # d, alorspour ¢ € I, k € I, on a

je€lyetlelp avech' < hetd <d.

Mais, d’'aprés I’équation 3.4.3, il existe une fonction w’ non nulle telle que

. . 1 ) ,
dF\WR) = dpigp®k) 4 %-w{,idF(‘)dF(") pouri € I et k € I, (3.4.6)
Il en résulte alors
Cou(UEM DYy — / / / / [1 - 27O )] [1 - 2FO(@D)][1 - 27 (z0))]

x[1 = 2FO(z0)|dFOIF®GFUD 4 O(n~11?)
= 0+0nY?).

~ Les autres termes de la somme du théoréme 3.2.1 sont telsque ~ -~ - - - -

Cov (Uf’f"’, Ul(k”)’s‘) =0(n?), pour s #s’,s=1,2et s’ =1,2.

Autrement dit, les matrices de Qx non situées sur la diagonale sont nulles. Par
conséquent, Qg = Q).

(ii) Cas de la matrice de Spearman. D’apreés le théoreme 3.2.2, le vecteur aléatoire

( vecSa \

vn| veeSu |,

. \ve C'SG,G-J
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R’ < h, converge en loi vers une loi multinormale N (D, Q@) f = L(m?—3¢_ m2)

oi1 les éléments de la matrice de covariance (@) sont donnés par

(z]kl) = 9Cou ( i)l V(k” l) - o(xk) G.)

pour (z,j) € In x Iy et 1 < B’ < h < G, par le méme raisonnement et des calculs
similaires que pour la partie (i).
(iii) Cas de la matrice de covariance. Pour ce cas le résultat découle du théoréme 1.3.2.

En effet, le vecteur aléatoire
( vecSay \

\/-TI vec.S'hh: )

\vecSG,G_ 1 )

k' < h, converge en loi vers une loi multinormale N;(D©) | Qg). Déterminons Q. Si
h=deth’=d’,ona (k) € I x I et (j,1) € Ir x I,. Par conséquent, on a sous

HI©O
™ = 4Cou (A1) (Xy), {0 (X1))

=//// (2 — uO) (0 — gD (z® — 40 (7O _ OYgFEIR _ 711 25 S

- /f () _ p0)(z® — () (7O _ )G FeR // (z9) — 40 (z® — L©)gFuH

+-—- / / / / @ _ 40y (2D — pO)(®) — pFy(zD — u(”)wg,k,dx(i’dxmdz“‘)dx“’

C
== Qi akl
n

qui converge vers zéro. Ainsi, les matrices de §2g situées sur la diagonale correspondent

3 T ® Tan- Si au contraire par exemple h # d, alors pour 2 € I, k € [;on a

je€lpyetlely avech' <hetd <d



et on trouve par conséquent

d’(il;,k) — 4CO'U (hgld) (‘\"l)? hgk.‘) (.Yl))
= //// (z® — p@) (2D — p9) () — fE)) (2O — (O GFOGFEIGFOD L O(n=1/?)
=0+ O(n~Y?)

c’est-a-dire que les matrices de s non situées sur la diagonale sont nulles. Ainsi,
Qg = QO
(iv) Cas de la matrice de corrélation. D’aprés le théoréme 1.3.3, le vecteur

aléatoire

( vecRy; \

\/H ’UECth' y

\vecRg.c-1/
k' < h, converge en loi vers une loi multinormale N;(D®), Q). Selon le cas précédent,
les matrices de Q(©) non situées sur la diagonale sont nulles. Donc les matrices de Qg
non situées sur la diagonale sont nulles. Comme /nvecRuu converge en loi vers
une loi multinormale Ny (vec Bpp , Prrar ® Prn), les matrices de Qg situées sur la

diagonale sont Pyrpr @ Phy, pour k' < h. Par conséquent, Qp = QA
C.Q.F.D.
Une conséquence immédiate du théoréme précédent est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.4.1. Sous HJ(G) ou sous H\¢ ), les G(G-1)/2 vecteurs aléatoires

vnvecKs, ..., V/nvecKgc_1

sont asymptotiquement multinormauz et indépendants. Il en est de méme pour
VnvecSy, . .., V/nvecSg g1, pour \/nvecSs1, ..., \/nvecSgc_, et pour
vnvecRay, . ..,\/nvecRg c_,.



CHAPITRE 4

Tests asymptotiques d’indépendance

Dans ce quatriéme chapitre on étudie un certain nombre de tests non paramé-
triques pour tester l'indépendance entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires. En
se basant sur les travaux de Puri, Sen & Gokhale (1970), Cléroux, Lazraq & Lepa-
ge (1995) et Lazraq, Lepage & Cléroux (1995) ont proposé des tests asyvmptotiques
d'indépendance entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires basés sur I’application de
mesures d’association vectorielle appliquées & la matrice de Spearman. En se basant
sur le concept des matrices de U-statistiques qu’on a étudié dans le chapitre 3, on
présente maintenant des tests asymptotiques d’'indépendance basés sur l'application
de mesures d’association vectorielle appliquées & la matrice de Kendall. On retrouve
aussi les tests asymptotiques construits a partir de la matrice de Spearman. D’autre
part, en se basant sur les matrices de covariance et de corrélation, on obtient des
tests asymptotiques d'indépendance entre deux ou plusieurs vecteurs aléatoires sans
le présupposé d’ellipticité de la distribution mentionnée dans le chapitre 1. Dans
la section 4.1, on construit douze tests asymptotiques pour tester l'indépendance
entre deux vecteurs aléatoires. Une simulation est présentée dans la section 4.2 afin

d’évaluer le comportement expérimental du niveau et de la puissance des douze tests.
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La méme approche sera généralisée dans la section 4.3 pour tester I'indépendance

entre plusieurs vecteurs aléatoires.

4.1. TESTS D’'INDEPENDANCE ENTRE DEUX VECTEURS

A l'aide des résultats du chapitre précédent, on va construire dans cette sec-
tion des tests asymptotiques non paramétriques pour éprouver I’hypothese nulle, Hy,

d’indépendance des deux vecteurs aléatoires X[ :p x 1 et XP: g x 1.

Dans le cas particulier oti la fonction de distribution F(x) est une loi multinormale,
I'hypothése Hj est équivalente & Mp; = 0 pour M = A, P, ¥ ou P. L'objectif de ce
chapitre est de construire des tests asymptotiques non paramétriques d’indépendance
lorsque F(x) est arbitraire. Ces tests sont regroupés en quatre groupes selon la matrice
des U-statistiques sur lesquels ils reposent: matrice de Kendall, matrice de Spearman,
matrice de covariance et matrice de corrélation. Les tests des deux premiers groupes
ne supposent pas l'existence de la matrice de covariance et méme si elle existe elle
ne joue aucun role. Ils ont donc un plus grand champs d’application que les tests des
deux derniers groupes. Néanmoins, hormis I’hypothése de l'existence du quatriéme
moment, ces derniers tests ne font aucune hypothése quant a la nature de la fonction
de distribution F(x). Les quatre groupes de tests proposés sont convergents pour la

suite d’hypothéses alternatives Hy.,.

Rappelons qu'on a vu au lemme 3.3.1 que la suite d’hypotheéses alternatives Hy.,
implique que
c l g
4 et Py = — 4.

/n

1 1 1
— T4, Phy=—4—=%, T, =-—=
v 21 AT /n

Aoy =

Ecrivons dans chaque cas I’expression des mesures d’Escoufier (1973), de Stewart
& Love (1968) et Cramer & Nicewander (1979) basées sur chacune des quatre matrices

échantillonnales définies précédemment.



ek v,

(i) Mesure Escoufier (1973)

@) RV = _trHnkKp)
Vir(K3)ir(K)
b) RiI@ = _ tT(51250)
Vir(S3)tr(S3,)
() RO = r(5Sh)
Vir(Sh)tr(5%,)
d) RV = tr(Ria Riy)
Vtr(R3)tr(R3,)

(i) Mesure de Stewart & Love (1968)

(a) SLO) = tr(K12K3' K},)
p

(b) SL© = tr(S51255' Sis)
b

(c) SL©E = tr(S125%' S,)
4

@ s = rBekn )
p

(iii) Mesure de Cramer & Nicewander (1979)

tr(KﬁIKmK._Tle{g)
p
tr(SH S1255% Sty)
p
S5 51255 Sla)
P
tr(Ry Ri2Ry RY,)
p

(a) CN® =

(by CN@ =

© cn© =l

(d) CN® =

pour la matrice de Kendall,

pour la matrice de Spearman,

pour la matrice de covariance,

pour la matrice de corrélation.

pour la matrice de Kendall,

pour la matrice de Spearman,

pour la matrice de covariance

pour la matrice de corrélation.

pour la matrice de Kendall,

pour la matrice de Spearman,

pour la matrice de covariance,

pour la matrice de corrélation.

100
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Au niveau de la population, si on applique les mémes mesures aux matrices

d’association correspondantes, on obtient

(i) Mesure d’Escoufier (1973)
tT( \10 \'12)

(a) pRV) = pour la matrice de Kendall,

Vir(Ah)ir(A3,)
t 2 ’-)

(b) pRV = r(PiaPiy) pour la matrice de Spearman,
Vir(Ph)tr(P3)

() pRVE = fr(Z1o¥o) pour la matrice de covariance,
Vir(Eh)(tr(Sh)

(d) pRI;(R) tr(Pum)

pour la matrice de corrélation.

\/tT(P 1) (tr(P)
(ii) Mesure de Stewart& Love (1968)

(a) pSLM = tr("\12-’\2_21.r\'12)
p
tr(PL2P2—2'1 P{’))

(b) pSL@ = > =~ pour la matrice de Spearman,

pour la matrice de Kendall,

©  psp© - rSatHT)
p

tT‘(PmP{gi'P{z)
p

pour la matrice de covariance,

(d) pSLP =

pour la matrice de corrélation.

(iii) Mesure Cramer & Nicewander (1979)

tr(AG A AL A

(a) pCNUT) = (A ;’ 2 A1) pour la matrice de Kendall,
tr(P PPy P!

(b) pCNU@ = (P ;2 2 Fio) pour la matrice de Spearman,

() pCNUO = tr(CH 12 Tn T),)

pour la matrice de covariance,
p



tr(Pa ' Pi2Pa Pla)
p

pour la matrice de corrélation.

(d) pCNUR =

Remarquons que les groupes de mesures basées sur des matrices de U-statistiques

de Kendall et de Spearman présentent plusieurs avantages:

(i) les observations peuvent étre de type ordinal,
(ii) les échelles de mesure pour chaque variable peuvent étre différentes,
(iii) I'hypothése classique de multinormalité ou d’ellipticité peut étre écartée,

(iv) une robustesse vis-a-vis des observations aberrantes.
De plus, les deux groupes de mesures possédent les propriétés suivantes:

(i) pMUT) = pM(@) = Q si et seulement si Po; = A2 = 0, pour M= RV, SL et CN.
(ii) Lorsque p = q = 1, les trois mesures correspondent au carré du coefficient de
Kendall et de Spearman respectivement entre les variables X'(1) et X(2),

(iii) 0 < pM®) <1, pour s =7, g et M= RV, SL et CN.

Si ’hypothése de multinormalité est retenue, alors 'indépendance des deux vecteurs
aléatoires XU et X2 est équivalente & pM(") = pM(@ = 0, puisque chacun des
coefficients de Kendall ou Spearman est une fonction bijective (voir le rappel du

chapitre 3) du coefficient de corrélation simple.

4.1.1. Distributions asymptotiques de RV SL( et CN) sous Hj.

THEOREME 4.1.1. Soient K,, S,, Sp et R, les matrices de Kendall, de Spear-
man, de covariance et de corrélation d'un échantillon de taille n issu d’un vecteur
aléatoire X =(X1,..., Xm) dont la fonction de distribution F(z) est continue. Alors,

sous l'hypothése Hj, on a, pour h=1T1, o, C ou R,

(i) Mesure RV
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P g
(a) RV £, 2 & S5 AaUZ
\/tr(;\%l)tr (43,) =15=1
1 P q

(b) nRV®@ £,

Z Z ’\tﬂj ijs

Jor (PR (P5) =155
st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

1 o g
bi0; U2
\/tr(g%l)tr(ggz) ;ng ;U5

(c) nRV® £

(d) nRV® £,

ot les variables aléatoires Uij, t =1,..,petj=1,..q sont indépendantes
et de méme loi N(0,1) avec A; , uj , ¢, @j, 3; et w; étant respectivement

valeurs propres de Pu y sz, Su, 222, ’Pu et pgg.

(ii) Mesure SL®)

(a) nSL") £ ii s AtDUE,
=1 j=

3

P
(b) nSL® £ %}: ANZ2;
i=1

st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

1 & 2
5 z ¢iZ¢Iai !

=1

(c) nSLE £,

(d) nSL® £ Zﬁ, 2 )

ot les variables aléatoires 22,, 1 = 1,...,p, sont indépendantes et de méme loi
Xf avec q degrés de liberté et t( ) , j=1,...,q, étant les valeurs propres de A, Pao

(iii) Mesure CN®")
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4 2 4
(2) nCN® =5 = 575 #4705,
i=I j=1

2
(b) nCN®@ 5, Fpg
p

st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

2
(c) nCN© £, fp—q,
p

XZ
(d) nCN® £, Zpe
p

avec tﬁl) 1 = 1,...,p, €tant les valeurs propres de A{}IPH.

Démonstration:

(i) Mesure RV (),

(a) h = 7 . D’apres le corollaire 1.3.1, les matrices K;; et K.y convergent
en probabilité respectivement vers :\;; et A, et d’aprés le théoreme 3.3.1,
vnvecK,; converge vers le vecteur aléatoire Z de loi Ny,(0,4/9P @ Pio).
Alors, par le théoréme 4.4 de Bilingsley (1968) , on a

‘UECK21 Z
c
vn | vecKy, — vecA
vecKo, vecAan

Comme ntr(Ki2Ka) = (VrvecKs ) (VivecKs) = 2'Z

et que la mesure RV(") est continue en ses arguments, on a alors
2'Z
Vir(A3)ir(A%)

La forme quadratique Y(*) devient (Appendice A, théoreme A.1.1)

nRV) £y =y

p

4 S = QO
9 \/tr(A

1)tr(’\n ) i=1 j=1
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ou pouri = 1,..pet]j=1...,q, les quantités l ) sont les valeurs propres de
P;; ® P» et par conséquent l( = = Aipj et les U5 sont des variables aléatoires

indépendantes et de méme loi A'(0,1). L'expression Q("devient alors

Q(T) T Z Z I”JU"’

9 \/tr A2, tr( A3,) =1 =1
(b) Pour les cas des matrices de Spearman, de covariance et de corrélation, les

démonstrations sont similaires a la précédente.

(ii) Mesure SL").

(a) h=7.On a
ntr(Kj Ky Kay) = (VnvecKa) (I, ® K) ' (VnvecKs).

En considérant le théoréme 3.3.1 et puisque SL{™ est continue en ses argu-
ments, on obtient la converge en loi de nCN() vers
Z'(I, @ A»)"'Z
> .
La forme quadratique Q(")devient (Appendice A, théoreme A.1.1)

(7‘) = Z Z l(r)ljg,

z*l] 1

Q(f) —

ou pour i = 1,....p et j = 1,...,q, les quantités l(; ) sont les valeurs propres de
(I, ® Aoo) "} (P11 ® Pa) = Py ® A% Py et par conséquent 1(7) = /\-t(»z) avec
t( ) pour i = 1.....q, étant les valeurs propres de A% Pos. Ainsi, Q) devient

finalement
QM = XtPUE.
9p Zl 35_:’
(b) Pour A = 9, C, ou R, les démonstrations sont similaires a la précédente.

(iii) Mesures CN(®),

(a) h=7.On a
ntr(K; K12 K5y Ko1) = (VnvecKs ) (K11 @ Kaa) ™t (v/nvecKs, ).

En considérant le théoréme 3.3.1, RCN(™) converge en loi vers

Z'A ®An)"1Z
p

Q(f) =
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et la forme quadratique Q("devient

T) — T)
Q" =33 50,

1—1]

ol lg) sont les valeurs propres de

(Al ® Aa2) " (Pu ® Pa2) = (A} Pr1) @ (A Poa).

Si I'on désigne par ¢ )i = 1,...,p, les valeurs propres de A[}P;;, alors Q™

devient

Q" = 533 &0

1..1_1 L

(b) h = 0. Puisque CN'@ = tr(P;;' P12 P! Psy)/p, on peut écrire
ntr(P Pia Py Poy) = (VnvecPy) (P ® Pu)~'(V/nvecPy).

En considérant le théoréme 3.3.1, nCN(@) converge en loi vers

Z'(Py @ Pyy)~t
p

Q(e) —
Puisque !a seule valeur propre de
(P11 ® Po)(Puy ® P)™' = (PuPL') ® (PuPyR') =, 1,
est 1 avec multiplicité pq. alors
Q(e) — —X2
D

puisque la variable aléatoire 3°7_, 7., U3 suit une loi A2,

(c) Les cas h= C ou R se démontrent de la méme maniére en considérant
ntr(Su 512522 521) = (\/—'UECSm) (511 @ S‘)g \/—'UCCS");

et

ntr(R' Ri2 Ry Ra1) = (V/nvecRa) (Riy ® Ray) ™' (VnvecRy).

C.Q.F.D.
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4.1.2. Distributions asymptotiques de R1'", SL™ et CN®) sous Hr._.

THEOREME 4.1.2. Si les conditions du théoréme 4.1.1 sont satisfaites et toutes
les fonctions de densité marginales ezistent, alors sous Hy, , on a pour h =7, o, C,

ou R

(i) Mesures RV?)

) p q
(a) nRV®™) £ g - 2> UG
\/ tr (1\%1) tr (:’\32) i=1;=1
) 1
(b) nRV® £, ZZ ;U5

Jir(Pa)er(Pg) ==

st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

P 9
bio5U%
el

1 P 9
S B UZ

Jir(PR)er(Py) =i

ot les variables aléatoires Ui, i = 1,....,p et j = 1,....q, sont indépendantes

et de loi N(%;;,1), s = 7, o, C et R, avec a;, bj, ¢, fj, gi et hj étant

(c) nRV(E) £

(d) nRVR £

respectivement les vecteurs propres orthonormés associés auz valeurs propres

Ai, Wi, O 25, Bi et W de Py, Pr, Ty, Tpn, Piy et P,
6% = tr( A'b;b; P AP ad}), %63 = tr( 'b;b P! P 'aid),

6% = tr( A f; Py’ APH'ad) et FoY = tr( Pa'hag} P! "4P i g).
4
De plus, ona 764 = 5 °5%.

(ii) Mesure SL®)

(a) nSLM £ = Z Z MtD X2 (7620),

:—1 =1
ou pour ¢ = 1,...,p etj=1,..,q, 6112 = ( ~1pJpJP22 TAP[ a,a) ,
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les variables aléatoires Xf- (767, 2) sont indépendantes et de loi X décen-
trées avec le paraméire de décentralité "002 et pj. j = 1.....q, sont les

vecteurs propres orthonormés associé€s aur valeurs propres t( ) de ASS Poa,

(b) nSL@ %5 ;x 2 (%62),

ot pour i = 1,...,p, %% = tr(%’P-_,T_,l %Pﬁlaiai),
st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

(¢) nSLE £ = 5 Zq&, 0 (C67) onpouri=1,...p, G2 = tr(C-l’V'“1 2 v qc’)

i=1
12 .
(d) nSL® £, ;Z Bi X2, (B62) ot pouri=1,..,p, 52 =tr(@4'7>;21 @walg,-gg),
=1
ot les variables aléatoires X; (q)((S?), it = 1,...,p, sont indépendantes et
sutvent des lois X? décentrées avec q degrés de liberté et paramétre de
décentralité 67, s = o, C et R.
(iii) Mesures CN®*)
4

? 9
- Sy g

=1 j=1

(a.) TZC.'V(T)

ot les vartables aléatoires U;j, i = 1,...,p et j = 1,....q, sont indépendantes
et de loi N(A\,1), avec d; et p; étant respectivement vecteurs propres
orthonormés correspondant auz valeurs propres tgl] et ts_z) de APy et
A3 Py et N = tr( Wp,p} PR AP did)),

X2 (952
(b) nCN®@ £ ﬂ%’ avec 42 = tr(é’-”l’P{zl é"lPﬁl),

st X admet tous les moments d’ordre 4, on a

A2 (52
(c) nCN© £ L;——)-, avec 6% = tr(c-l’s" 2 AT )
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Xa(%7)

(d) nCN® £
D

avec %2 = tr( Brprt Bpr ) = G2
ot pour chaque s = g, C et R, la variable aléatoire X2 (%*) suit une loi

X? décentrée avec pq degrés de liberté et paramétre de décentralité 2.

Démonstration: Les démonstrations de ces résultats sont analogues a celle du
théoreme 4.1.1. Un parametre de décentralité est introduit puisque le vecteur de la

moyenne de la loi asymptotique de \/nvecMs; est non nul, M =K, S, S, R.

(i) Mesures RV,
(a2) h = 7. En utilisant la démonstration du théoréme 4.1.1, la distribution

asymptotique de nRV (7 est celle de la forme quadratique

Yy = 4 z2'z

9 \Jtr(A})(tr(A%,)

ou Z est un vecteur aléatoire de loi Ny, (vec 4,41/ 9P11®P22) . Or la distribution

de Y™ est donnée (voir Appendice A, théoréme A.1.1) par

4 P 9
Q(r) _ = Z ZI(T)DrZ

9 \/tr(& (tT‘(‘\og) =1 j=1

ou, pouri=1,..,petj=1...,q, les variables aléatoires U;; sont indépendantes
et de loi (B, 1) avec

"% = tr ( A'b;6, P! AP a;a})
avec i = l,..,pet j = 1,...,q. En effet, l(” = Aiggj Ol Ay, ..., Ap et puy, ..., up
sont les valeurs propres respectivement de Pj; et Pap. Désignons par a; et b;
les vecteurs propres orthonormés associés a A; et u;. Le vecteur v;; = a; ® b;

correspond alors au vecteur propre orthonormé associé a lg-') = Aipj. D’aprés

le théoreme A.1.1 et le rappel sur la décomposition spectrale d’'une matrice



(voir Appendice A) , on a

% = (vec ™) [vyvl; (PRt ® Pg')|(vec™d) (4.1.1)
= (vec4)'[(a: ® b;)(a} ® b}) (P ® Pr')] (vee ™)
= (vecd)(a:aiP7" @ b;b;Py') (vec ™)

= tr(4'b8,P5" AP a:a})

aveci=1,....petj=1,...q.
(b) Les cas h = 9, C ou R se démontrent de fagon similaire.
L'égalité 02 = 4%7/9 découle de l'expression Ay = 2Py /3 déduite du
lemme 3.3.1
(ii) Mesure SL™.
(a) h = 7. En utilisant la démonstration du du théoréme 4.1.1, la distribution
asymptotique de nSL{™ est celle de la forme quadratique
Z'(I,® An)™'Z
p

Yy =

ol Z est un vecteur aléatoire de loi NV, (vec P, ® ng)). Or la distribution
de Y{7) est donnée (voir Appendice A, théoréme A.1.1) par
4 P q
M= = MtPU2
Q 9 ;; 1 7 1
ou, pour i = 1,...,p et j = 1.....,q, les variables aléatoires U;; sont indépendantes

et de loi M(B;52,1), A; et t§-2) étant les valeurs propres de P;; et de .\ P

correspondant a leurs vecteurs propres orthonormeés respectifs a; et d; avec

", = (vee™) [(a: ®p;)(al ® P} (P! ® P)] (vec ™)

17,2

(vec "4) (a:0} P @ py7, P) (vee ")
tr( A'p;pi Py’ ’ZAPﬁlaia:-)

pouri=1,..petj=1,.q

(b) Pour h = g, C, ou R, la démonstration est similaire a la précédente.

(iii) Mesures CN®),
(a) h = 7. D’aprés la démonstration du théoréme 4.1.2, la forme quadratique
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Q") devient
o =2 i i fD 22
9 3 2 17

=1 j=1

o, pouri=1....petj=1,..q, les variables aléatoires U;; sont indépendantes

et de loi N'(;, 1) avec 22, = tr( W'p;p} P’ MP;'did}), diet pj.i=1....pet
J = l,.....q, étant respectivement les vecteurs propres orthonormés correspon-
dant aux valeurs propres t,(l) et tgg) de A Pt et de Ay Psst.
(b) h = 0. La distribution asymptotique de nC N(9) est celle de la forme quadra-
tique
Z(Py'® Py')Z'

p

Q(e) =

qui devient (X,fq(i’ 62)) /p avec

P q
52 = 33 tr( Wee|Py! UPRerel) = tr( APg UPSY)

k=11=1
ou on a tenu compte de l'indépendance des variables aléatoires U;;, i = 1,....p
et j=1,..q, de loi N(9;;,1) et du fait que la seule valeur propre de (P;; ®
P2) (P, ® Py)~! = (I,81,) est 1 de multiplicité pq correspondant au vecteur
propre ¢’ = (0,...,0,1,0,...0) € [RP7.

(c) Les cas h = C ou R se démontrent de fagon similaire au cas précédent.

L'égalité 62 = 52 découle du fait que pCN(©) = pCN®B (voir début du

chapitre 2).

C.Q.F.D.

4.1.3. Tests d’indépendance entre deux vecteurs aléatoires.

Le théoréme 4.1.1 permet de construire douze tests asymptotiques pour tester
I'hypothése nulle H;. A I'aide des mesures d’Escoufier (1973), de Stewart & Love
(1968) et Cramer & Nicewander (1979), les régions critiques des tests de niveau

asymptotique a sont données respectivement par

rejeter Hj si: nM " > Ct(:M’h),
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oit c¢{M*) est le quantile d’ordre 1 — « de la distribution correspondante donnée par le
théoréme 4.1.1 pour M = RV, SL ou CN et h = o, 7, C ou R selon le choix de l'une

ou l'autre des douze statistiques (nM®)).

On a M®™ 2, pAr® Jorsque n —» oo pour M = RV, SLouCNeth =g, 7, C

ou R. Lorsque H; est fausse, pA/*) > 0 et alors, on conclut que

lim_P(rM® > M) =1

n—oo
pour, M = RV, SL ou CN et h = g, 7, C ou R. Les douze tests proposés sont donc
convergents.
On évalue numériquement les quantiles c{M*), pour M = RV, SL ou CN et h =

7, 0, C ou R donnés par le théoréme 4.1.1 & I'aide de l’algorithme d'Imhof (1961).

Remarquons que les tests M(") ( M = RV, SL ou CN ) basés sur la matrice de
Kendall sont liés aux M@ basés sur la matrice de Spearman. Par exemple, la loi
asymptotique nRV (") et nRV(@ utilisent les mémes valeurs propres issues des sous-
matrices de la matrice de Spearman P); et P»,. Ils sont asymptotiquement équivalents,
a un coefficient multiplicatif prés qui dépend de la matrice Kendall. Dans le cas ol
I'on s’intéresse a I'indépendance totale, cette constante est 4/9 et ceci est déja signalé

par plusieurs auteurs (voir par exemple Hijek & Siddk (1967).

4.1.4. Application des tests.

On considére I'ensemble de données des tableaux 1 et 2 de Naik & Khattree
(1996) constitués des records nationaux féminins et masculins en athlétisme de 35
pays. Il s’agit, comme le mentionnent les auteurs, d’une partie des données recueillies
par Belcham & Hymans (1984) pour les jeux olympiques de 1984 a4 Los Angeles. Le
tableau 1 (voir Naik & Khattree (1996)) est constitué des records nationaux féminins
de 55 pays pour 7 courses en athlétisme : le 100 m, 200 m, 400 m, 800 m, 1500 m, 3000
m et le marathon (qui est 42195 m). Pour les mémes pays, le tableau 2 (voir Naik
& Khattree (1996)) est constitué des records masculins pour 8 courses en athlétisme:
100 m, 200 m, 400 m, 800 m, 1500 m, 5000 m, 10 000 m et le marathon.

II est & noter que I’échelle de mesure de ces variables n’est pas la méme puisque
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les sprints (100 m, 200 m et 100 m) sont chronométrés en seconde tandis que les temps
des autres courses sont données en minutes. Si on centre et réduit chaque variable pour
utiliser des variables sans unité on risque de réduire I'information sur la variabilité
des donnés. Pour ces données, une solution. proposée par Naik & Khattree (1996) est
de représenter toutes les variables par les variables vitesses correspondantes, c’est-
a-dire le nombre de meétres parcourus par secondes. Représentées ainsi, les variables
conservent la possibilité d’avoir différents degrés de variabilité.

On veut éprouver. globalement puis par catégorie de course, I'indépendance
entre la performances féminine et masculine. Pour cet ensemble de données ot les
performances relatives des femmes et des hommes sont sensiblement les mémes d’une
épreuve a 'autre on peut s’attendre i rejeter I'indépendance. D’ailleurs, les deux sexes

utilisent les mémes techniques pour accéder a des performances de haut niveau.

Considérons I’hypothése nulle Hg: les performances nationales féminines et mas-
culines sont indépendantes. Autrement dit, les vecteurs aléatoires X! de dimension 7
et X de dimension 8 repésentant respectivement la performance nationale féminine
et masculine sont indépendants. Pour les 12 tests proposés dans le théoréme 4.1.1,
on trouve des niveaux critiques fortement significatifs. Le tableau 4.1 donne une
récapitulation des différentes valeurs des statistiques correspondantes, leurs points

critiques au niveau nominal 5% et les niveaux critiques.

On veut maintenant éprouver I'hypothése nulle Hj: les performances nationales
féminines et masculines, dans les courses de sprint sont indépendantes, autrement
dit, les vecteurs aléatoires X[ de dimension 3 et X[ de dimension 3 repésentant
respectivement la performance nationale féminine et masculine dans les courses de
sprints sout indépendants. On trouve aussi des niveaux critiques fortement significatifs

(voir le tabeau 4.2).

Enfin, on veut éprouver I’hypotheése nulle Hy: les performances nationales féminines
et masculines, dans les courses de demi-fond sont indépendantes c’est-a-dire qu'il ¥ a
indépendance entre les deux vecteurs aléatoires XU de dimension 2 et X de dimen-

sion 2 représentant respectivement la performance nationale féminine et masculine



Matrice | Statistiques || Valeur | Point critique Cq g5 | Niveau critique
nRV(©) 45,28 4,28 1,19%10°7
covariance nSL() 41,89 14,32 0
nCN(©) 14,94 10,63 8,78x1073
aRV® || 45,00 2,61 1.19x10-7
corrélation | nSL(® 41,47 14,31 0
nCN(8) 14,94 10,63 8.78x107°
nRV() 44,88 4,33 1,19%10°7
Spearman nSL(2 42,14 14,32 1,19x1077
nCN(@) 17,18 10.63 1,25x10~¢
nRV(™ 37,16 2,77 0
Kendall nSL{™) 28,67 3,95 1,19x10°7
nCN(™ 8,21 1,57 1.19%x1077

TABLEAU 4.1. Tests d'indépendance globale entre les performances nationales féminines et mas-

culines, points critiques au niveau nominal 5% et niveaux critiques.

Matrice | Statistique || Valeur | Point critique Cqgs | Niveau critique
nRV(€) 35,11 4,04 1.31x107¢
covariance | nSL(© 34,21 7,44 1,19 x10°7
nCN(©) 14,46 5,63 5,00x107°
nRV(R) 35,14 4,04 2,38 x10~7
corrélation{ nSL(® 34,16 7,44 1,19 x10~7
nCN(®) 14,46 5,63 4,94x10-6
nRV() 34,43 4,06 1,19 x10~7
Spearman nSL(®) 37,00 7.47 5,96 x10~7
nCN(@ 16,15 5,63 2,62x10~°
nRV{") 24,15 2,27 5,36 x10~7
Kendall nSL("} 22,94 2,55 5,36 x10~7
nCN() 9,86 1,30 5,36 x10~7

TABLEAU 4.2. Tests d'indépendance entre les performances nationales féminines et masculines

pour les courses de sprint, points critiques au niveau nominal 5% et niveaux critiques.

114
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dans les courses de demi-fond (800 m et 1500 m). La encore, on trouve des niveaux

critiques fortement significatifs (voir le tabeau 4.3).

Matrice | Statistique || Valeur | Point critique Cg 5 | Niveau critique
nRV(©) 31.41 3.91 2.38x10°7
covariance | nSL(C) 31.71 5.91 0
nCN(©) 17.89 4,74 5,96x1077
nRV(®) 31,32 3.90 0
corrélation | nSL(® 31,56 5,90 1,19 x10~7
nCN(®) 17,89 4,74 8.34x10~7
nRV (@ 27,90 3,93 1,19x10°7
Spearman nSL(@) 28,41 5,89 1,19x10°7
nCN(2) 15,93 4,74 1,78x10°6
nRV(") 17.81 2.01 8,34x10~7
Kendall nSL{™) 17,05 2,13 0
nCN(™ 9,51 1.27 1,19x10°7

TABLEAU 4.3. Tests d'indépendance entre les performances nationales féminines et masculines

pour ies courses de demi-fond, points critiques au niveau nominal 5% et niveaux critiques.

4.2. ETUDE EXPERIMENTALE

A l'aide d’une simulation, on va évaluer le comportement des douze tests développés
précédemment et les comparer entre eux.

On utilise la méthode de Monte Carlo pour comparer le niveau et la puissance
expérimentalement. Cette étude est réalisée a titre indicatif puisqu’on se limite seule-
ment au cas p = 2, q = 3 ( p+q = m ) et au niveau nominal 1%. Le nombre
d’échantillons générés est 10000 pour des distributions multivariées de type elliptique

et non elliptique. Dans la catégorie des distributions elliptiques, on considére la loi
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multinormale A5(O . ¥) et deux lois ¢ multivariées de degrés de liberté 5 et 1 re-
spectivement. On choisit la distribution ¢5 parce que ses ailes sont plus rabattues que
celles d'une distribution multinormale tandis que le choix de la distribution de Cauchy
multivariée (c’est-a-dire ¢;) est dicté par le fait qu'elle n'admet aucun moment. Pour
cette derniére distribution seuls les deux groupes de tests basés sur la matrice de
Spearman et la matrice de Kendall s’appliquent. Dans la catégorie des distributions
non elliptiques, on considére la distribution logistique multivariée et une distribution
particuliére multivariée construite comme suit: chaque composante du vecteur X, de
dimension 3, est générée de facon indépendante des autres. La 1 est une loi A(0.1),
la 2™ est une distribution uniforme [0,1] moins 0,5 puis multipliée par /12, la 3i¢me
est une distribution exponentielle (de paramétre 1) moins 1, la 4™ est une distribu-
tion béta (de paramétres 2 et 2) moins 0,5 puis multipliée par v/20 et enfin, la 5me
est une distribution gamma (de parameétres 1 et 4) moins 4 puis divisée par 2. Le
vecteur est alors transformé en CX ou C est une matrice de dimension 5x3 telle que
¥ = CC'. Ainsi la distribution multivariée générée est de matrice de covariance X.

Cette derniére distribution a été utilisée par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995).

La distribution multinormale et la distribution particuliére multivariée décrite

ci-dessus sont utilisées avec la méme matrice de covariance T telle que
7
Yu= [p s X = [q et ¥y = 221 =Cp , Cro .Cis et Cy

ou les matrices C., représentent les matrices p x ¢ dont tous les éléments sont égaux
a 0.xy. Par exemple, tous les éléments de C|5 sont égaux a 0,15. Ce type de matrices

de covariance a été aussi utilisé par Cléroux, Lazraq & Lepage (1995).

Pour générer les différentes lois, la procédure d’étude expérimentale du chapitre
deux est utilisée.
Un vecteur aléatoire de dimension m est dit de distribution logistique multivariée

si sa fonction de densité est

F(@4 ) = Tlm + 1) =2 ("&'"‘Ll*‘]),,ﬂ (4.2.1)

T exp (—z)+1
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Vr; € Rpouri=1,..m.
Si X1, ..., Xm, Xm+1 sont indépendantes et de méme distribution exponentielle

(de parametre 1), alors la distribution conjointe de

Ui = — log( A ) pouri = 1,..m

>
‘Xm-é-l

est donnée par 4.2.1 (voir Johnson (1987).

Pour générer t5, t; et la logistique multivariée, on procéde comme suit:

D’abord pour ’hypothése nulle Hy identifiée par Cyg, on génere de fagon indépen-
dante deux vecteurs aléatoires .X[!! et X[? de dimension respective 2 et 3 selon la
méme distribution. Remarquons tout de suite que le vecteur aléatoire qui en résulte
X = (.Y[”,X[Ql)’ n’admet pas nécessairement la méme distribution que les sous-
vecteurs X et X2,

Pour les hypothéses alternatives, on considére la transformation linéaire ¥ = CX,
ot C est la matrice obtenue ci-dessus par triangularisation inférieure de Cholesky de

la matrice définie positive L.

Les tableaux 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 et 4.8 présentent les résultats de la simulation pour
les cinq distributions. Des tailles échantillonnales de 50, 100, 200 et 300 sont con-
sidérées. Afin de pouvoir juger du niveau expérimental des douze tests asymptotiques
et de leur puissance expérimentale, un niveau expérimental sera jugé acceptable si
le niveau nominal 1% appartient & I'intervalle de confiance au niveau 95%. Ceci sera
réalisé lorsque le niveau expérimental, correspondant a la colonne Cpq, varie entre 79

et 121.

Les résultats de cette étude font apparaitre que pour toutes les distributions con-
sidérées, les niveaux expérimentaux des douze tests d’'indépendance se maintiennent
au niveau acceptable, contrairement aux cinq tests de non association du chapitre 2
ou pour 5 les niveaux expérimentaux n’étaient acceptables que pour de trés grandes

tailles échantillonnales.
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Quant a la puissance expérimentale, on note que pour les cinq distributions la
nuissance expérimentale de chaque test croit au fur et a mesure qu’on s'éloigne de
I’hypothése nulle Cyg, ¢’est-a-dire que la puissance expérimentale croit avec la valeur

Xy des matrices Clry.

Pour la distribution multinornale et la distribution particuliére multivariée, on
constate que les deux groupes de tests basés sur la matrice de covariance et la matrice
de corrélation, nM(©) et nM(® (M=RV, SL, CN) ont une puissance expérimentale
plus grande que ceux des deux groupes de tests basés sur la matrice de Spearman et
la matrice de Kendall, nM(® et nM("). Cette tendance s’inverse pour les distribu-
tions %3, t; et la logistique multivariée. A T'intérieur de chacun des quatre groupes,
le test nSL™ (h = C, R, o, T) est plus puissant expérimentalement que les deux
autres de son propre groupe, surtout au voisinage de I’hypothése nulle Cyy. Par con-
tre, pour la distribution logistique multivariée, les tests (RRV®) : h = C, R, 0,7)
sont nettement plus puissants expérimentalement que les huit autres. Rappelons
que dans l'étude expérimentale du chapitre deux, le test nCN était le plus puis-
sant expérimentalement des cinqg tests pour toutes les distributions considérées. Il en
résulte que pour chaque groupe considéré des quatre, il n'y a pas un test qui est le plus
puissant expérimentalement que deux autres de son propre groupe. On ne peut pas
non plus dire qu'un groupe est plus puissant expérimentalement que les trois autres.
Néanmois, on remarque que le groupe de Kendall est plus puissant expérimentalement
que celui de Spearman surtout pour des petites tailles échantillonnales et au voisi-
nage de I'hypothése nulle, c’est-a-dire pour I’hypothése voisine Cyy. Par contre, les
deux groupes de tests basés sur la matrice de covariance et de corrélation demeurent

équivalents.
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Cauchy

n matrice Tests | Coo| Cio | Cis Cao
nRV®@ || 95 {2227 |3647| 4556

Spearman || nSL{® | 79 | 21814073} 5580

50 nCN(@) | 84 | 1797 {3277 | 4601
nRV(™ | 118 | 2659 | 4289 | 5363

Kendall || nSL(™) | 109 | 2761 | 4743 | 6176
nCN™) | 11112502 | 4338 | 5723

nRV(® | 91 | 5319|7563 | 8572

Spearman || nSL(® || 95 | 5602 | 8151 | 9242
100 nCN(@) |1 100 | 5051 | 7623 | 8893
nRV(™ 11258148041 | 8914

Kendall || nSL(™) {113 | 6078|8432 | 9376
nCN() 1 115 | 5723 | 8148 | 9191

nRV®@ | 105 | 8954 | 9870 | 9972

Spearman || nSL® 117 |9176 | 9932 | 9994

200 nCN(@) || 114 | 8933 | 9889 | 9987
nRV(™ |l 114 | 9151 | 9909 | 9984

Kendall || nSL(™) |1 1149291 | 9946 | 9998
nCN) | 115 9157 [ 9929 | 9993

nRV®@ | 100 | 9862 | 9996 | 10000

Spearman || nSL(® |l 103 [ 9896 | 9995 | 10000
300 nCN@) |[ 100 | 9865 | 9998 | 10000
nRV{) || 98 | 9896 | 9998 | 10000

Kendall | nSL()? (1 103 | 9917 | 9998 | 10000
nCN{) |l 102 { 9902 | 9998 | 10000

Tableau 4.8. Puissance expérimentale (x10000) des

tests basés sur les matrices de Spearman et de

Kendall au niveau nominal 1% pour une distribution

multivariée de Cauchy donnée avec p =2 et q = 3.
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4.3. TESTS D' INDEPENDANCE ENTRE PLUSIEURS VECTEURS

Dans cette derniére section, on généralise les résultats précédents pour construire
des tests d’indépendance entre plusieurs vecteurs aléatoires. Plus précisément, on veut
éprouver l'indépendance entre G sous-vecteurs aléatoires du vecteur aléatoire X ( de
dimension m x 1) dont la fonction de distribution F(x) est continue.

Comme dans la section 3.4, on partitionne le vecteur X comme suit

{ XU

X = X [s]

\Xicl )

ol pours =1, ..., G, XI¥! est un sous-vecteur de X de dimension m, (avec Zf=1 ms =

m).

Dans cette section on veut tester I'indépendance entre les G sous-vecteurs, c’est-

a-dire tester I’hypothése nulle
HJ(G) . les G vecteurs, s= 1,..., G, X! sont indépendants.

La mesure d’association qu’on va utiliser pour cette derniére section est celle
d’Escoufier (1973). Les deux autres mesures se traitent de facon similaire. Recon-
sidérons les partitions des matrices échantillonnales de Kendall, de Spearman, de
covariance et de corrélation de la section 3.4 et définissons les mesures RV}g“ ( h=

7,0, CouR;1<j<i<G) par

. RV = tr(Ky; Kji)
® ? \/tT(K;";) (tr(KJgj)

pour la matrice de Kendall,

(11) RV'_(_Q) - tr (Sfjsﬁ)

= pour la matrice de Spearman,
T\ [r(SB)r(SY)



tr(Si; Sji)
\/tr(.S'?,)tr( )

(iif) RV =

ij pour la matrice de la covariance,

v) R = TR
| Vir(Ra)ir(RS)

pour la matrice de la corrélation.

R

La loi asymptotique conjointe des G(G-1)/2 , RV;;",

est donnée par le théoréme

suivant.

THEOREME 4.3.1.
A: Sous Hy'?, on a

(Rv(h) \ (y*(h) \
n RVES-M £ Y;g.") pour h =7, o, Cou R
\RY c“‘é ! \Y5'e-1

ou pour chaque h fize, les G(G-1)/2 variables aléatoires Y}g»h) sont indépendantes et

distribuées comme

4 1 i
(i) Y(T) 9 zz/\i)#fﬂ kL, (if)>
\/tr( k—l I=1
1
(i) Y@ = ZZ AU i)
\/tr P2 tr k 1i=1

st X admet tous les moments d’ordre 4,

ess ~C
(lll) Y:g ) = Z Z¢(‘) ?)Ulgl,(ijﬁ

\/tr ij)t (2 )k—u-
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1 i
(iv) Y3 = ZZ BOUR ;)

\ﬁ.‘r ’P2 tr ’P2) k=11=1

ot pour ¢ et j fires, 1 < j < i < G, les variables aléatoires Uy (ij) sont indépendantes
et de méme loi N'(0,1),k=1,....m;, I =1,...,m; avec /\2’) /.sz) . }'(i (J) 3(') et w (’)

étant les valeurs propres de Py, Pjj, i, Xjj, Pu et Pj; respectivement.

B: Sous Hf:(nc) alors le résultat en A tient sauf que pour i et j fires, 1 < j <
i < G, les variables aléatoires Uy ij) sont indépendantes et de loi N (" ij),1), h =

7, 0, C ou R, avec

)
Ty = tr( Wbl Py My Py ek ) i)

96/%!.(:’;‘) =t7’(€4§jleJ (871 ;; ':’4 P akuak u)

Cr2 _ Cyqr v-1cC.

6kl,(ij) - tr( Aijh’ler lJJ 33 41)"‘1: Gk ugk u)
Ry2 — Ryt . f! 1Ry v=l.
\ Pkl T t"( Aijfldlfl,jjzjj Auaii ck,llc?c,ii)

pourk =1,..mietl=1,..,m;, 1 <j<i<G, i, bijj, Griir Pujj, Crii €t fijj
étant respectivement les vecteurs propres orthonormés associés auz valeurs propres de

Pi, Pjj, Lii, Xjj, P et Pjj.

C: Pour G=m et f = m(m-1)/2, on a
(1) sous Hy™

(i) nK? = 9_—?- > RV(f) = S KGY £5 70 suit une loi X7,

1<j<i<m 1<j<i<m

(i) nS?=n Y, RV{? =n 3 SW¥ £4 2@ suit une loi A,

1<j<i<m 1<j<i<m



(iii) s7, de plus, X admet tous les moments d’ordre 4,

=n Z RY; (R) =n Z r?j £, Z B suit une loi Xf

<i<i<m I<j<i<m

(2) sous H;S™ le résultat en C(1) tient sauf que

] (v} 5 5 v 2 _ T 2
(i) pour Z'7) le paramétre décentralité est 3> = Y Tal,

(i) pour Z(®) le paramétre décentralité est 2 = > ‘%l =397,

1<j<i<m
(iti) et pour Z(™) le paramétre décentralité est 5> = > Ra?]-
I<j<i<m

ot r;; est le coefficient de corrélation échantillonnal entre les composantes X et

XY du vecteur aléatoire X.

Démonstration:
A: h=7. Pour 1 £ j < i £ G, le vecteur aléatoire \/nvecK;; converge en loi
vers le vecteur aléatoire Z;; de loi ijm‘. (O . 4/9P;; @ P;). D’autre part, comme les

mesures RV, 1 < j <1 < G, sont continues en tous leurs arguments, on a, lorsque

i
n — oo,
[ RVED ( Zglzm/\/tr(:\%l)(tr(-\%g )
n Rv,-;” = ,,/\/tr< 2)(tr(A%)
\Rté’é_l/ \Z'G,G_Iza.c_l/\/tr(A%_l,G-l)(tr(A%;.c) )

Les vecteurs aléatoires Z;; pour 1 £ j < 7 £ G, étant asymptotiquement indépendantes
d’apres le corollaire 3.4.1, alors les formes quadratiques Y;g-f) sont asymptotiquement

indépendantes et distribuées comme

V) = fmeee 3 S AU
1 »(i7)
=3 Jer(az)er(a3) St o
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Le reste de la démonstration est une simple reécriture de celle du théoréme 4.1.1.

Les cas h=p, C ou R se démontrent facon similaire.
B: Cette partie se démontre aussi de la méme fagon que le théoréme 2.3.2.

C: h=7. Puisque sous Ho ) et pour i = 1....m, .\;; = 1, les valeurs propres
)\g) = /,zk)=1 pour tout triplet (i.j.k). D’autre part, puisque les f variables aléatoires

Zij» 1 £ j <i < m sont asvmptotiquement indépendantes, alors on a
Y (7) 02

ou les f variables aléatoires U;; sont indépendantes et suivent une méme loi A(0, 1).

Par conséquent, on a

nK? = 9—4?3 Z RV(T)

In i )2
(ig)* _£ (7) syi i ¥2
1 > K =5 ZU) syit une loi X

<j<i<m 1<j<i<m

Les cas h = p ou R se démontrent facon similaire.
Sous H ’1';(,1"), par le méme raisonnement on déduit que les f variables aléatoires U;;
pour 1 < j < ¢ < m, sont indépendantes et suivent une loi M'(7a;;, 1). Par conséquent,

on a

nK2=9T" Y. nRVY) =

9n i.7)2 . .
= ¥ K7 L Z0) suit une loi X7 (76%).
1<j<i<m 4 1<i<i<m

Les cas h=9 ou R se démontrent aussi de fagon similaire.

C.Q.F.D.

4.3.1. Tests asymptotiques pour Hj®.
Le théoréme 4.3.1 permet de construire quatre tests asymptotiques pour tester
I’hypothése nulle Hy (©) A ’aide de la mesures d’Escoufier (1973), les régions critiques

des tests de niveau asymptotique « sont données respectivement par

rejeter Hy®) si n > > RVig-f) > M,

1< j <i <G
rejeter Hy® si n > % Rvig.i’) > (),
I j <i <G

rejeter Hy®) si n > > RV;-gC) > &)

1€ j <i <G
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et
rejeter Hg® si n > Y RV};’” > R
1< j <i <G
selon le choix de I'un ou I'autre des quatre tests ( h = r, g, C et R) avec c{*) étant le

quantile d’ordre 1 — & de la distribution correspondante:

m; m; /\i‘)u?)

1€ j <i <Gk=lI=1 \/tr(\ tr \3)

(jfczl,(ij) pour h =T,

m; ™m; ,\(l)
Z Z ZZ £ ul Dkl (ij) bpour h =op,
I j <i <Gk=1!l=1 \/tr p2 tr pz
i (1) (J)
m J q)k (,9‘ D'El("} pour h =C
1€ j <i <Gk=ll=L \/tr ___u) e '

et

(2} __(4)

< /3 7 .
tr

1< j <i <Gk=11=1 tr p2)

Puisque les G(G-1) variables aléatoires nRV}g-h), pour chaque h fixé, h = 7, 9, C, R,
sont asymptotiquement indépendantes sous Hg, les variables aléatoires Uy (;;) pour
1<7<i<G,1<k<my 1 <1< my, sont indépendantes et de méme loi N(0, 1),
les coefficients de pondération des lois X? qui figurent dans ces quatre distributions
sont définies par le théoreme 4.3.1. On calcule numériquement les quantités c{*) pour

h =7, g, C, R, a I'aide de I'algorithme d'Imhof (1961).

On a RV(") — pRV(Ah) lorsquen — oo, pourh=71,0,CetR, 1 <j<i<G.

Lorsque I'hypothése Ho ) est fausse pRV}ﬁM > 0 pour au moins un couple (i,j) ol
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1<j<i:<G,alorsona

lim P(n Z Z RV,-(»h) > cg‘)) =1lpourh =710, CetR.

n—oo ]
1< j <i <G

Les quatre tests proposés sont donc convergents.

4.3.2. Test d’indépendance totale.
Dans cette sous-section, on construit des tests pour l'indépendance totale entre

toutes les composantes du vecteur aléatoire X.

COROLLAIRE 4.3.1.

(1) sous H3™, on

Va ( > K,&"J-‘) £ N (0,57):

1<j<i<m

\/a( > S;,»,,»,) < N(0.5),

1<j<i<m
et st X admet tous les moments d’ordre 4,

\/E( 3 r,-,-) = N(0, f).

1<j<i<m
(2) Sous H™™ on a

\/ﬁ( > Kfzi'j))—z:—*f\f( >, Tai, gf)’

1<j<i<m 1<j<i<m

\/5( > 8,‘,"’”) i*-/V'( > gaijyf);

1<j<i<m 1<j<i<m

et st X admet tous les moments d’ordre 4

\/5( 3 r,-j) iuv(l 3 Rai,-,f).

1<j<i<m <j<i<m



131

Démonstration:

Le corollaire 3.4.1 appliqué pour G=m montre que les variables aléatoires /nK{*?
sont asymptotiquement indépendantes et normalement distribuées. Sous Hj (m)_ pour
tout couple (ij), rKS) 55 N(0,4/9) car Ay=Aj;=I et ainsi, la somme des
f variables convergent en loi vers N (0.4f/9). Sous Hf(,:n ) pour tout couple (i.j),
VnK;; LN ("aij,4/9) et ainsi, la somme des f variables aléatoires indépendantes
convergent en loi vers

N( > Tay, 4f/9) .
1<j<i<m
Le cas des coefficients Spearman et de corrélation se démontrent de la méme

maniere.

C.Q.F.D.

Le corrollaire 4.3.1 nous permet de construire des tests asvmptotiques pour I’hy-
pothése d'indépendance totale: Hg("". Ces tests au niveau asymptotique « sont donnés

par

(i) rejeter Hy™ si \/'r_z( S [(’(li,i)) > o),

I<j<i<m

rejeter Hy'™ si /n ( > Sr(;i’j)) > clo) = 3¢,

1<j<i<m
et si X admet tous les moments d’ordre 4,
. =(m) _. . (R) _ 3.(7)
rejeter Hy' ' sivn| D rij| > P =3
I<i<i<m
ot ¢{7) est le quaitile d’ordre 1-a donné par

3 (,)): _
@(2\/7% l-a

et ®(r) étant la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite.

Tout comme au chapitre 2, on peut envisager aussi les tests suivants:

(ii) rejeter Hg™ si /n (Mal{lsjﬁsm} (K,(f’j))) > d™),



rejeter Hg™ si \/T—l(ﬂ/[al’{lsj<is,n} (S,(:*”)) > d@ = ad("),

et si X admet tous les moments d’ordre 4,
. o) . y (B _ 3 )
rejeter Hy' ' si \/ﬁ(.Max{[sJ—(,-Sm} ('r,-j)) >d™ = 3d

ott d7) est le quantile d’ordre 1-a: donné par
3 1.) !
P adg =V 1—oc.

Pour tester I'indépendance totale, on peut aussi utiliser le test X2 donné par la
partie C du théoréme 4.3.1, c’est-a-dire le test basé sur le maximum des K7, §¢3)*
ou rj; donné par

- = . i.3)2 4
rejeter Hy'™ si n (.-\z[ax{lsj<,-,_<m} (K,(:’-’) )) > el = 562’),
rejeter Hy™ sin (Z\/Iaz{lsqum} (S,‘,i‘i]g)) > el®),
et si X admet tous les moments d’ordre 4,

rejeter Hy™ sin (l‘rIa;I{ISj(iSm} (rfj)) > el®)

ol e{® est le quantile d’ordre 1-& donné par

P(x2 <) = ¥Ta.

Ceci résulte du fait que, sous Hy™, les f variables aléatoires S@)° sont asymp-
totiquement indépendantes et de méme loi X7. Il en est de méme pour K{)* et r2

qui suivent respectivement les lois 4/9X2 et X2.
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La partie C du théoréme 4.3.1 peut aussi servir pour tester H(;("" et comparer
les trois tests entre eux. Comparons par exemple les deux tests asymptotiques nK?

et nS2.

Il est bien connu {voir Puri, Sen & Gokhale (1970). p.290) que si deux statistiques
T, et T5 sont, sous H l':(nm), distribuées selon une loi X2 avec le méme nombre de degrés
de liberté, alors I'efficacité relative asymptotique de T par rapport & 7> (ERA(T1, 13))

est égale au rapport entre le paramétre de décentralité de T; et celui de 75. Ainsi,
5 4

, 2 o2y _ _

ERA(nK*,nS%) = =9
car, d’aprés le lemme 3.3.1, on a

5 o= 8 Y 2,
1

<j<i<m

2 2 2

1<j<i<m

Il est & noter que cette comparaison correspond & une évaluation des performances
relatives des deux tests au voisinage de H;"™. Cest ainsi que le test nK? nécessite 4/9
= 0,44 fois autant d’observations que le test nS? pour atteindre la méme puissance

=(m)

pour la suite d’alternatives Hl'(,;“) convergeant vers H



APPENDICE A

A.l. FORMES QUADRATIQUES DE VARIABLES MULTINORMALES

On dit qu’une matrice A, de dimension m x m, admet une décomposition spec-
trale A = 33, MEj, si A (j=1,....s<m) sont les valeurs propres distinctes de A
et si les matrices E;, de dimension m x m, sont définies non-négatives et satisfont
EiE; = O, sii# jet E? = E;. Le rang de Ej est égal a l'ordre de multiplicité r;
de Aj, j = 1,...s.

On a alors 35_, Ej = Iy ot I, est la matrice identité de dimension m x m et la
décomposition spectrale est unique ( voir Ayres, (1973)).

Si A est symétrique alors ii existe une matrice orthonormale Q ( c’est-a-dire

QQ = Q'Q = I, ) dont les colonnes sont les vecteurs propres orthonormés de A telle

que
S
A=QAQ =3 XQ4,¢
i=1
avec 4; = Zf;,,j_l H;;, H; étant la matrice de dimension m X m ayant 1 a la position

(i,i) et 0 ailleurs. On a, alors

Ej =QAjQ' = Z QH;Q = Z a:'ai-

f-"—'f‘j- 1 i=rj_1

ot les a; sont les vecteurs propres (orthonormés) associés aux valeurs propres J; de A.
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LEMME A.l.1. (Baldessari (1967)) Si A et £ sont deur matrices de dimension
mxm, symétriques et T est définie positive, alors AX admet la décomposition spectrale
s s Tj
.-1\_‘ = z )\jEj = Z )‘j Z a‘;-ai.
=1 Jj=1 t=r;_|
ot les a; sont les vecteurs propres (orthonormés) associés aur valeurs propres A; de

AY de multiplicité r; et
rj
Ei= Y aja; avecro=0.

i=r;_1
THEOREME A.l.1. (Baldessari (1967)) Si X est distribué selon la loi multinor-
male No(1. L), £ définie positive et A est une matrice réelle symétrique, alors la

forme quadratique X’AX est distribuée comme
: 2 (52
> XX (67)
i=t

si, et seulement si, AX admet la décomposition spectrale AYX = Y 5_| A\ E;, ot les A;
sont les valeurs propres de AY avec l'ordre de multiplicité r; = rang(Ej;), j=1...., s,

i-1T; = m et les s variables aléatoires ij (6%) sont indépendantes respectivement
de X? avec r; degrés de liberté et paramétre de décentralité 87 = p'E;S7'pu.

Ce résultat admet une généralisation au cas ou ¥ est singuliére (voir Khatri
(1977))

Rappelons que si Ay, k =1,...,p [resp: iy, l =1,...,q] sont les valeurs propres
de la matrice symétrique définie positive P,; de dimension p x p [resp: Pa2: q X ¢]
dont les vecteurs propres orthonormés associés sont ay [resp: b;] formant la matrice

@11 [resp: Q] tel que
P = Q1AQu  [resp: P = QoM Q2]

olt A:px p [resp: M:q x q] la matrice diagonale formée des valeurs propres A [resp: ],
alors les valeurs propres de Py; ® Py, sont Mgy et la matrice orthonormale formée des

vecteurs propres orthonormés, a; ® b;, de P; ® P est Q = Q11 ® Qo2 satisfaisant a
Q'Q = Iy car

Q11 ® Q) (Qu1 ® Q22) = (Q1,Q11) ® (Q22Q22) = I, ® I = Iy
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ex @ fi est la base canonique de [RP ® IR.
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