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Résumeé

Aprés un rappel des principaux résultats concernant les
transformations harmoniques p-valentes sur un domaine simplement
connexe borné, nous présentons dans ce mémoire des résultats
originaux concernant les polynémes harmoniques, les transformations
harmoniques p-valentes, qui préservent l'orientation, puis les
transformations harmoniques p-valentes munies d'une dilatation de
Blaschke.
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chapitre 1

Introduction

Nous commencons le premier paragraphe du deuxiéme
chapitre par une nouvelle caractérisation des transformations
harmoniques a l'aide des équations aux dérivées partielles elliptiques
d'ordre un. Aprés, nous introduisons les transformations
harmoniques p-valentes dans un domaine D de C et nous terminons
ce paragraphe avec un résultat de A.Lyzzaik qui détermine la valence
locale d'une transformation harmonique.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous donnons quelques nouvelles
propriétés des polyndémes harmoniques. En particulier, nous
montrons dans le Théoréme 2.2.3 qu'il existe des transformations

harmoniques qui ne sont pas des polynémes et qui ont la propriété

que lm f{(z) = . Nous utilisons dans la démonstration le fameux
Z—oo

théoréme de Arakelyan sur l'approximation uniforme analytique.
Plusieurs autres propriétés caractéristiques des polynémes
analytiques ne restent plus valides pour les polynémes harmoniques.
Nous allons donner des bornes inférieures et supérieures optimales
concernant la cardinalité de l'ensemble des zéros d'un polynéme
harmonique.
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Dans le paragraphe trois du chapitre 2, nous étudions les
transformations harmoniques p-valentes qui préservent l'orientation.
Nous introduisons d'abord la notion d' homéomorphisme faible et
nous présentons une démonstration du lemme 2.3.6 qui est un
résultat original concernant la valence et le nombre de zéros de la
dérivée de la transformée de Clunie et Sheil-Small.

Nous commencons le premier paragraphe du troisiéme
chapitre par la présentation de notions géométriques prélimninaires
comme par exemple, la définition d'un domaine réglé , d'un point de
corné, d'un point de concavité ou d'un point de convexité.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous supposons que la dilatation
a(z) admet un prolongement analytique a travers un intervalle J du
cercle unité dU de sorte que [a| = 1 sur J. Le premier résultat
principal est le théoréme 3.2.2. combiné avec le corollaire 3.2.3 qui
s'appliquent aux transformations harmoniques p-valentes. Nous allons
montrer que si f est une solution bornée de g—;(z) = a(z)g—i(z) , alors
les valeurs de f*(elt) sur J sont déterminées par les valeurs de a(eil).
Nous montrons en particulier qu'il n'existe aucune solution de cette
équation qui représente une transformation harmonique p-valente de
U sur un domaine strictement convexe Q. D'autre part, si f*(J) est un

segment linéaire I, alors f* relie les deux extrémités de I en sauts.

Dans le troisi€éme paragraphe de ce chapitre, nous supposons
que f'(eit) = q sur un sous-intervalle J de dU. Nous présentons une
démonstration originale du lemme 3.3.2 qui démontre que l'angle de
la direction de la tangente vers l'avant de dQ et celle de la direction
de la tangente vers l'arriére de dQ2 existent en chaque point intérieur
q de 3Q N f*(J).

Le deuxiéme résultat principal dans ce paragraphe est le
théoréme3.3.4 qui donne une estimation optimale pour la variation
totale de l'argument de a(z) sur J. En effet, nous obtenons une
relation entre l'image inverse (f")-1(q) d'un point de la frontiére q e
dQ et la variation de arg a(eit) lorsque f*(eit) = q.
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L'étude des transformations harmoniques p-valents munies
d'une dilatation de Blaschke est poursuivie au prochain paragraphe.
Le premiér résultat est le théoréme 3.4.3 qui dit que la frontiére JdQ

contient au plus 2 + -I;Jl points de convexité. Plus précisement, nous

montrons que le nombre de points de repos complet est égal a
N+2p, l'ordre compté.

Dans le théoréme 3.5.2, nous donnons une condition nécessaire
et suffisante pour un quasihoméomorphisme f* de dU sur 9Q , afin
que son intégrale de Poisson soit une solution p-valente qui
transforme U sur Q. Ces condtions seront transforrnées dans le
paragraphe suivant en un systéme d'équations qui sont plus maniables
pour la constrution explicite de ces transformations.

Dans le dernier paragraphe, nous commeng¢ons avec un lemme
qui considére le cas particulier ot a(z) est un seul facteur de
Blaschke. Nous montrons qu'il existe une solution univalente qui
transforme U sur Q si et seulement si dQ2 contient exactement trois
points de convexité et nous terminons ce paragraphe en énoncant le
théoréme 3.7.3 qui est démontré par P.Duren et W.Hengartner dans
[DH].



Chapitre 2

Transformations harmoniques p-valentes.

2§1 Transformations harmoniques.

Soit D un domaine du plan complexe C. Une fonction w = u + iv =
f(z), z = x + iy e D, est dite une transformation harmonique définie sur
D, si les parties réelles et imaginaires de f sont des fonctions
harmoniques sur D, i.e., si

2f 9% 3%f

2.1. - - _ '
(2.1.1) Af %2 52 do— O sur D
0ﬁ£=l g__'.?_f_ et_aizl _@i.{,.i_ai

oz 2\ax oy) a2 2\ oy )

De (2.1.1) nous déduisons immédiatement que f admet localement
la représentation

(2.1.2) f=h+g

ou h et g sont des fonctions analytiques (ou multiformes analytiques) sur
D. De plus, le Jacobien Jf de la transformation f est donné par

2

2

o
z

of

(2.1.3) Jf= |—
dz
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Donec, f préserve l'orientation si et seulement si f n'est pas une
constante et si sa (deuxiéme) dilatation,

g'(z)

(21.4) als) = £

satisfait la condition |a(z)| < 1 sur D. Remarquons aussi que dans ce
dernier cas, a(z) est une fonction analytique sur D. En effet, 'ensemble
des points Z(h',D) ou h' s'annule dans D, sont des singularités isolées de
a et puisque |a| < 1 dans D \ Z(h',D), on déduit que ces singularités
sont enlevables. En général, la dilatation a(z) de f est une fonction
méromorphe ou on a a(z] = o sur D. Notre premier résultat est le
lemme suivant.

Lemme 2.1.1 (original). Soit w = f(z) une application de classe C" du
domaine D de C telle que f(D) n'est pas sur une droite. Alors f est une
transformation harmonique si et seulement si f est une fonction
analytique sur D ou bien f est une solution de

of, .
(2.1.5) a—_(Z) = a(Z)—(Z)
ou afz) est une fonction méromorphe telle que |a| n'est pas
identiquement 1.

Démonstration:

a)} Si f est une transformation harmonique, alors on a la représentation
locale f=h + g et donc a = g'/h' est ou bien une fonction méromorphe
ou bien h'(z) = 0 sur D Supposons que [a] = 1 sur D. Alors il existe un
a réel tel que a = e!* et nous obtenons g=e%hnetgs= e'“h + p, ot p
est une constante. Donc, nous avons

f=h+ e ®h + p = e19/2(el®/2h 4 1@/2F) 4 P
= 2e71%/2 Re(el®/2p) + B

ce qui implique que f{D) est sur une droite. Mais ce cas est exclu et
nous avons montré la nécessité des conditions.
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b) Soit f une solution de (2.1.5). Si a(z) = <, alors {; = gé(z) = OsurDet

f est une fonction anti-analytique et donc harmonique sur D. D'autre
part, le cas ou f est une constante est exclu. Supposons maintenant que
a(z) est une fonction méromorphe et que f est une solution de (2.1.5).
Alors nous avons

————— ——

- d (df o (df
2.1. = —_—) e = —| — | = Af.
(2.1.6) At 482(8‘2) 4a:—z(az) 2
Donec, si [a(z)| # 1, nous avons Af(z} = O. Puisque le cas {a] = 1 est
exclu, l'ensemble E = { z € D: |a(z)]| = 1} est une réunion dénombrable

des courbes analytiques. Finalement, f € C" et Af = O sur D\E entrainent
que f est harmonique sur D et le lemme est démontré.

Remarques 2.1.2.

1. Il suffit de demander que f appartienne a l'espace de Sobolev WII(;%,

parce que la régularité de a implique que les solutions f de (2.1.5) sont
de classe C*.

2. Si |a(z)| = 1, on ne peut pas déduire que f est une transformation
harmonique sur D. En effet, f(z) = e71%/22Z est une solution de (2.1.5)
aveca = el®,

3. Soit ¢ une transformation conforme (analytique et injective) et soit f
une transformation harmonique. Alors f] = f{¢) est une transformation
harmonique et elle satisfait I'équation aux dérivées partielles elliptiques

(2.1.7) N2 10w a1@ = ale).
o0Z 0z

D’autre part, on ne peut pas conclure que ¢(f) est une transformation
harmonique. En d'autres mots on peut introduire des domaines
standardisés pour les domaines de définition des transformations
harmoniques mais pas pour leurs images.



Définition 2.1.3:

1. Soit w = f(z} une fonction définie sur un domaine D de C. Nous notons
I'ensemble des zéros de f dans D par Z(f,D) et sa cardinalité, le nombre
des z€ros de f, par # Z(f,D). La fonction f est dite p-valente sur D, si
pour tout w dans Q = (D), # Z(f - w.D) ne dépasse pas p et s'il existe un
wo € Q tel que #Z(f - wp) = p.

2. Une fonction w = f(z) est dite localement p- valente en zg € D, s'il
existe un ro > 0 tel que f est p-valente dans chaque disque

{z: |z-20] <1}, r <1

Remarquons que pour tout p € N, il existe des transformations
harmoniques p-valentes qui sont localement univalentes en chaque
point de D. En effet, la fonction f(z) = ez définie sur

D={z=x+iy:x<0et |y| < n}

en est un tel exemple.
Le résultat suivant est du a4 Lyzzaik [L1].

Théoréme 2.1.4: Soit f une transformation harmonique définie sur D
telle que l'image de chaque continuum (ensemble fermé et connexe
contenant plus qu'un point) est un continuum.

1. Si {alz)| < 1, alors f est localement p-valente en zg € D, si et
seulement si d*h (zo) =0 pour 1 <k <p,et Q_;’E[ZO] # 0.
de - ’ de

2. Si |a(z)| > 1, alors f est localement p-valente en zp € D, si et
wlement si $-E(zg) = 0 1 <k<p et $E(z) 20
seulement si Ez'k-(zo) =0 pourl < p: € @ zg) # O.

3. Supposons que |a(z})| = 1, a(z) = alzo) + Zak(z-zo)k,am #0 et h(z)
k=m

= h(zo) + Yaglz-—2zg)¥.a, #0.
k=n

Alors f est localement p-valente en zo e Doun+m <p <n + 2m.
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Exemple 2.1.5: Considérons la fonction f{z) = Z + z2/2. Alors a(z) = 1/z.
Nous avons n = m = 1 pour chaque point du cercle unité. Si z = i, alors
p=2=n+metpourz=1nousavons p=3=n+2m.

Contrairement au cas des fonctions analytiques, il est possible
qu'une transformation harmonique f(z) soit 2-valente dans le disque
unité U et que f (eit) = fleit) soit un homéomorphisme entre la
frontiére dU et une courbe de Jordan T.

Exemple 2.1.6: Considérons la transformation flz) = 3z - Z + z2 + 22 et

D = U. La dilatation est a(z) = ;ZZ“I etona |[a] <1 six>-1/2. Par les

+3
figures (2.2) et (2.1) on voit bien que f est 2-valente sur U et univalente

sur JU.
282 Polynomes harmoniques.

Soit f = h + g un polyndme harmonique de degré n. Nous donnons
dans ce paragraphe des exemples qui montrent que plusieurs
propriétés des polyndémes analytiques ne sont plus vraies pour les
polynémes harmoniques. Nous commenc¢ons par étudier le nombre de
zéros d'un polynéme harmonique.

Théoréme 2.2.1 (original): Il existe des polynémes harmoniques de
degré n, n > 0, qui ne s'annulent en aucun point de C.

Démonstration: Soit p(z) un polynéme analytique. Alors le polyndéme
harmonique f(z) = (1+i)(p(z) + p(z)) + 1 ne s'annule pas. En effet,
Im(f(z)) = O implique que Re(f(z)) = 1.

L'autre cas extréme est:

Théoréme 2.2.2 (original): Il existe des polynémes harmoniques qui
s'annulent en une infinité des points de C. Donc, un polynéme
harmonique n'est pas nécessairement p-valent sur C.

Démonstration: Le polynéme p(z) =z + Z + (z2 - Z2)/2 = 2x(1l+iy)
s'annule sur l'axe imginaire.



Figure 2.1. Image du cercle unité par f .

Figure 2.2. Image du disque unité par f .
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Avant de donner d'autres résultats sur le nombre de zéros d'un
polynéme harmonique, nous montrons qu'une autre caractérisation des

polynémes analytiques ne tient plus. II est bien connu qu'une fonction

entiére f (analytique sur C) est un polynéme si et seulement si lim f£(z)
Z—>oo

existe dans € U . En particulier, f est un polynéme analytique non

constant si et seulement si lim f(z) = .
Z—>o0

Théoréme 2.2.3 (original):
a) Il existe des polynémes harmoniques telles que lim f(z) n'existe pas
Z—o

dans C U .

b) Il existe des fonctions harmoniques f sur C qui ne sont pas des
polynémes et qui satisfont la propriété lm p(z) = .

Z—>o0
Démonstration:

a) Nous avons vu que le polyndéme p(z) = z + Z + (22 - Z2)/2 = 2x(l+iy)

s'annule sur l'axe imginaire . D'autre part, nous avons lim f(x}) = .
X—yo0

Donc, lim p(z) n'existe pas dans C U .

Z—>oo
b) Considérons le sous-ensemble fermé F ={z: [x|] 21} u{zx=0}
de C. Soit k(z) = z si |[x| 2 1 et k(z) = O si x = 0. D'aprés le théoréme

d'Arakelian sur l'approximation uniforme (voir par exemple [GH] ), il
existe une fonction entiére G(z) (analytique sur C) telle que |G-k|_ =

su]? |G(z) - k(z)|] < 1 Donc G n'est pas un polyndéme parce que G est
Ze

bomé sur l'axe imaginaire. De plus, nous avons

|[Re G(z)| > |x] -1si|x|21et [ReG(z)] 202 |x| - 1si|x]| £1. Donc
|Re G{z) | > |x| - 1 pour tout z e C. Posons {(z} = Re(G) + iy. Alors nous
avons

|f(z)| = max(|Re G(z|.|y|) 2 $(|Re G@| + [y]) > (x| + |y| - 1)

pour tout z € C. Donc, lim f(z) = .

Z—>o0
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Le théoréme suivant montre qu' une autre propriété fondamentale
des polyndomes analytiques ne tient plus pour les polynémes
harmoniques.

Théoréme 2.2.4 (original): Il existe des polyndomes harmoniques f tels
que l'image f(C) = C.

Démonstration: Le polyndéme harmonique f(z} = (1+i)(p(z) + p(z)) + 1 du
théoréme 2.2.1 omet les deux demi-plans {w = u+iv: u - v> 1} et

{w = u+iv: u - v < 1}. De plus, le polynéme harmonique

p(2) = z + Z + (22 - 22)/2 = 2x(1+iy) omet l'axe imaginaire moins
I'origine.

Remarquons qu'il n'y aucun polynéme harmonique qui omet un
seul demi-plan. En effet, en appliquant une rotation et une translation
appropriées a l'image f(C), nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, que le demi-plan & droite, {w: Re w > O} est omis. Puisque
Re f est dans ce cas bormé nous déduisons que Re f est une constante et
donc f(C) est sur une droite et omet deux demi-plans.

Pour un polyndéme harmonique, la {(deuxiéme) dilatation a(z) =
g'(z)/h'(z} est une fonction rationnelle ou a = «~. Dongc, la valeur de a(~)
est bien définie. Dans tous les exemples que nous avons donnés ci-
dessus, nous avons eu |afe}| = 1. La situation change complétement si
[a(es}| # 1. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que |a(e}|
< 1. En effet, sinon, considérons le polynéme P. Dans ce cas il existe un

R>0telque [a] £k <1 sur Ar ={ 2z: |z| > R}. En d'autres mots, nous

pouvons supposer que f est K-quasiréguliére sur Agr ou K = ISFE _i*':a:' et
z/> —la
f préserve l'orientation. Rappellons qu'une fonction f qui est

quasiréguliére sur un domaine D peut étre représentée par
(2.2.1) f(z) = Aly(z))

ou y est un homéomorphisme sur D qui préserve l'orientation et A est
une fonction analytique définie sur y(D). Il s'ensuit que la classification
des sigularités isolées est la méme que celle pour les fonctions
analytiques et que le principe d'argument reste valide pour les
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transformations harmoniques qui préservent l'orientation. En
particulier nous avons:

Théoréme 2.2.5 (original): Soit f une transformation harmonique telle

que |a(e)| = 1. Alors f est un polynéme si et seulemnt si lim f(z) existe
Z—oo

dans C u «. De plus, le polynome est une constante si et seulement si la

limite est finie.

Remarque 2.2.6 : Il est possible que [a(=)| = 1 et que im p(z) = «. En
Z—>oo

effet, considérons le polynéme harmonique p(z) = (z2 - Z2)/2 + (1+i)z =

X-y + i(2xy + x + y). Alors p est 2-valente, p(C) = C, et lim p(z) = .

Z—yoo
Nous avons a(z) = -z/(z+1+i). Donc |a| = 1 sur la droite y = -1 - x et
px,-1-x) = 1 + 2x - i(2x2 + 2x +1).

Revenons au probléme du nombre de zéros d'un polyndome
harmonique p(z). Notons par Z(f,C) l'ensemble des zéros d'une fonction
f et par # Z(f,C) sa cardinalité, multiplicité comptée. Le résultat suivant
donne une borne supérieure de # Z(p,C) d'un polynéme harmonique p
et il est da a [W] et [BHS].

Théoréme 2.2.7: Soit p(z) un polynéme harmonique avec |al(e)| = 1.
Alors p admet au plus n? zéros, multiplicité comptée. La borne n2 est la
meilleure possible.

Avant d'énoncer le prochain resultat qui concerme la borne
inférieure de # Z(p,C), nous démontrons un lemme qui utilise le
principe d'argument.

Lemme 2.2.8 (original): Soit f(z) un polynéme harmonique de degré n
avec |afe)| < 1 et soit K = {z € D: |a(z)| = 1}. si O e f(K?), alors le
nombre de zéros de f, multiplicité comptée, est plus grand que n.
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Démonstration: Soit O € f(K°), alors il existe un cycle r dans Q assez
proche de 0Q , tel que §darg(f) < 0. En appliquant le principe
r

d'argument pour le domaine G borné par T et le cercle {z: |z] = R},
nous déduisons que le nombre de zéros de p dans G est plus grand que
n et le lemme est démontré.

Notre résultat principal de ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 2.2.9 (original): Soit f(z) un polynéme harmonique de degré
n avec |a(e)| # 1. Alors f est p-valente avec n < p < n2. La borne
inférieure p = n est atteinte si et seulement si le polynéme est de la
forme

(2.2.3) f(z) = p(2) + bp(z), |b| = 1.

Démonstration: Sans perte de généralité on peut supposer que |afe)]| <
1. La conclusion p < n2 suit du théoréme 2.2.7. Soit K = {z : |a(z)| > 1}.
Si K est vide, alors |a| < 1 sur C et a(z) est donc une constante.
f(z) - af(z)
1-|af?
nous concluons que fj(z) est un polynéme analytique de degré n qui

Puisque la (deuxiéme) dilatation de fi(z) = est aj(z) = O,

admet exactement n zéros, multiplicité comptée. Finalement, on
obtient f par la transformation affine f(z) = fi(z) + afj(z) qui est de la
forme (2.2.3). D'autre part, si f est de la forme (2.2.3), alors

# Z(f-w,D) = n pour tout w e C.

Supposons maintenant que K n'est pas vide. En appliquant le
principe du module maximum pour les fonctions analytiques nous
déduisons qu'il existe un w € KO tel que a(w) = «. D'aprés le lemme
précédent f-w contient au moins n+l zéros. Donc, f est p-valente avec
P > n et le théoréme est établi, ainsi que le lemme.

Nous terminons ce paragraphe par I'énoncé de deux problémes ouverts.

Problémes ouverts:
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1. Soit p(z) un polynéme analytique de degré n > 1. Donner la meilleure
borne supérieure pour le nombre de zéros de f(z) = p(z) - Z. T.Sheil-
Small a émis la conjecture que # Z(f,C) < 3n - 2.

2. Soit f une transformation harmonique sur C. Si f est p-valente, est-ce

qu'on peut conclure que f est un polynéme? La réponse est affirmative

dans le cas ou la limite a(~) = lim a(z) existe et |a(«)| # 1.
Z—>ca

283 Transformations harmoniques p-valentes qui
préservent l'orientation.

Rappelons (voir ci-dessus) qu'une transformation harmonique f
préserve l'orientation sur un domaine D si son Jacobien Jf= O et Jf n'est
pas identiquement O sur D. En d'autres mots, le lemme 2.1.1 nous dit
que f préserve l'orientation sur D si et seulement si f est une solution
non-constante du systéme d'équations aux dérivées partielles
elliptiques (2.1.5}

——

of of

—(2) = alz2)—(z

az[ ) [)az( )

ou a(z) est une fonction analytique dans D ayant la propriété [a(z)| < 1
pour tout z € D. Nous avons aussi mentionné qu'une telle transformation
est une fonction quasiréguliére sur D et qu'elle peut étre représentée

par
(2.8.1) flz) = Aly(2))

ol y est un homéomorphisme défini sur D qui préserve l'orientation et
ou A est une fonction analytique définie sur y(D). Donc, du point de vue
topologique, les transformations harmoniques qui préservent
l'orientation se comportent comme des fonctions analytiques. Leurs
zéros sont isolés (On peut parler de l'ordre d'un zéro de f) et le
principe d'argument reste valide. Contrairement au cas des
transformations harmoniques univalentes, une transformation
harmonique p-valente, p > 1, ne préserve pas nécessairement
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I'orientation. Ainsi, par exemple, le polynéme p(z) = z + Z2 est 4-valent
sur D = [z: [z]| < 2} mais il ne préserve pas l'orientation sur D.

Définition 2.3.1: Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe de
C et soit ¢ une transformation conforme du disque unité U sur Q.
Notons que ¢ admet une extension sur le disque fermé U qui est un
homéomorphisme de U sur Q. Nous disons qu'une fonction f*(eit) du
cercle unité oU sur dQ est un homéomorphisme faible de dU sur 9Q, qui
préserve l'orientation, si

(2.3.2) 8(t) = arg (¢! o f*(elt))

est une fonction continue non décroissante sur [0,2n] telle que 9(2n) =
8(0) + 2rn. En d'autres mots, f est un homéomorphisme faible du
cercle unité dU sur 9, si et seulement si f° est une fonction continue
de dU sur 0Q et est la limite simple d'une suite d'homéomorphismes de
oU sur dQ.

Le prochain résultat est da a H. Kneser [K].

Théoréme 2.3.2. Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe de
C et soit f* un homéomorphisme de dU sur 9Q. Alors la solution du
probléme de Dirichlet (l'intégrale de Poisson) est une transformation
harmonique et univalente de U sur Q si et seulement si f(U) < Q.

Remarques 2.3.3.

1. Chaque extension continue f de f*, de JU dans U posséde la propriété
que f(U) o Q. Donc, la condition f(U) < Q est équivalente a la

condition f(U) = Q.

2. Si Q est un domaine convexe, alors l'intégrale de Poisson f de f*
posséde la propriété f{U) < Q parce que la mesure harmonique est
une mesure de probabilité. Donc, dans ce cas, f devient
automatiquement univalente. Ce résultat a été démontré
indépendantement (plus tard) par G. Choquet [C1].
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3. Le théoréme de Kneser ne tient pas pour les domaines non bornés.
2z

1+z°

F(s)=s + 5 + (s2 - §2)/2 = 20(1 + it) et f(z) = F(s(z)). Alors f* est un
homéomorphisme de dU sur dQ2 U « qui préserve l'orientation, f{U) = Q
et f n'est pas injective.

En effet, considérons Q ={w: Rew< 1}, s=06 +it=

4. P.Duren et W.Hengartner [DH] ont montré que le théoréme de
Kneser peut étre modifié pour les domaines de Jordan de connectivité
finie et des homéomorphismes faibles f*.

Dans le reste de ce travail, nous allons étudier des transformations
harmoniques p-valentes du disque unité sur des domaines de Jordan
simplement connexes.

Définition 2.3.4:
1. Soit Q un domaine de Jordan de C, et soit ¢ une transformation

conforme du disque unité U sur Q. Nous disons qu'une application
p-valente f'(eit) du cercle unité dU sur 9Q est localement un
homéomorphisme faible de dU sur df2, qui préserve l'orientation, si
(1.3.2)

8(t) = arg (¢-1 - f*(eit))

est une fonction continue non décroissante sur [0,2x], telle que 9(2r) =
3(0) + 27p.

2. Si, de plus, la (deuxiéme) dilatation a(z) de la solution f du probléme
de Dirichlet posséde la propriété |a| < 1 sur U, alors nous disons que f

est une transformation harmonique p-valente de U sur Q qui préserve

I'orientation.
Remarques 2.3.5.

1. Puisque |[a] < 1 sur U, le principe d'argument s'applique et nous
avons pour tout w € Q donné
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(2.3.4) 2np = ¢darg(f-w) = §darg(df) = §darg(h'dz-gdz)
|zl=t |zt=r |zl=r

= ¢darg(h'dz) + ¢ darg(l-t—a—%): $darg(h’dz)

|zl=r |z]=r |zl=r

=21 + §darg(h’) = 2n(l + # Z(h',U))

lz[=r

=2+ ¢darg(h') + ¢darg(l-a)

|z|=r |zl=r

=2n + ¢darg(h'-g') = 2n(1 + # Z(h' - g.U))

lz|=r

our, O <r< 1, est assez proche de 1. Une fois de plus, # Z(f,D) signifie
le nombre de zéros de f dans D, multiplicité comptée. Donc,

(2.3.5) §darg(f-W) = {darg(df) = 2n(1 + # Z(b' - g.U)) = 2np,

jzl=r izl=r
pour tout w € Q.

2. Notons que nous n'avons pas remplacé la condition |[a| < 1 sur U par
la condition de Kneser f(U) c Q.

Lemme2.3.6 (original): Soit Q un domaine de Jordan convexe et soit f*
une application p-valente qui est localement un homéomorphisme faible
de oU sur 9Q. Soit f = h + g la solution du probléme de Dirichlet. Alors

la transformée de Clunie et Sheil-Small [CS]:
(2.3.6) 0n(z) = e!®h(z) - e %g(z)

est n-valente, 2 < n < p et le nombre de zéros de ¢4’ est # Z(¢,") = p-1.

multiplicité comptée, pour tout a réel.
Démonstration: Nous avons

(2.3.7) Im e'*f(z) = Im ¢,(2).
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Chaque maximum (resp. minimum) local de Im ¢y(elt) est un maximum
(resp. minimum) local de Im e'*f*(elt). Ces maxima (resp. minima) sont

atteints en p points. Donc, aa—tlmq)a(eit) change 2p fois le signe et

puisque ¢4{U) est un domaine, nous déduisons du principe d'argument
appliqué & ¢, - w et a iz¢,' que ¢, est n-valente, 2 < n < p, et que
Z(9g.U) = p - 1, multiciplité comptée, pour tout o réel.



Chapitre 3

Transformations harmoniques p-valentes
munies d'une dilatation de Blaschke.

351 Notions géomeétriques préliminaires.

Dans ce chapitre, nous introduisons plusieurs notions
géométriques. La premiére définition est die a C.Pommerenke [P].

Définition 3.1.1.

1. Nous disons que B(7t) est une fonction réglée sur l'intervalle (a.b) si
les limites a droite et & gauche,

(3.1.1) PB(1+0) = lim B(o) et B(-0) = lim B(o).
olt olt

existent pour tout 1 € (a,b).

2. Nous disons qu'une courbe fermée I' de C est réglée si elle admet
une représentation paramétrique localement injective, I' = {w(t), a <t <
b}, telle que pour chaque q = w(1), l'angle de la direction de la tangente
vers l'avant de I’ en w(1),

(3.1.2) B(@ = Brlq) = limarg[w(c)-w(t)] = imarg[w(c)-ql
olt clt

existe et définit une fonction réglée.
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3. Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe et soit ¢ une

transformation analytique et univalente (conforme} de U sur Q. Alors Q
est dit un domaine réglé si ' = dQ = ¢(dU) est une courbe réglée.

Dieudonné [P] a montré que B(1) est une fonction réglée si et
seulement si elle peut étre approchée uniformément par des fonctions
en escalier. De plus, nous avons B(1+0) = B(1-0) hors d'un ensemble
dénombrable des t. De plus, si Q est un domaine de Jordan réglé, alors
BrL(g) - m est la direction de la tangente vers l'arriére en q = w(t) et
chaque point q € JdQ posséde une tangente hors d'un ensemble
dénombrable qui est formé par des points dont 'angle d'ouverture a(q)
vu de l'intérieur du domaine n'est pas =.

Définition 3.1.2. Soit Q un domaine réglé. Nous disons qu'un point q €
0Q est un corné en q, si l'angle d'ouverture a(q) vu de l'intérieur du
domaine, est zéro.

Définition 3.1.3. Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe de
C. Nous disons qu'un point q € dQ2 est un point de concavité (par
rapport a Q) s'il existe un segment linéaire L qui contient q comme
point intérieur tel que L \ {g} est dans Q. D'autre part, nous disons
qu'un point q € dQ est un point de convexité (par rapport a Q) s'il
existe un segment linéaire L. qui contient q comme point intérieur tel
que L \ {q} est dans l'extérieur de Q.

Remarques 3.1.4.

(a) La frontiére d'un domaine convexe borné ne contient aucun point de
concavité et q € dQ est un point de convexité si et seulement si q est
un point extréme de Q.

(b) Soit Q le quadrilatére dont les sommets sont w; = 1, wg =i, w3z = -1
et wgq = i/2. Alors q = i/2 est le seul point de concavité dans JdQ et les
points de convexité sont les trois points q = 1, gq=ietq = -1.

(c) 11 n'existe aucun domaine de Jordan simplement connexe (donc
borné) dont la frontiére ne contient que des points de concavités. Il y a
au moins 3 points de convexité.
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3§82 Le cas [a| =1 sur un intervalle J de JU.

Dans ce paragraphe, nous supposons que la dilatation a(z) admet un
prolongement analytique a travers un intervalle J du cercle unité dU de
sorte que |a| = 1 surdJ. Sif est une solution bornée de (2.1.5)

F - _ . of
32'(2) = a(z) . (z),

alors les valeurs de f'(eit) sur J sont déterminées par les valeurs de
a(elt). Plus précisément, nous allons montrer que

(3.2.1) arg df*(eit) = - —% arg a(eit) mod = f*-a.e. sur J.

Notre premier lemme est da a [AL].

Lemme 3.2.1. Soit f* € L1(3U) une fonction a variation bornée sur un
intervalle J de 9U et soit f = h + g l'intégrale de Poisson de f". Alors les

limites non tangentielles de h' et g' existent et sont finies pour presque
tous les eit e J. En particulier, nous avons pour tout p > O:

(3.2.2) Iim (1-r)P h'(reit) = 0 a.e. sur JU.
r-l
En utilisant ce lemme, Bshouty et Hengartner [BH] ont démontré
le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2 (partiellement original). Soit a(z) € H(U), |a| < 1 dans
U et supposons que a(z] admet un prolongement analytique a travers
I'intervalle J = {elt, y <t < 8}, v < & < ¥ + 2w, et que |a|] = 1 dans J.
Soit f(z) une solution bornée de f; = af, telle que f*(eit) est a variation
bornée sur J. Alors, on a pour les limites radiales f*(elt)

(3.2.3)  f(eity - a(elt)f (ell) + jtf'(eit)da(eit) = const.

presque partout sur J. De plus, si f est une transformation p-valente de
U sur un domaine de Jordan Q, alors en remplacant f*(elt) par les
points d'accumulation de f en eit, (3.2.3) est valide en chaque point de
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J. En d'autres mots, (3.2.3) reste vrai pour chaque valeur approchée de
f lorsque z tend vers eit e J.

Démonstration: La premiére conclusion est démontrée dans [BH,

Théoréme 2.2 et Remarque 2.3]. Supposons donc que f est une

transformation p-valente de U sur un domaine de Jordan Q. D'aprés

Hengartner et Schober [HS3, Lemme 3.1], on a les propri€étés suivantes:

(a) La limite hmi f(z) = f(eit) existe et elle se trouve sur 9Q pour tout
VA 4+

eit € 3U \ E ou E est un ensemble dénombrable.

(b) Si eit € E, alors l'ensemble des points d'accumulation de f en eit est
un segment linéaire dans Q qui joint deux points de 0Q.

En particulier, a part des sauts, f*(elt) est une fonction continue sur J.
Donc (3.2.3) reste valide partout sur J.

La relation (3.2.3) peut étre exprimée sous forme différentielle

(3.2.4)  dff(eit) - a(e™)df (e'') = 0; f-a.e. sur J
ou d'une maniére équivalente, par

(3.2.5) Im \/Et_)df‘(eit) = 0; f*-a.e. sur J.

Si df*(elt) # 0, nous avons

(3.2.6)  arg df'(eit) = - 1 arg a(e!t) mod .

Le corollaire suivant est démontré dans [BH,Corollaire 2.5], pour
les transformations harmoniques univalentes. La méme démonstration
tient aussi pour les transformations harmoniques p-valentes de U sur Q.

Corollaire 3.2.3. Soit a comme dans le théoréme 3.2.2 et soit f une
solution p-valente de (2.1.5) qui transforme U sur un domaine de
Jordan Q. Soit eit un point intérieur de J.

(a) Si f* admet un saut en eit (ce qui arrive si et seulement si f*(J)
contient un segment linéaire), alors nous avons
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(3.2.7) arg [f*(ei(t+0)) - f*(eilt-0))] = -% arg a(elt) mod m.
(b) Si f* est continue en eit, alors

(3.2.8) Illir% Im{+a(elt) (f*(eit+h)-f*(eit)]/h} = O.

(c) Si f* n'est pas une constante sur l'intervalle [t,t+8], § > O, alors la
limite & droite

(3.2.9) wyr(t) = klﬁlcl) arg [f*(eilt+h)) - f*(eilt-0))]

= —% arg a(eit) mod n

existe en eit € J. De méme, si f' n'est pas une constante sur l'intervalle
[t-8,t], 8 > O, la limite & gauche

(3.2.10) wy_() = EJ% arg [f*(eilt+0)) - f*(eilt-h))]
= -% arg a(eit) mod &

existe en eit € J.
Remarques 3.2.4.

1. Soit a comme dans le théoréme 3.2.2 et soit f une solution bornée
de (2.1.5). II n'existe aucun sous-intervalle ouvert non vide J; de J tel
que tous les points f* (eit) soient des points de convexité. En
particulier, il n'existe aucune solution de (2.1.5) qui est une
transformation harmonique p-valente de U sur un domaine strictement
convexe Q. D'autre part, si f'(J) contient un segment linéaire I, alors £
relie les deux extrémités de I en sauts.

2. R.Laugesen [L2 ] a montré que le corollaire 3.2.3 ne tient plus si on
remplace l'analyticité de a(z) sur J et la condition [a(eit)| = 1 sur J par
[afel)| =1 a.e. sur J.
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3§83 L'image inverse d'un point de la frontiére de Q.

Dans ce paragraphe, nous étudions l'image inverse (-1 q, dun
point g € JQ.

Définition 3.3.1. Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe et
soit f une transformation harmonique p-valente de U sur Q préservant
l'orientation. Fixons q € 9Q. Supposons que f'(eit) est localement un
homéomorphisme faible de dU sur dQ, qui préserve l'orientation. Alors
(f)-1(q) est la réunion de p sous-intervalles fermés mutuellement

disjoints de 9U, (f*)-1(q) = ﬁJk(q)
k=1
ou Jk(q) = {eit, vk(@) <t < dk(q)}.

Les relations (3.2.9) et (3.2.10), nous donnent immédiatement la
conclusion suivante:

Lemme 3.3.2 (original). Soit Q un domaine de Jordan simplement
connexe et soit f une transformation harmonique p-valente de U sur Q
préservant l'orientation (donc |a| < 1 sur U). Supposons que f'(eit) est
localement un homéomorphisme faible de dU sur 9Q (qui préserve
l'orientation) et que a(z) admet un prolongement analytique a travers

I'intervalle ouvert J du cercle unité dU et que |a| = 1 dans J. Si Jk(q) <
J,orona
(3.3.1) Bl@) = Br(@) = lim arg [f*(ei(Bk (@)+h)) - £*(ei(Ok(@)-0))]

= -1 arg a(ei®(@) mod &

et

(3.3.2) Brl@ = EJT:% arg [f*(ei{Tk(@+0)) - f*(eil(Yk(q)-h))]

- _% arg a(eiYk(q)] mod &
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Remarque 3.3.3. Du point de vue géométrique, les relations (3.3.1) et
(3.3.2) disent que I'angle de la direction de la tangente vers I'avant de
aQ

lim arg{w(o) — w(t)] = lim arg[w(c)—q]
olt olt

et celle de la direction de la tangente vers l'arriére de 9Q

lim arg{w(o) — w(t)] = lim arg{w(c)-q]
oTt cTz

existent en chaque point intérieur q de Q n f*(J).

Maintenant, nous allons démontrer notre résultat principal de ce
paragraphe. Nous allons suivre les arguments donnés dans [BH] en les
simplifiant substantiellement.

Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe et soit f une
transformation harmonique p-valente de U sur Q préservant
l'orientation. Supposons que f*(eit) est localement un
homéomorphisme faible de 0U sur 9Q et que a(z) admet un
prolongement analytique a travers l'intervalle ouvert J du cercle unité
dU et que |a| = 1 sur J. Suposons que Jk(q) = {elS, y(qQ) < s< 8(q)} < J
pouraumoins un k, 1 £k < p et que yk(q) < 8k(q). Dans cecas, f=h +
g admet un prolongement harmonique a travers l'intervalle ouvert
Jk(q). Donc, h et g admettent des prolongements analytiques a travers
Jk(g). Nous avons

of

g;(eit) = eit h'(eit) + ellg'(ell) = 2 eit h'(eit) et

afei) = SEE) _ () 3t /ar
elth'(elt) e'h'(elt)  af(elt)/or
sur Jk(q) \ Z(h',U). En d'autres mots, nous obtenons

(3.3.3) arg %(eit) = - % arg alelt) mod = sur Jk(q) \ Z(h',U).
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of ) I
Donc, arg é—(eit) est une fonction continue monotone décroissante sur
r

les sous-intrvalles de Jg(q) oa h' # 0. D'autre part, nous déduisons de la
géométrie que

(3.3.4) B(g) < arg —g{(eit) < Bulq) + < B(q) + 27 sur Ji(q) \ Z({'U).

Observons que arg alell) est défini comme une fonction continue qui
est monotone croissante sur 0 <t < 2rn. Fixons tets, yrlq) <t <s <
dx(g) et supposons que h'(eit)h'(eis) # 0. Alors, nous déduisons de
(3.3.4), et de la continuité de arg aleil) que

(2.3.5) 0 < Jlarg a(elt) - arg aleis)] < Br(g) + = - Bl@) = alq),

ou a(qg) est l'angle d'ouverture de dQ en q vu de l'intérieur du domaine
Q. En passant a la limite, nous obtenons la relation

(3.3.6) 0 < Llarg a(ei® (@) - arg a(eiYk(@)] < a(q).

1
2
Théoréme 3.3.4. Soit Q un domaine de Jordan simplement connexe et
soit f une transformation harmonique p-valente de U sur Q préservant
l'orientation. Supposons que f (eit) est localement un
homéomorphisme faible de 0U sur 9Q et que a(z) admet un
prolongement analytique a travers l'intervalle ouvert J du cercle unité
dU et que |a| = 1 dans J. De plus, soit q € IQ et supposons que J(q) c
J pour au moins un K,

1 < k £ p. Finalement, soit a(g) I'angle d'ouverture de dQ en q vu de
I'intérieur de Q.

(i) Si a(g) = O, alors vk(q) = 6k(q). Si O < a(g) < &, alors nous
avons I'inégalité stricte yk(q) < Sk(q) et

(3.3.7) %[arg a(eifk(@) - arg a(elTk(@)] = a(q).

(ii) Si alg) = &, alors ou bien yx(q) = dk(q) ou bien ykq) < 8k(q) et
Ia relation (3.3.7) est satisfaite. Les deux cas sont possibles.
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(iii) Si ® < a(q) < 2r, alors on a toujours yk(q) <dk(q). De plus, ou
bien la relation (3.3.7) est satisfaite ou bien nous avons

(3.3.8) Llarg a(e1%k@) - arg a(elk@)] = alg) - .

Les deux cas sont possibles.

Démonstration: Les relations (3.3.1) et (3.3.2) montrent que B(q) =
Brlg) et BL(q) existent et nous avons

Bl@) = -1 arg a(et®:(@) mod r et Brlg) = -3 arg a(elVk@) mod =.

Donc,

al@ =7 - B(@) + BL(Q) = Ltarg a(ei®k(@) - larg a(ei?k@) mod .

Puisque O < alg) < 2x, l'égalité (3.3.7) mod = s'ensuit de (3.3.6) pour
les trois cas (i), (ii) et (iii). Il nous reste a montrer que les deux cas
(3.3.7) et (3.3.8) sont possibles dans (ii) et (iii).

La fonction f(z) = z + 22/ 2 est univalente sur le disque unité U et
nous avons a(z) = z. De plus, a(22L) =1 et y(—?l] = 8("71),

Considérons la fonction

X 2 .
1++/2iz-z J+ i gl:1+z:l'zeU.

1
flz) = _2w/§arg[1—-\/§iz—22 —2-ar -

Alors, f est une transformation harmonique et univalente de U sur le
rectangle Q = {w: |u| < ﬁ et [v| < Z}. De plus, f est la solution du

probléme de Dirichlet de
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La dilatation de f est a(z) = -z% et nous avons a(%) = T, Y(%) = {f et
(%) = i—’t. Donc % (arg a(ei®k(d)) - arg a(eiTk(q))) = %(31: -m =x et
(3.3.7}) est satisfait pour le cas (ii).

Finalement D.Bshouty et W.Hengartner [BH] ont donné des

exemples ou on voit que (3.3.7) ainsi que (3.3.8) sont possibles dans le
cas (iii) et le théoréme est démontré.
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384 Le cas o1 a{z) est un produit de Blaschke fini

Nous supposons maintenant que la (deuxiéme) dilatation a(z) est
un produit de Blaschke fini,

o Z~-DPk

(3.4.1) a(z) = e J] —==. |pk| <1, 1 <k<N.
k=11-PkZ

Donc, a(z) est analytique sur le disque unité fermé et on a |afeit)| = 1.
Soit Q@ un domaine de Jordan simplement connexe réglé (voir
définition 3.1.1). Nous cherchons des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence d'une solution p-valente qui transforme le
disque unité U sur Q. Rappelons que (f')-1(q) est la réunion de p sous-
intervalles fermés mutuellement disjoints de JU,

p
(£)-1(q = kUJk(q] ot Jklq) = feit, yx(q) <t < dx(q)}.
)

Définition 3.4.1.. Soient Q et f comme dans le théoréme 3.3.4. Nous

disons qu'un point q € dQ est un point de repos complet d'ordre n(q)
de f si la relation (3.3.7),

Llarg a(e®®:@) - arg a(e"x@)] = a(q),
est satisfaite pour n(q) intervalles Ji(q).
Remarques 3.4.2..

1. Chaque point de convexité de d2 est un point de repos complet
d'ordre p.

2. L'expression "point de repos complet” peut porter a confusion. En
effet, si a(q) = 0, nous avons yk(q) = dk(g), c.a.d., Jx(g) est un seul
point (la fonction f* "ne s'arréte pas”). Pourtant il s'agit d'un point de
repos complet parce que l'égalité (3.3.7) est satisfaite. D'autre part, si &
< o(g) < 2r, nous avons toujours yx(q) < dx(q). et si I'égalité (3.3.8) est
satisfaite pour chaque k, q n'est pas un point de repos complet.

Notre premier résultat principal donne des conditions nécessaires.
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Théoréme 3.4.3 (original). Soit a un produit de Blaschke de la forme
(3.4.1) et soit f une solution p-valente de (2.1.5) qui transforme U sur
un domaine de Jordan simplement connexe et réglé Q. Alors nous
avons

(i) Zn(q} =N + 2p, ou q € dQ est un point de repos complet d'ordre
qedQ

n(q).

(ii) La frontiére dQ contient au plus 2 + —1;1 points de convexité.

-Démonstration: Soit PAC l'ensemble des points de repos complet
d'ordre positif de dQ et soit E l'ensemble des points q € 9Q tels que
a(q) = 2n et 8x(q) = Yk{q) pour m(q) des k, m(q) > 0. Définissons Alt)
= arg a(elt) comme une fonction continue (monotone croissante) sur
[0.27), telle que A(O) e [0.2m). Notons que A(2n) - A(0) = 2N=n et fixons
go € 0. Posons

n(q) m(q)
(8.4.1) Bt)=m > > Hql)-xY > Hqk( - $AM;
qePAC k=1 qeE k=1

B(di(qo)) = B(qo).
ou Hgk(t) est la fonction de Heaviside

o if 8;(qp) € t < 81 (q)

Hqk(t) = {1 if 81 (q) <t < 81(qp) +27°

Remarquons que nous avons pour tout q € dQ et tout k, 1 <k < p:

B(8k(q)) = B(q) et B(yk(g)) = Br(q).

Nous allons montrer que la premiére somme dans (3.4.1) contient
seulement un nombre fini de termes et qu'il n'existe aucun q € E.

a) Nous montrons d'abord que E ne contient qu'un nombre fini de
termes. En effet, sinon, on peut extraire une suite de points g; de E
qui converge vers un point q € dQ. Nous avons B(q;) - BL(qj) = - m et
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donc B(g; ne converge pas ce qui contredit I'hypothése que Q soit un
domaine réglé.

b) La relation (3.4.2)

B(di(qo) + 27) - B(di{go)) = 27p = Y. n(q) - = Y m(q) - Nr.
gePAC geE

montre que la premiére somme ne contient qu'un nombre fini de
termes, c.a.d., f(dU) ne contient qu'un nombre fini des points de repos
complet d'ordre positif.

c} Il n'y a aucun q € Q2 avec a(g) = 2n. En effet, s'il existe un q € dQ tel
que alg) = 2r, alors on doit avoir un nombre infini des points de
convexité par rapport a f{U) et donc un nombre infini des points de
repos complet d'ordre positif ce qui contredit b}.

d) Finalement, (3.4.2) entraine que

(3.4.3) 2rp = Y n(q) - Nr
qedQd

et I'énoncé (i) du théoréme est établi. Puisque un point de convexité q
de dQ est un point de repos complet d'ordre p nous déduisons de
(3.4.3) que le nombre nc de ces points est 2np + Nt = = Zn(q) 2 nepTw,

qedQ
doin.<2+ E ce qui compléte la preuve.
Exemples 3.4.4
1. La fonction f(z) = zP + zP(n+1) /(n+1l) est une transformation

harmonique p-valente définie sur U. Sa dilatation est a(z) = z0P = zN. La

frontiére dQ de l'image Q = f(U) contient les n + 2 = 2 + l;— points de
convexité

n+2
n+l

i

e2ikn/(n+1), 0 < k < n+1,
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qui sont des points de cormés pointés vers l'extérieur de Q. Dans cet

exemple, nous avons donc pne = 3. n(q) = N + 2p.
qedQ

(2) La fonction considérée dans la preuve du théoréme 3.3.4,

1+\/§iz—22] i |:1+z]
,Zz e U,

1
f(z) = 2\/-2—arg[1—w/§iz—zz + Earg -

est univalente (p=1), et sa dilatation est a(z) = -z4. Donc pnc=4<2 +

4=N+2p= Y nlq).
qedQ

385 Le probléme inverse

Revenons au probléme original. Soit a(z) un produit de Blaschke de
degré N et soit f(z) une solution p-valente de (2.1.5) de U sur un
domaine de Jordan réglé Q telle que f* est a variation bornée. Alors la
relation (3.2.5)

Im {+a(elt)df*(eit)} = O; f*-a.e. sur U

est une propriété nécessaire. Il est raisonnable de se demander si elle
est aussi suffisante. La réponse est non comme l'exemple suivant le
montre.

Exemple 3.5.1.
Soit f la solution du probléme de Dirichlet de

(1 si O<t<%

: : T T
i si —4<t<7§
— 1 s L

i si 2<t<4

-1 si %<t<21t

£ (elt) = J

Alors f* satisfait la condition (3.2.5) , mais I'image de f(U) n'est pas un
domaine.
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La démonstration du prochain théoréme est la méme que
celle donnée pour les transformations harmoniques univalentes par
Bshouty et Hengartner dans [BH], théoréme 3.6.

Théoréme 3.5.2: Soit a(z) un produit de Blaschke de degré N et soit Q
un domaine de Jordan dont la frontiére est rectifiable. Soit f'(eit) une
application p-valente et localement un homéomorphisme faible du
cercle unité JdU sur dQ préservant l'orientation. Alors l'intégrale de

Poisson
27 it
flz) = -21? j Re{f:1t +Z}f' (eit) dt
0 e —Z

est une solution p-valente de

f5(z) = a(2)f;(2), z € U,

qui transforme U sur Q, si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites

(i) (3.2.5) Im { \/a[eit)df‘(eit) }=0;f -a.e. sur 93U et

2r

(i)  (3.5.1) (f) —

a(z)-al(e
it

it) ’
df‘eeit) = 0;z e U.

Démonstration : Nous savons déja que (3.2.5) est une condition

nécessaire. Donc, supposons que (3.2.5) est déja satisfaite. En dérivant

l'integrale de Poisson par rapport a z et en effectuant l'integration par

parties par rapport a t, nous obtenons

2 it

(8.5.2) ariz [ 5(2) - a@)f.(2).] = je *2Z [a(z)df*(elty-df (elt)].
0

elt -z

2r 27
puisque [af (e't) = [ af (e'*) = 0, et
0 0

a(z)df*(etty- df*(e') = +a(et) Im { a(elt)df'elt) } = O,
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2n
nous avons ja(eit)df' (eit) = 0 et
0

2R/ it
amiz [5(2) - a@f(2)] = | (em 2 —1) [a(z)df* (et~ df " (e'F)]
0 e -z

2r 1
= 2z
J elt —z

[a(z)df*(eit)- df (el')]

ou

3.5.3) E(z) - al@fz(z) =

a(e‘t) a(z) it 1 r it it)_gf" (eit
= 2mj df*(elt) + gl [ ——— [alelt)df*(elt)-df (e™)]
0 A 0 e -z

2m J a(e ) a(z) df(eit).

Nous déduisons que fz(z) - a(z)f,(z) est une fonction analytique sur U et
elle est identiquement zéro si et seulement si f° satisfait (3.4.3).
Puisque |a| < 1 sur U, nous avons f(U) = Q et le principe d'argument
nous montre que f est p-valente.

386 Procédure constructive des transformations harmoniques
p-valentes.

Puisque a(z) est une fonction rationnelle de degré N, la condition
(3.5.1) peut étre remplacée par un systéme de [N/2] (la partie
entiére.de N/2) équations. Posons

, 1 <k <m,

. Ny
a(z) = el ﬁ[____z-pi] , Enk =N
k=0

k=1 1-zpy

m
p(@ = [](z-px)"k,
=1
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m —
q(z) = JJ(1-zpk)™k, et
k=1

) = e/2zq(z) Iz"wdmeit)
-2

2 o q(z)alelt) 2r (2) -
=z J'e-lY/2 qT—df*(eit) -z J’ el1/2 Iii_df‘(en)
e " —2Z e -z

2r
=z J’e—i’Y/z CI(Z] df( lt) -z J'ei'Y/2 P(Z) df*( lt)
gV 0 e

Notons que t(z) est un polydome de degrée N et que la condition (3.5.1)
est équivalente a la condition

t(z) = 0, z € U.

Donc, on peut remplacer (3.4.3) par N + 1 equations de la forme Li(t) =
O, 1<k <N, ou les Ly sont N + 1 fonctionnelles linéaires continues qui

sont linéairement indépendantes. Nous avons

—

1
= zN p(=
q(z) = z p(z),
p(2) = zN;(—Z),
z
2 eit 2r
[ —dff(e) = [ Z—df(ely) et
0 (& A 0 e
2n eit — 2r z _
.[ g df (') = J g df (e')
5e -z b€ —2
et donc

2N td) = t).
Z
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Finalement, la condition t(0) = O est automatiquement.satisfaite Donc,
nous somines amenés a résoudre [N/2] équations.

En résumeé, nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme 3.6.1. La condition nécessaire et suffisante (3.5.1) peut étre
remplacée par un ensemble de [N/2] équations de la forme:

27 ijt oo it

(3.6.1) Lyl = [SFLe) dfte) < j<n.1<ks<m,
k,j
0 (1 Zp )

ny m
a(z) = e 1Y H[fz_z%{:l » Yo =N, |px/ <1, 1 <k <m,
k=0

Application 3.6.2. Posons a(z) = z2 et p = 2 . Alors dQ a exactement 2p
+ N = 6 points de repos complet comptés avec l'ordre, car le nombre
de points de convexité de 0Q est au moins 3 et au plus 2 + N/2 = 3. On
peut conclure que 02 a exactement 3 points de convexité w;, wp et ws.
Posons w4 = w; et choisissons un tx de f-l!(wg). Les conditions
nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une solution 2-valente de
(2.1.5), sont les relations (3.2.5) et (3.5.1). (3.2.5) détermine la
correspondence des frontiéres quand (3.5.1) peut étre exprimée par la
seule équation

2n . -
(3.6.2) je“df ety =0
(0]

Avec (3.2.5), on a Im [eltdf (el*)] = Im h/a(eit)df‘(e‘t)l = 0. Donc nous
obtenons

3 tk+
J’eitdf (eit] - z Jeltdf (elt) = + z l]‘l( l)kldf (elt)l
k=1 te k=1 ty

=+[li-b+lz3-11+1 -I3]1=0



37

ou ly désigne la longueur euclidienne de l'arc de 0Q muni de
l'orientation positive qui joint wyg § wi.;. Donc, pour chaque domaine
de Jordan dQ2 dont la frontiére contient exactement trois points de
convexité, il existe une correspondence f'(eit) unique entre dU et 9Q
qui satisfait (3.2.5). D'autre part, (3.6.3) montre que la condition
nécessaire et suffisante (3.6.2) est toujours satisfaite. Alors la solution
du probléme de Dirichlet est automatiquement une solution 2-valente
de (2.1.5) de U sur Q.

Finalement, remarquons que f peut étre obtenu par la relation f(z) =
f1(z2) ot f; est une solution univalente de (2.1.5) de U sur aQ avec

a(z) = z.

387 Décomposition des transformations harmoniques p-
valentes.

Soit f une transformation harmonique p-valente de U sur un domaine Q
préservant l'orientation. Si la dilatation af(z) 0, c.a.d., si f est
analytique, alors f est de la forme

(3.7.1) f(z) = Flo(2)),

ou @ est un produit de Blaschke de degré p de U sur U et F est une
transformation conforme (analytique et injective) de U sur Q. On peut
se demander s'il y a des résultats analogues pour d'autres dilatations.

P.Duren et W.Hengartner ont démontré dans [DH] le résultat
suivant:

Théoréme 3.7.3 . Soit f une transformation harmonique définie sur U et
soit a(z) sa dilatation. Alors on a la décomposition

f(z) = F(¢(z}))

ou ¢ est une fonction analytique sur U et F est harmonique et
univalente sur ¢(U) si et seulement si

(@) |a] #1sur Uet

(ii) f(z1) = f(z2) implique a(z;) = a(zo).
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