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Après un rappel des principaux résultats concernant les 
transformations harmoniques p-valentes sur un domaine simplement 
connexe borné. nous présentons dans ce mémoire des résultats 
originaux concernant les polynômes harmoniques. les transformations 
harmoniques p-valentes. qui préservent l'orientation. puis les 
transformations harmoniques p-valentes munies d'une dilatation de 
Blaschke. 
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chapitre 1 

Introduction 

Nous commençons le premier paragraphe du deuxième 
chapitre par une nouvelle caractérisation des transformations 
harmoniques à l'aide des équations aux dérivées partieiles elliptiques 
d'ordre un. Après, nous introduisons les transformations 
harmoniques p-valentes dans un domaine D de C et nous terminons 
ce paragraphe avec un résultat de A.Lyzzaik qui détermine la valence 
locale d'une transformation harmonique. 

Dans le de-ème paragraphe. nous donnons quelques nouvelles 
propriétés des polynomes harmoniques. En particulier. nous 
montrons dans le Théorème 2.2.3 qu'il existe des transformations 
harmoniques qui ne sont pas des polynômes et  qui ont la propriété 
que lim f(z) = m. Nous utilisons dans la démonstration le fameux 

z+= 

théorème de Arakelyan sur l'approximation uniforme analytique. 
Plusieurs autres propriétés caractéristiques des poIynômes 
analytiques ne restent plus valides pour les polynômes harmoniques. 
Nous d o n s  donner des bornes inférieures et supérieures optimales 
concernant la cardinalité de l'ensemble des zéros d'un polynôme 
harmonique. 



Dans le paragraphe trois du chapitre 2. nous étudions les 
transformations harmoniques p-valentes qui préservent ï'orientation. 
Nous introduisons d'abord la notion d' homéomorphisme faible et 
nous présentons une démonstration du lemme 2.3.6 qui est un 
résultat original concernant la valence et le nombre de zéros de la 
dérivée de la transformée de Clunie et Sheil-Srnall. 

Nous commençons le premier paragraphe du troisième 
chapitre par la présentation de notions géométriques préliminaires 
comme par exemple, la définition d'un domaine réglé , d'un point de 
corné, d'un point de concavité ou d'un point de convexité. 

Dans le deuxième paragraphe, nous supposons que la dilatation 
a(z) admet un prolongement andytique à travers un intenralle J du 
cercle unité aU de sorte que [ a l  = 1 sur J. Le premier résultat 
principal est le théorème 3.2.2. combiné avec le corollaire 3.2.3 qui 
s'appliquent aux transformations harmoniques p-valentes. Nous allons 

a f af 
montrer que si f est une solution bornée de +z) = a(z) z(z) , alors 

a2 

les valeurs de fc(eit) sur J sont déterminées par les valeurs de a(eit). 
NOUS montrons en particulier qu'il n'existe aucune solution de cette 
équation qui représente une transformation harmonique p-valente de 
U sur un domaine strictement convexe R. D'autre part. si P(J) est un 
segment linéaire 1, alors f* relie les deux extrémités de 1 en sauts. 

Dans le troisième paragraphe de ce chapitre, nous supposons 
que c(eit) = q sur un sous-intervalle J de aU. Nous présentons une 
démonstration originale du lemme 3.3.2 qui démontre que l'angle de 
la direction de la tangente vers I'avant de an et celle de la direction 
de la tangente vers l'arrière de ai2 existent en chaque point intérieur 
q de aR n f.(~). 

Le deuxième résultat principal dans ce paragraphe est le 
théorème3.3.4 qui dome une estimation optimale pour la variation 
totale de l'argument de a(z) sur J. En effet. nous obtenons une 
relation entre l'image inverse (f*)-l(q) d'un point de la frontière q E 
ai2 et la variation de arg a(e't) lorsque f*(eit) = q. 



L'étude des transformations harmoniques p-valents munies 
d'une dilatation de Blaschke est poursuivie au prochain paragraphe. 
Le premiér résultat est le théorème 3.4.3 qui dit que la frontière aR 

N 
contient au plus 2 + - points de convexité. Plus précisement, nous 

P 
montrons que le nombre de points de repos complet est égal a 
N+2p. I'ordre compté. 

Dans le théorëme 3-52, nous donnons une condition nécessaire 
et suffisante pour un quasihoméomorphisme C de aU sur aR , afin 
que son intégrale de Poisson soit une solution p-valente qui 
transforme U sur C2. Ces condtions seront transformées dans le 
paragraphe suivant en un système d'équations qui sont plus maniables 
pour la constrution explicite de ces transformations. 

Dans le dernier paragraphe, nous commençons avec uri lemme 
qui considère le cas particulier où ab) est un seul facteur de 
Blaschke. Nous montrons qu'il existe une solution univalente qui 
transforme U sur S2 si e t  seulement si aSZ contient exactement trois 
points de convexité et nous terminons ce paragraphe en énonçant le 
théorème 3.7.3 qui est démontré par P.Duren et W.Hengartner dans 

[ D m  



Chapitre 2 

Transformations harmoniques p-valentes. 

25 1 Transformations harmoniques. 

Soit D un domaine du plan complexe @. Une fonction w = u + iv = 
f(z), z = x + iy E D, est dite une transformation hannonique définie sur 
D. si les parties réelles e t  imaginaires de f sont des fonctions 
harmoniques sur D, i.e., si 

De (2.1.1) nous déduisons immédiatement que f admet localement 
la représentation 

où h et g sont des fonctions analyaques (ou multiformes analytiques] sur 
D. De plus. le Jacobien Jf de la transformation f est donné par 



Donc, f présenre l'orientation si et seulement si f n'est pas une 
constante et si sa  (deuxième) dilatation, 

satisfait la condition 1 a(z) 1 < 1 sur D. Remarquons aussi que dans ce 
dernier cas. a(z) est une fonction analytique sur  D. En effet, l'ensemble 
des points Z(h1.D] où h' s'annule dans D, sont des singularités isolées de 
a et puisque 1 a 1 < 1 dans D \ Z(ht,D), on déduit que ces singularités 
sont eenlvables. En général. la dilatation a(z) de f est une  fonction 
méromorphe ou on a a(z) = - sur D. Notre premier résultat est le 
lemme suivant. 

Lemme 2.1.1 (original). Soit w = f(z) une application de classe C" du 
domairie D de C telle que f(D) n'est pas sur une droite. Alors f est une 
transformation harmonique si et  seulement si f est une fonction 
analytique sur D ou bien f est une solution de 

où a(z) es t  une fonction méromorphe telle que  la1 n'est pas 
identiquement 1. 

Démonstration: 

a) Si f est une transformation harmonique, alors on a la représentation 
locale f = h + g et donc a = gl/h' est ou bien une fonction méromorphe 
ou bien h'(z) = O sur D. Supposons que 1 a 1 = 1 sur D. Alors il existe un 
a réel tel que a = eia et  nous obtenons g' = eiahr et g = eiah + p, OU p 
est une constante. Donc, nous avons 

ce qui implique que f(D) est  sur une droite. Mais ce cas est exclu et 
nous avons montré la nécessité des conditions. 



df- b) Soit f une solution de (2.1.5). Si a(z) = m. alors f, = - (2) = O sur D et 
a2 

f est une fonction anti-analytique et donc harmonique sur D. D'autre 
part, le cas où f est une constante est exclu. Supposons maintenant que 
a(z) est une fonction méromorphe et que f est une solution de (2.1.5). 
Alors nous avons 

Donc, si 1 a(z) 1 + 1. nous avons M(z) = O. Puisque le cas 1 a 1 = 1 est 
exclu, l'ensemble E = { z E D: 1 a(z) 1 = 1) est une réunion dénombrable 
des courbes analytiques. Finalement, f E C" et Af = O sur D\E entrainent 
que f est harmonique sur D et le lemme est démontré. 

1. Il suffit de demander que f appartienne a l'espace de Sobolev w:;:, 
parce que la régularité de a implique que les solutions f de (2.1.5) sont 
de classe Cw. 

2. Si 1 a(z) 1 = 1. on ne peut pas déduire que f est une transformation 
harmonique sur D. En effet, f(z) = ë i a I 2 z ~  est une solution de (2.1.5) 

ia aveca = e . 

3. Soit 9 une transformation conforme (analytique et injective) et soit f 
une transformation harmonique. Alors f i  = f(@) est une transformation 
harmonique et elle satisfait l'équation aux dérivées partielles elliptiques 

D'autre part, on ne peut pas conclure que @(f) est une transformation 
harmonique. En d'autres mots on peut introduire des domaines 
standardisés pour les domaines de définition des transformations 
harmoniques mais pas pour leurs images. 



1. Soit w = f(z) une fonction défiriie sur un domaine D de C .  Nous notons 
l'ensemble des zéros de f dans D par Z(f,D) et sa carciinalité, le nombre 
des zéros de f. par # Z(f.D). La fonction f est dite p-valente sur D. si 
pour tout w dans R = f(D) , # Z(f - w.D) ne dépasse pas p et s'il existe un 
wo E R tel que #Z(f - wo) = p. 

2. Une fonction w = f(z) est dite localement p- valente en zo E D. s'il 
existe un ro > O tel que f est p-valente dans chaque disque 

Remarquons que pour tout p E N, il existe des transformations 
harmoniques p-valentes qui sont localement univalentes en chaque 
point de D. En effet, la fonction f(z) = @ définie sur 

en est un tel exemple. 
Le résultat suivant est dû à Lyzzaik [Ll]. 

Théorème 2.1.4: Soit f une transformation harmonique définie sur D 

telle que l'image de chaque continuum (ensemble fermé et connexe 
contenant plus qu'un point) est un continuum. 

1. Si /a(z) 1 < 1. alors f est localement p-valente en zo E D, si et 
dkh dPh seulement si -(zo) = O pour 1 5 k < p, et -(zo) # 0. 
dzk d z p  

2. Si la(z) 1 > 1, alors f est localement p-valente en zo E D, si et 

dkg dPg seulement si -(zo) = O pour 1 5 k < p, et -(zo) # 0. 
dzk d z p  

00 

3- Supposons que 1 a(z1l = 1, ab) = a(zo) + ak(z - zo lk , a, * O e t  h(z) 
k=m 

Alors f est localement p-valente en q) E D où n + m 5 p S n + 2m. 



Exemple 2.1.5: Considérons la fonction f(z) = Z + 292. Alors a(z) = 1 /z. 
Nous avons n = m = 1 pour chaque point du cercle unité. Si z = i, alors 
p = 2 = n + m et pour 2 = 1 nous avons p = 3 = n + 2m. 

Contrairement au cas des fonctions analytiques, il est possible 
qu'une transformation harmonique fIz) soit 2-valente dans le disque 
unité U et que f*(eit) = f(eit) soit un homéomorphisme entre la 

fkontière aU et une courbe de Jordan T. 

Exemple 2.1.6: Considérons la transformation flz) = 32 - Z + 22 + 22 e t  

D = U. La dilatation est a(z) = 2z-1 et on a la1 < 1 s ix  > -1/2. par les 
2zt3 

figures (2.2) et (2.1) on voit bien que f est 2-valente sur U et univalente 
sur au. 

262 Polynômes harmoniques. 

Soit f = h + g un polynôme harmonique de degré n. Nous donnons 

dans ce paragraphe des exemples qui montrent que plusieurs 
propriétés des polynômes analytiques ne sont plus vraies pour les 
polynômes harmoniques. Nous commençons par étudier Ie nombre de 
zéros d'un polynôme harmonique. 

Théorème 2.2.1 (original): Il existe des polynômes harmoniques de 
degré n, n > O, qui ne s'annulent en aucun point de @. 

Démonstration: Soit p(z) un polynôme analytique. Mors le polynôme - 
harmonique f(z) = (l+i)(p(z) + p(z)) + 1 ne s'annule pas. En effet, 

Im(f(z)) = O implique que Re(f(z)) = 1. 

t'autre cas extrême est: 

Théorème 2.2.2 (original): Il existe des polynômes harmoniques qui 
s'annulent en une  infinité des points de @. Donc, un polynôme 
harmonique n'est pas nécessairement p-valent sur C . 

Démonstration: Le polynôme p(z) = z + Z + (z2 - ~ 2 ) / 2  = 2x(l+iy) 
s'annule sur l'axe imginaire. 



Figure 2.1. Image du cercle unité par f . 

Figure 2.2. Image du disque unité par f . 



Avant de donner d'autres résultats sur le nombre de zéros d'un 
polynôme hannonique. nous montrons qu'une autre caractérisation des 
polynômes analytiques ne tient plus. Il est bien connu qu'une fonction 
entière f (analytique sur C) est un polynôme si et seulement si lim f(z) 

z+- 

existe dans C u W. En particulier. f est  un polynôme analytique non 
constant si et seulement si Iim f(z) = W. 

z+- 

Théorème 2.2.3 (original): 

a) Il existe des polynômes harmoniques telles que Ilm f(z) n'existe pas 
z-00 

dans @ u -. 

b) Il existe des fonctions harmoniques f sur  C qui ne sont pas des 
polynômes et qui satisfont la propriété Lim p(z) = m. 

z+- 

Démonstration: 

a) Nous avons vu que le polyn6me p(z) = z + Z + (22 - 22)/2 = 2x(l+iy) 
s'annule sur  l'axe imginaire . D'autre part. nous avons lirn f(x) = .P. 

X+w 

Donc, lim p(z) n'existe pas dans C v W. 
Z+=Q 

b) Considérons le sous-ensemble fermé F = { z: 1x1 è l } u { z: x = O 1 
de @. Soit k[z) = z si 1 x 1 2 1 et k(z) = O si x = O. D'après le théorème 
drArakelian sur l'approximation uniforme (voir par exemple [GH] ), il 
existe une fonction entière G(z) (analytique sur @) telle que IIG- k(1, = 

IG(z) - k(z) 1 < 1 Donc G n'est pas un polynôme parce que G est 
ZE ""8 

borné sur l'axe imaginaire. De plus, nous avons 

IRe G(z)I > 1x1 - 1 si 1x1 2 1 et IRe G(z)I 2 O 2 1x1 - 1 si 1x1 S 1. Donc 
1 Re G(z] 1 > 1 x 1 - 1 pour tout z E @. Posons f(z) = Re(G) + iy. Alors nous 
avons 

pour tout z E ê. Donc. lirn f(z) = =. 
z+= 



Le théorème suivant montre qu' une autre 
des polynômes analytiques ne tient plus 
harmoniques. 

propriété fondamentale 
pour les polynômes 

Théorème 2.2.4 (original): Il existe des polynômes harmoniques f tels 
que l'image f(C) # K. - 
Démonstration: Le polynôme harmonique f(z) = (l+i)(p(z) + p[z)) + 1 du 
théorème 2.2.1 omet les deux demi-plans (w = ut ix  u - v > 11 et 
{W = u+iv: u - v < l}. De plus, le polyn6me harmonique 
p(z) = 2 + 2 + (22 - 22]/2 = 2x(l+iy) omet l'axe imaginaire moins 
l'origine. 

Remarquons qu'il n'y aucun polynôme harmonique qui omet un 
seul demi-plan. En effet, en appliquant une rotation et une translation 
appropriées à l'image f(@), nous pouvons supposer, sans perte de 
généralité, que le demi-plan à droite, {w: Re w > 0) est omis. Puisque 
Re f est dans ce cas borné nous déduisons que Re f est une constante et 
donc f(C) est sur une droite et omet deux demi-plans. 

Pour un polynôme harmonique, la (deuxième) dilatation a(z) = 
gl(z) /hl(z) est une fonction rationnelle ou a = m. Donc, la valeur de a(=) 
est bien définie. Dans tous les exemples que nous avons donnés ci- 
dessus. nous avons eu l a(=) l = l. La situation change complètement si 
1 a(-) 1 # 1. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que 1 a(-) 1 
< 1. En effet, sinon, considérons le polynôme p. Dans ce cas il existe un 
R B  O tel que [ a l  s k < 1 sur AR = {z :  IzI > R}. En d'autres mots. nous 

l+lal, et pouvons supposer que f est K-quasirégulière sur AR ou K = su - 
I& l-lal 

f préserve l'orientation. Rappellons qu'une fonction f qui est 
quasirégulière sur un domaine D peut être représentée par 

où w est un homéomorphisme sur D qui préserve l'orientation et A est 
une fonction analytique définie sur y(D). Il s'ensuit que la classffication 
des sigularités isolées est Ia même que celle pour les fonctions 
analytiques et que le principe d'argument reste valide pour les 



transformations harmoniques qui préservent l'orientation. En 
particulier nous avons: 

Théorème 2.2.5 (original) : Soit f une transfomation harmonique telle 
que 1 a(=) 1 # 1. Alors f est un polynôme si et seulemnt si lim f(z) existe 

2 3 -  

dans C u a. De plus. le polynôme est une constante si et seulement si la 
limite est finie. 

Remarque 2.2.6 : Il est possible que 1 a(-) 1 = 1 et que lim p(z) = =. En 
z+-= 

effet, considérons le polynôme h a r m o ~ q u e  p(z) = (22 - z2)/2 + (l+i)z = 
x-y + i(2xy + x + y). Alors p est 2-valente, p(C) = @ , et lim p(z) = 0. 

z+-' 

Nous avons a(z) = -z/ (z+ l+i). Donc 1 a 1 = 1 sur  la droite y = - 1 - x et 
p(x.4-x) = 1 + 2x - i(2x2 + 2x +1). 

Revenons au problème du  nombre de zéros d'un polynôme 
harmonique p(z). Notons par Z(f,C) l'ensemble des zéros d'une fonction 
f et par # Z(f.C) sa cardinalité. multiplicité comptée. Le résultat suivant 
donne une borne supérieure de # Z(p,@) d'un polynôme harmonique p 
et il est dû a et [BHS]. 

Théorème 2.2.7: Soit p(z) un polynôme harmonique avec 1 a(-) 1 + 1. 

Alors p admet au plus n2 zéros, multiplicité comptée. La borne n2 est la 
meilleure possible. 

Avant d'énoncer le prochain resultat qui concerne la borne 
inférieure de # Z(p,@). nous démontrons un lemme qui utilise le 
principe d'argument. 

Lemme 2.2.8 (original): Soit f(z) un polynôme harmonique de degré n 
avec 1 a(=) 1 < 1 et soit K = {z E D: la(z) 1 2 l}. si O E f(KO). alors le 
nombre de zéros de f, multiplicité comptée. est plus grand que n. 



Démonstration: Soit O E f(KO), alors il existe un cycle r dans R assez 

proche de aR , tel que $darg(f) < O. En appliquant le principe 
r 

d'argument pour le domaine G borné par r et le cercle {z: lz l  = RI, 
nous déduisons que le nombre de zéros de p dans G est plus grand que 
n et le lemme est démontré. 

Notre résultat principal de ce paragraphe est le suivant: 

Théorème 2.2.9 (original): Soit f(z) un polynôme hannonique de degré 
n avec 1 a(=) 1 + 1. Alors f est p-valente avec n L p 5 n2. La borne 
inférieure p = n est atteinte si et seulement si le polynôme est de la 
forme 

Démonstration: Sans perte de généralité on peut supposer que 1 a(=) 1 c 
1. La conclusion p < n2 suit du théorème 2.2.7. Soit K = {z : 1 a(z) 1 2 1). 

Si K est vide, alors 1 a 1 < 1 sur C et a(z) est donc une constante. 

Puisque la (deuxième) dilatation de fi(z) = f(z) -afo est ai(z) = 0, 
1-1 al2 

nous concluons que fi(z) est un polynôme analytique de degré n qui 
admet exactement n zéros. multiplicité comptée. Finalement. on 
obtient f par la transformation affine f(z) = fi(z) + afi(z) qui est de la 

forme (2.2.3). D'autre part, si f est de la forme (2.2.3). alors 
# Z(f-w,D) = n pour tout w E C. 

Supposons maintenant que K n'est pas vide. En appliquant le 
principe du module maximum pour les fonctions analytiques nous 
déduisons qu'il existe u n  w E K O  tel que a(w) = m. D'après le lemme 
précédent f-w contient au moins n+l zéros. Donc. f est p-vdente avec 
p > n et le théorème est établi, ainsi que le lemme. 

Nous terminons ce paragraphe par l'énoncé de deux problèmes ouverts. 

ProbIèmes ouverts: 



1. Soit p(z) un polynôme analytique de degré n > 1. Donner la meilleure 
borne supérieure pour le nombre de zéros de f(z) = p(z) - Z. TSheil- 
Small a émis la conjecture que # Z(f,ê) 2 3n - 2. 

2. Soit f une transformation harmonique sur C. Si f est p-valente. est-ce 
qu'on peut conclure que f est un polynôme? La réponse est m a t i v e  
dans le cas où la Iimite a(-) = lim a(z) existe et 1 a(-) 1 # 1. 

z+- 

2§3 Transformations harmoniques p-valentes qui 
présement l'orientation. 

Rappelons (voir ci-dessus) qu'une transformation harmonique f 
préserve l'orientation sur un domaine D si son Jacobien J f 2  O et Jf n'est 

pas identiquement O sur D. En d'autres mots, le lemme 2.1.1 nous dit 
que f préserve l'orientation sur D si et seulement si f est une solution 
non-constante du système d'équations aux dérivées partielles 
elliptiques (2.1.5) 

où a(z) est une fonction analytique dans D ayant la propriété 1 a(z) 1 < 1 
pour tout z E D. Nous avons aussi mentionné qu'une telle transformation 
est une fonction quasirégulière sur D et qu'elle peut être représentée 

Par 

où y~ est un homéomorphisme défini sur D qui préserve l'orientation et 
où A est une fonction analytique défhie sur y(D). Donc. du point de vue 
topologique, les transformations harmoniques qui préservent 
l'orientation se comportent comme des fonctions analytiques. Leurs 
zéros sont isolés (On peut parler de l'ordre d'un zéro de fl et le 
principe d'argument reste valide. Contrairement au cas des 
transformations harmoniques univalentes, une transformation 
harmonique p-valente, p > 1, ne préserve pas nécessairement 



I'orientation. Ainsi, par exemple. le polynôme p(z) = z + ~2 est 4-valent 
sur D = [z: [ Z  1 < 21 mais il ne préserve pas l'orientation sur D. 

Définition 2.3.1: Soit i2 un domaine de Jordan simplement connexe de 
ê et soit $ une transformation conforme du disque unité U sur a. 
Notons que $ admet une extension sur le disque fermé U qui est un 
homéomorphisme de U sur a. Nous disons qu'une fonction f'(eit) du 
cercle unité aU sur aR est un homéomorphisme faible de aU sur &2, qui 
préserve I'orientation, si 

(2.3.2) e(t) = arg (4-' O f'(eit)) 

est une fonction continue non décroissante sur [0 .2x ]  telie que 6 ( 2 x )  = 

*(O) + 2n. En d'autres mots, fi est un homéomorphisme faible du 
cercle unité dU sur aR, si et seulement si f. est une fonction continue 
de aU sur ai2 et est la limite simple d'une suite d'homéomorphismes de 
au sur m. 

Le prochain résultat est dû à H. Kneser [KI. 

Théorème 2.3.2. Soit C2 un domaine de Jordan simplement connexe de 
63 et soit f* un homéomorphisme de aU sur 3R. Alors la solution du 
problème de Dirichlet (l'intégrale de Poisson) est une transformation 
harmonique et univalente de U sur R si et seulement si f(U) c R. 

Remarques 2.3.3. 

1. Chaque extension continue f de P. de aU dans U possède la propriété 
que f(U) 3 R. Donc, la condition f(U) c C2 est équivalente à la 

condition f(U) = R. 

2. Si R est un domaine convexe. alors l'intégrale de Poisson f de fL 
possède la propriété f(U) c R parce que la mesure harmonique est 

une mesure de probabilité. Donc, dans ce cas, f devient 
automatiquement univalente. C e  résultat a été démontré 
indépendantement (plus tard) par G. Choquet [C 1 1. 



3. Le théorème de Kneser ne tient pas pour les domaines non bornés. 
22 En effet, considérons C2 = {w: Re w < 1). s = o + i.r: = - 

l + z 9  
F(s) = s + S + (sz - $)/2 = 20(1 + ir) et f(z) = F(s(z)). Alors P est u n  

homéomorphisme de aU sur ai2 u - qui préserve l'orientation, f(U) = R 
et f n'est pas injective. 

4. P.Duren et  W.Hengartner [DH] ont montré que le théorème de 
Kneser peut être modifié pour les domaines de Jordan de connectivité 
firiie et des homéomorphismes faibles f*. 

Dans le reste de ce travail, nous allons étudier des transformations 
hannoniques p-valentes du disque unité sur des domaines de Jordan 
simplement connexes. 

Définition 2.3.4: 
1. Soit R un domaine de Jordan de @, et soit $ une transformation 

conforme du disque unité U sur R. Nous disons qu'une application 
p-valente ff[eit) du cercle unité aU sur &2 est localement un 
homéomorphisme faible de aU sur XI, qui préserve l'orientation, si 
(1.3.2) 

est une fonction continue non décroissante sur [0 ,2x] ,  telle que 6(2x) = 
*(O) + 2np. 

2. Si, de plus, la (deuxième) dilatation a(z) de la solution f du problème 
de Dirichlet possède la propriété 1 a 1 < 1 sur U, dors nous disons que f 
est une transformation harmonique p-valente de U sur i2 qui préserve 
l'orientation. 

Remarques 2.3.5. 

1. Puisque 1 a 1 < 1 sur U. le principe d'argument s'applique et nous 
avons pour tout w E R domé 



h') = $darg(hldz) + f darg(1 t a- = $darg(hr dzl 
Izl=r Izl=r 

h dz 
Izl=r 

où r, O c r c 1. est assez proche de 1. Une fois de plus. # Z(f,D) signifie 
le nombre de zéros de f dans D, multiplicité comptée. Donc, 

pour tout w E C2. 

2. Notons que nous n'avons pas remplacé la condition 1 a 1 < 1 sur U par 
la condition de Kneser f(U) c R. 

Lemme2.3.6 (originaî): Soit i2 un domaine de Jordan convexe et soit fL 
une application p-valente qui est localement un homéomorphisme faible 
de aU sur an. Soit f = h + g la solution du problème de Dirichlet. Alors 
la transformée de Clunie et Sheil-Smd [CS]:  

est n-valente. 2 < n p et le nombre de zéros de 6,' est # Z($,') = p- 1, 

multiplicité comptée. pour tout a réel. 

Démonstration: Nous avons 



Chaque maximum (resp. minimum) local de h $, (eit) est un maximum 

(resp. minimum] local de Im ei"f*(eit). Ces maxima (reçp. minima) sont 
a atteints en p points. Donc. -Im$,(eit) change 2p fois le signe et at  

puisque $,(U) est un domaine. nous déduisons du principe d'argument 
appliqué à 0, - w et à iz@,' que 6, est n-valente. 2 L n S p. et que 

z(Oa.U) = P - 1, multiciplité comptée. pour tout a réel. 



Chapitre 3 

Transformations harmoniques p-valentes 
munies d'une dilatation de Blaschke. 

381 Notions géométriques préiiminnires. 

Dans ce chapitre. nous in t roduisons  plusieurs notions 
géométriques. La première définition est dûe à C-Pommerenke [PI. 

Définition 3.1.1. 

1. Nous disons que P ( T )  est une fonction réglée sur l'intenralle (a.b) si  

les Limites à droite et a gauche, 

existent pour tout 'F E (a.b). 

2. Nous disons qu'une courbe fermée r de C est réglée si eile admet 

une représentation paramétrique localement injective, r = {w(t), a I t I 
b}, telle que pour chaque q = w(r), l'angle de la direction de la tangente 
vers l'avant de r en wtz), 

(3.1-2) P(q) = 

existe et définit une fonction réglée. 



3. Soit R un domaine de Jordan simplement connexe et soit 4 une 
transformation analytique et univalente (conforme) de U sur R. Alors R 
est dit un domaine réglé si r = aR = 4(dU) est une courbe réglée. 

Dieudonné [Pl a montré que p(7) est une fonction réglée si et 

seulement si elle peut être approchée uniformément par des fonctions 
en escalier. De plus, nous avons P ( T ~ O )  = B ( r-O) hors d'un ensemble 

dénombrable des r. De plus, si R est un domaine de Jordan réglé, alors 
PL(q) - x est la direction d e  la tangente vers l'arrière en q = w(z) et  
chaque point q E ai2 possède une tangente hors d'un ensemble 
dénombrable qui est fomé par des points dont l'angle d'ouverture a(q) 
vu de l'intérieur du domaine n'est pas n. 

DéMtion 3.1.2. Soit R un domaine réglé. Nous disons qu'un point q E 

aR est un corné en q, si l'angle d'ouverture a(q) vu de l'intérieur du 
domaine, est zéro. 

Définition 3.1.3. Soit l2 un domaine de Jordan simplement connexe de 
C. Nous disons qu'un point q E aR est un point de concavité (par 
rapport à Q) s'il existe un segment Iinéaire L qui contient q comme 
point intérieur tel que L \ {q} est dans R. D'autre part. nous disons 
qu'un point q E aS2 est un goint de convexité (par rapport à a) s'il 
existe un segment linéaire L qui contient q comme point intérieur tel 
que L \ {q] est dans l'extérieur de a. 

Remarques 3.1.4. 

(a) La fkontière d'un domaine convexe borné ne contient aucun point de 
concavité et q E aR est un point de convexité si et seulement si q est 
un point extrême de R .  

(b) Soit i2 le quadrilatère dont les sommets sont wl = 1, w2 = i, w3 = - 1 
et w4 = i/2. Alors q = 1/2 est  Ie seul point de concavité dans an et les 

points de convexité sont Ies trois points q = 1, q = i et q = -1. 

(c) 11 n'existe aucun domaine de Jordan simplement connexe (donc 
borné) dont la frontière ne contient que des points de concavités. Il y a 
au moins 3 points de convmté. 



Dans ce paragraphe. nous supposons que la dilatation a(z) admet un 
prolongement analytique à travers un intervalle J du cercle unité aU de 
sorte que 1 a 1 = 1 sur J. Si f est une solution bornée de (2.1.5) 

alors les valeurs de p(eit) sur J sont déterminées par les valeurs de 
a(eit). Plus précisément. nous d o n s  montrer que 

(3.2.1) arg dF(eit) = - 1 arg a(eit) mod IE f*-a.e. sur J. 2 

Notre premier lemme est dû à [Au. 

Lemme 3.2.1. Soit f* E L'(au) une fonction à variation bomée sur un 
intervalle J de aU et soit f = h + g l'intégrale de Poisson de f'. Alors les 

limites non tangentielles de h' et gr existent et sont finies pour presque 
tous les eit E J. En particulier. nous avons pour tout p > 0: 

(3.2.2) lim (1-r)p hl(reit) = O  a.e. sur au. 
r+l 

En utilisant ce lemme, Bshouty et Hengartner [BH] ont démontré 
le résultat suivant. 

Théorème 3.2.2 (partienement original). Soit a(z) E H(U). 1 a 1 c 1 dans 
U et supposons que a(z) admet un prolongement analytique à travers 
l'intervalle J = {eit, y etc 6). y c 6 < y + 2n. et que la1 = 1 dans J. 
Soit f(z) une solution bornée de = af, telle que f*(eit) est à variation 

bomée sur J. Alors, on a pour les limites radiales C(eit) 

(3.2.3) fL(eit) - a(eit )f *(eit) + ltf*(eit )da(eit ) = const. 

presque partout sur J. De plus. si f est une transformation p-valente de 
U sur un  domaine de Jordan R, alors en remplaçant f.(eit) par les 
points d'accumulation de f en es, (3.2.3) est valide en chaque point de 



J. En d'autres mots. (3.2.3) reste vrai pour chaque valeur approchée de 

f lorsque z tend vers eit E J. 

Démonstration: La première conclusion est démontrée dans [BH, 
Théorème 2.2 et Remarque 2.31. Supposons donc que f est une 
transformation p-valente de U sur un domaine de Jordan  R. D'après 
Hengartner et Schober [HS3, Lemme 3-11, on a les propriétés suivantes: 

(a) La limite lim f(z) = c(eit) existe et elle se trouve sur al2 pour tout 
z+eit 

eit E aU \ E où E est u n  ensemble dénombrable. 

@) Si eit E E. alors l'ensemble des points d'accumulation de f en eit est 
uri segment linéaire dans qui joint deux points de aR. 

En particulier, à part des sauts. f*(eit) est une fonction continue sur J. 
Donc (3.2.3) reste valide partout sur J. 

La relation (3.2.3) peut être exprimée sous forme dinérentielle 

df*(eit) - a(eit )df * (eit ) = 0: f'-a.e. sur J 

ou d'une manière équivalente, par 

(3.2.5) Im da(e't]df'(eit ) = 0: f*-a.e. sur J. 

Si df*(eit) t O, nous avons 

(3.2.6) arg dfc(eit) = - arg a(e't) mod rr. 2 

Le corollaire suivant est démontré dans [BH,Corollaire 2.51, pour 
les transfomations harmoniques univalentes. La même démonstration 
tient aussi pour les transformations harmoniques p-valentes de U sur fi. 

Corollaire 3.2.3. Soit a comme dans le théorème 3.2.2 et soit f une 
solution p-valente de (2.1.5) qui transforme U sur un domaine de 

Jordan Q. Soit eit un point intérieur de J. 

(a) Si fL admet un saut en eit (ce qui arrive si et seulement si P(J) 
contient un segment linéaire), dors nous avons 



(c) Si fi n'est pas une constante sur l'intervalle [t,t+6]. 6 > O, alors la 
limite a droite 

(3.2.9) R(t) = lim arg [?(ei(t+h)) - f'(ei(t-O))] 
hL0 

= -a arg a(eft) mod K 

existe en e't E J. De même, si f* n'est pas une constante sur l'intervalle 
[t- 6 .t], 6 > O. la Limite à gauche 

(3.2.10) y~ &) = Ilm arg [p (ei(t+O)) - f? (eift-hl) ] 
h-10 

existe en eit E J. 

Remarques 3.2.4. 

1. Soit a comme dans le théorème 3.2.2 et soit f une solution bornée 
de (2.1.5). II n'existe aucun sous-intervalle ouvert non vide Ji de J tel 

que tous les points f.(eit) soient des points de convexité. En 
particulier, il n'existe aucune solution de (2.1.5) qui est une 
transformation harmonique p-valente de U sur un domaine sbdctement 
convexe R. D'autre part, si P(J) contient un segment linéaire 1. alors f* 
relie les deux extrémités de 1 en sauts. 

2. R.Laugesen [L2 ] a montré que le corollaire 3.2.3 ne tient plus si on 
remplace l'analyticité de a(z) sur  J et la condition 1 a(eit) 1 = 1 sur J par 
1 a(eit) 1 = i a.e. sur J. 



3§3 Ltimage inverse d'un point de la frontière de R. 

Dans ce paragraphe. nous étudions l'image inverse (f*)-1 q, d'un 

point q E an. 

Définition 3.3.1. Soit R un domaine de Jordan simplement connexe et 
soit f une transformation harmonique p-vdente de U sur R préservant 
l'orientation. Fixons q E aR. Supposons que f'(eit) est localement un 
homéomorphisme faible de i3U sur aR, qui préserve l'orientation. Alors 
(f+)-i(q) est la réunion de p sous-intervalles fermés mutuellement 

Les relations (3 -2.9) et (3 -2. 10), nous donnent immédiatement la 

conclusion suivante: 

Lemme 3.3.2 (original). Soit R un domaine de Jordan simplement 
connexe et soit f une transformation harmonique p-valente de U sur R 
préservant l'orientation (donc 1 a 1 < 1 sur LI). Supposons que (eit) est 
localement un homéomorphisme faible de JU sur al2 (qui préserve 
l'orientation) et  que a(z) admet un prolongement analytique à travers 
l'intervalle ouvert J du cercle unité aU et que 1 a 1 = 1 dans J. Si Jk(q) c 

J, or  on a 
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Remarque 3.3.3. Du point de vue géométrique. les relations (3.3.1) et 
(3.3.2) disent que l'angle 
as2 

et celle de la direction de 

de la direction de la tangente vers I'avant de 

la tangente vers l'&ère de ai2 

arg[w(o) - ql 
aTz 

d s t e n t  en chaque point intérieur q de aS2 n ~Z(J). 

Maintenant. nous allons démontrer notre résultat principal de ce 
paragraphe. Nous d o n s  suivre les arguments donnés dans [BH] en les 
simplifiant substantiellement. 

Soit i2 u n  domaine de Jordan simplement connexe et soit f une 
transformation harmonique p-valente de U su r  l2 préservant 
l'orientation. Supposons que f (eit) es t  localement un 
homéomorphisme faible de aU sur  aS2 et  que a(z) admet un 
prolongement analytique à travers l'intervalle ouvert J du cercle unité 
au et que 1 a 1 = i sur J. Suposons que &(q) = {eis. y (q) 5 s i 6 (q)} c J 
pour au moins un k. 1 9 k < p et que yk(q) < 6k(q). Dans ce cas, f = h + - g admet un prolongement harmonique à travers l'intervalle ouvert 
Jk(q). Donc, h et g admettent des prolongements analytiques à travers 
J&). Nous avons 

sur Jk(q) \ Z(hl.U). En d'autres mots, nous obtenons 

af 
(3.3 -3) arg -(eit) = - arg a(eit) mod ir. sur Jk(q) \ Zm',U). ar 



dI 
Donc. arg -(eit) est une fonction continue monotone décroissante sur 

ar 
les sous-intrvalles de Jk(q) où h' # O. D'autre part. nous déduisons de la 
géométrie que 

af (3.3.4) B(q) I arg -(eit) I pL(q) + ~ F S  p(q) + 2x s~.rJk(q)  \ Z(hl,U)= 
ar 

Observons que arg a(eit) est défini comme une fonction continue qui 
est monotone croissante sur O I t 5 2x. Fixons t et s, yk(q) < t < s < 

&(q) et supposons que h'(eit)hl(eiS) # O. Alors, nous déduisons de 
(3.3.4), et de la continuité de arg a[eit) que 

(2.3.5) O 5 $ [arg a(eit) - arg a(eis)] I L(q) + R - (q) = a ( q) , 

où a(q) est l'angle d'ouverture de al2 en q vu de l'intérieur du domaine 
R. En passant à la h i t e .  nous obtenons la relation 

Théorème 3.3.4. Soit R un domaine de Jordan simplement connexe et 
soit f une transformation harmonique p-valente de U sur R préservant 
l'orientation. Supposons que f* (e i t )  est  localement un 
homéomorphisme faible de aU sur aR et que a(z) admet un  
prolongement analytique à travers l'intervalle ouvert J du cercle unité 
au et que 1 al = 1 dans J. De plus, soit q E aR et supposons que J(q) c 
J pour au moins un k. 

1 d k 5 p. Finalement, soit a(q) l'angle d'ouverture de aR en q vu de 
l'intérieur de SZ. 

(il Si a(q) = O, alors yk(q) = 6k(q). Si O < a(q) < x ,  alors nous 
avons I'fnégalitéstnicte yk(q) < 6k(ql et 

(3.3.7) $arg a(eiSk(q)) - arg a(eiYk(@)] = a(q) . 

(li) Si a(q) = x. alors ou bien yk(q) = &(q) ou bien ykq) < &(q) et 
la relation (3.3.7) est satisfaite. Les deux cas sont  possibles. 
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(iü) Si ir < a(q) c 2 x .  alors on a toujours yk(q) c6 k(q). De plus, ou 
bien la relation (3.3.7) est satisfaite ou bien nous avons 

(3.3.8) '[arg 2 a(eiâk ( C l ) )  - arg a(ei Ykk))] = a(q) - n. 

Les deux cas sont possibles. 

Démonstration: Les relations (3.3.1) et (3-3.2) montrent que P (q 

PR(q) et PL(q) existent et nous avons 

Puisque O 5 a(q) < Zn, l'égalité (3.3.7) mod rr s'ensuit de (3.3.6) pour  
les trois cas (i), (ii) et (iii). 11 nous reste à montrer que les deux cas 
(3.3.7) et (3.3.8) sont  possibles dans (ii) et (iii). 

L a  fonction f(z) = z + z2/2 est univalente sur le disque unité U et  
nous avons a(z) = z. De plus, a( 3) = n et y ( 3) = 6 ( 2). 

Considérons la fonction 

Alors, f est une transformation harmonique et univalente de U sur le 
rectangle R = (w: 1 u 1 < - * et 1 V I  < 2}- De plus. f est la solution du  

2 4  

problème de Dirichlet de 



2&+2 si Ott<% 
in: - 3x: 
4 si $ c t < -  4 

IC -- 2J2 +% si a c t < n  
4 

---- 3x: ' iR si -n;<t<- -  
2& 4 4 

in -- IL 
4 si -4 3 * c t < - 4  

--- in si 2k 4 4 

La dilatation de f est a(z) = -24 et nous avons a(%) = x.  y(%) = 2 et 

6(4) = 9. Donc 3 (arg a(ei6k(@) - arg a(eiYk(~))) = $ 3 ~  - 4 = K et 

(3.3.7) est satisfait pour le cas (if). 

Finalement D.Bshouty et W.Hengartner [BH] ont donné des 
exemples où on voit que (3.3.7) ainsi que (3.3.8) sont possibles dans le 
cas (iü) et le théorème est démontré. 



3s4 Le cas oa a(z) est un produit de Bhschke hi 

Nous supposons maintenant que la (deuxième) dilatation a(z) est 
un produit de Blaschke fini, 

Donc, a(z) est analytique sur le disque unité fermé et on a 1 a(e it) 

Soit R un domaine de Jordan simplement connexe réglé 
1 = 1. 

(voir 
définition 3.1.1). Nous cherchons des conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence d'une solution p-valente qui transforme le 
disque unité U sur R. Rappelons que (f*)-'(q) est la réunion de p sous- 
intervalles fermés mutuellement disjoints de au, 

Définition 3.4.1.. Soient R et f comme dans le théorème 3 . 3 . d  Nous 
disons qu'un point q E 352 est un point de reDos complet d'ordre nlql 
de f si la relation [3.3.7), 

est satisfaite pour n(q) intervalles Jk(q). 

1. Chaque point de convexité de aR est un point de repos complet 
d'ordre p. 

2. L'expression "point de repos complett' peut porter à confusion. En 
effet. si a(q) = O. nous avons yk(q) = 6&), c.à.d.. &(q) est un seul 

point (la fonction fC "ne s'arrête pas"). Pourtant il s'agit d'un point de 
repos complet parce que l'égalité (3.3.7) est satisfaite. D'autre part, si n 
< a(q) c 2 ~ .  nous avons toujours yk(q) < tik(q), et si l'égalité (3.3.8) est 
satisfaite pour chaque k. q n'est pas uri point de repos complet. 

Notre premier résultat principal donne des conditions nécessaires. 
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Théorème 3.4.3 (original). Soit a un produit de Blaschke de la forme 
(3.4.1) et soit f une solution p-valente de (2.1.5) qui transforme U sur 
un domaine de Jordan simplement connexe et réglé R. Alors nous 
avons 

(i) = N + 2p. ou q E ai2 est un point de repos complet d'ordre 

(ii) La fkontière aR 

.Démonstration: 
d'ordre positif de 
a(q) = 2~ et 6k(q) 

N contient au plus 2 + - points de convexité. 
P 

Soit PAC l'ensemble des points de repos 
aR et soit E l'ensemble des points q E aR 

complet 
tels que 

= yk(q) pour m(q) des k. m(q) > O. Définissons A(t) 
= arg a(eit) comme une fonction continue (monotone croissante) sur 
[0,2n). telle que A(0) E [Ol2x). Notons que A(2x) - A(0) = 2Nx et fixons 
qo E aR. Posons 

où  Hqk(t) est la fonction de Heaviside 

Remarquons que nous avons pour tout q E ai2 et tout k. 1 I k s p: 

Nous allons montrer que la première somme dans (3.4.1) contient 
seulement un nombre fini de termes et qu'il n'mste aucun q E E. 

a) Nous montrons d'abord que E ne contient qu'un nombre fini de 
termes. En effet, sinon, on peut extraire une suite de points q, de E 
qui converge vers un point q E an. NOUS avons P(qj) - pL(qj) = - ic et 



donc P(qj) ne converge pas ce qui contredit l'hypothèse que soit un 
domaine réglé. 

b) La relation (3.4.2) 

montre que la première somme ne contient qu'un nombre fini de 
termes, c.à.d., f(aU) ne contient qu'un nombre fini des points de repos 
complet d'ordre positif. 

C) Il n'y a aucun q E ai2 avec a(q) = Zn. En effet, s'il existe un q E ai2 tel 
que a(q) = 2 x ,  alors on doit avoir un nombre infini des points de 
convexité par rapport à f(U) et donc un nombre infini des points de 
repos complet d'ordre positif ce qui contredit b). 

d) Firialement, (3.4.2) entraîne que 

et l'énoncé (i) du théorème est établi. Puisque un point de convexité q 
de aR est un point de repos complet d'ordre p nous déduisons de 
(3.4.3) que le nombre nc de ces points est 2 q  + Nx = n x n ( q )  2 n,px, 

q~an 
N d'où n, 1; 2 + -. ce qui complète la preuve. 
P 

Exemples 3.4.4 

1.  La fonction f(z) = zP + ~~("")/(n+i) est une transformation 
harmonique p-valente définie sur U. Sa dilatation est a(z) = znP = ZN. La 

N frontière al2 de l'image R = f[U) contient les n + 2 = 2 + - points de 
P 

convexité 



qui sont 
exemple, 

des points de cornés pointés vers I'extérieur de a. Dans cet 
nous avons donc pnc = = N + 2p. 

q ~ a Q  

(2) La fonction considérée dans la preuve du théorème 3.3.4, 

est univalente (p=l), et sa dilatation est a(z) = -24. Donc pnc = 4 < 2 + 
4 = N + 2 p  = xn(q).  

q ~ a R  

3 5  Le problème inverse 

relation 

Im 

est une 

Revenons au  problème original. Soit a(z) un produit de Blaschke de 
degré N et soit  f(z) une solution p-valente de (2.1.5) de U sur un 
domaine de Jordan réglé R telle que f* est à variation bornée. Alors la 

{ Ja(eit) dp(eit)) = O; f*-a.e. sur 

propriété nécessaire. 11 est raisonnable de se demander si elle 
est aussi suffisante. La réponse est non comme l'exemple suivant le 
montre. 

Soit f la solution du problème de Dirichlet de 

Alors P satisfait la condition (3.2.5) , mais l'image de f(U) n'est pas un 
domaine. 



La démonstration du prochain théorème est la même que 
celle donnée pour les transformations harmoniques univalentes par 
Bshouty et Hengartner dans [BH]. théorème 3.6. 

Théorème 3.5.2: Soit a(z) un produit de Blaschke de degré N et soit R 
un domaine de Jordan dont la frontière est rectifiable. Soit f (eit) une 
application p-valente et localement un homéomorphisme faible du 
cercle unité a U  sur a R préservant l'orientation. Alors l'intégrale de 
Poisson 

est une solution p-valente de 

qui transforme U sur R. si et seulement si les deux conditions suivantes 
sont satisfaites 

Démonstration : Nous savons déjà que (3.2.5) est une condition 
nécessaire. Donc. supposons que (3.2.5) est déjà satisfaite. En dérivant 
l'integrale de Poisson par rapport à z et en effectuant l'integration par 
parties par rapport à t. nous obtenons 

27t ZX: 
puisque J df'(eit ) = J df*(eit ) = 0, et 



nous avons 1 a (eit) d l  (eit) = O et 
O 

- 
Nous déduisons que fi(z) - a(z)f&) est une fonction analytique sur Ü et 

elle est identiquement zéro si et seulement si f+ satisfait (3.4.3). 
Puisque 1 a 1 < 1 sur U. nous avons f(U) = Q et le principe d'argument 
nous montre que f est p-valente. 

3§6 Procédure constructive des transformations harmoniques 
p-valentes. 

Puisque a(z) est une fonction rationnelle de degré N, la condition 
(3.5.1) peut être remplacée par un système de [N/2] Oa partie 
entière.de N/2) équations. Posons 

= N, lpkl < 1, 1 < k Sm, 



Notons que t(z) est un polyôme de degrée N et que la condition (3.5.1) 
est équivalente à la condition 

Donc. on peut remplacer (3.4.3) par N + 1 equations de la forme Lk(t) = 
O, 1 S k SN. o ù  les Lk sont N + 1 fonctionnelles linéaires continues qui 
son t  linéairement indépendantes. Nous avons 

et  donc 
- 
1 

ZN t(=) = t(z). 
Z 



Finalement, la condition t(0) = O est automatiquement-satisfaite Donc, 
nous sommes amenés à résoudre [N/2] équations. 

En résumé, nous avons démontré le théorème suivant: 

Théorème 3.6.1. La condition nécessaire et suffisante (3.5.1) peut être 
remplacée par un ensemble de [N/2] équations de la foxme: 

dz)  

Application 3.6.2. Posons a(z) = z2 et p = 2 . Alors di2 a exactement 2p 
+ N = 6 points de repos complet comptés avec l'ordre. car le nombre 
de points de convexité de ai2 est au moins 3 et au plus 2 + N/2  = 3. On 
peut conclure que ai2 a exactement 3 points de converrité wl, wz et w3. 
Posons w4 = wl et choisissons un tk de f-l(wk). Les conditions 

nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une solution 2-valente de 
( 2 . 1 5  sont les relations (3.2.5) et (3.5.1). (3.2.5) détermine la 
correspondence des frontières quand (3.5.1) peut être exprimée par la 
seule équation 

Avec (3.2.5). on a Im [eitdf*(eit)] = Irn [&(eit)df*(eit) J = O. Donc nous 

obtenons 



ou lk désigne la  longueur euclidienne de l'arc de aL2 muni de 
l'orientation positive qui joint w k  à wk+b Donc. pour chaque domaine 

de Jordan aR dont la frontière contient exactement trois points de 
convexité, il existe une correspondence f (eit) unique entre aU et ai2 
qui satisfait (3.2.5). D'autre part, (3.6.3) montre que la condition 
nécessaire et s d i s a n t e  (3.6.2) est toujours satisfaite. Alors la solution 
du problème de Dirichlet est automatiquement une solution 2-valente 
de (2-1.5) de U su r  Cl. 

Finalement. remarquons que f peut être obtenu par la relation f(z) = 
fi(z2) o ù  fi est une solution univalente de (2.1.5) de U sur aS2 avec 

a(z) = z. 

397 Décomposition des transformations harmoniques p- 
valentes. 

Soit f une transformation harmonique p-valente de U sur un domaine Q 

préservant l'orientation. Si la dilatation a(z) = O, c.à.d., si f est 
analytique, alors f est de la forme 

où o est un produit de Blaschke de degré p de U sur U et F est une 
transformation conforme (analytique et injective) de U sur R. O n  peut 
se demander s'il y a des résultats analogues pour d'autres dilatations. 

P.Duren et WHengartner ont démontré dans [DH] le résultat 
smant. 

Théorème 3.7.3 . Soit f une transformation harmonique définie sur U et 
soit a(z) sa dilatation. Alors on a la décomposition 

oii @ est  une fonction analytique su r  U et F est harmonique et 
univalente sur @ (U) si et seulement si 
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