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I1 est un fait bien connu que les mécanismes sont très sensibles à l'accumulation 

des défauts géométriques de leurs composantes. En effet, ces défauts affectent les coûts 

de fabrication et conduisent souvent à des variations de performances des produits et 

ce, de façon imprévisible- 

Plusieurs études des effets des accumulations d'erreurs mécaniques ont été 

réalisées depuis quelques années. Un grand nombre de ces études ont été effectuées a 

l'aide des méthodes du calcul différentiel, malgré que nous ayons constaté qu'il existe 

d'importantes contraintes à son application pour L'analyse des erreurs mécaniques et des 

jeux. Aussi, ce travail présente-t-il une nouvelle approche mathématique facilitant 

l'étude des défauts géometrïques et des jeux dans les systèmes mécaniques 

tridimensionnels. Nous avons développé cette procédure d'analyse de  manière a ce 

qu'elle puisse être automatisable- 

La méthode d'analyse proposée est basée sur la théorie des torseurs et la 

mathématique des exponentielles vectorielles. Ces outils mathématiques permettent 

d'intégrer efficacement les tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les 

jeux dans un même modèle d'accumulation. L'analyse des erreurs mécaniques et des 

jeux nécessite la compréhension de plusieurs facteurs d'importances. En effet, la 

réussite d'un assemblage mécanique et l'assurance d"un fonctionnement optimal 

demandent une analyse adéquate incluant les défauts géométriques et les jeux, les 

déformations surfaciques et volumiques, ainsi que les efforts externes agissant sur le 

mécanisme. Certaines hypothèses simplificamces ont été effectuées pour développer 

la méthode d'analyse vectorielle: 

1. nous considérons que les mécanismes étudiés sont consîitués d'un ensemble de 

pièces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées; 



nous considérons les déformations volumiques dues à des efforts comme 

absentes ou négligeables; 

nous considérons les déformations surfaciques dues à des efforts comme absentes 

ou négiïgeables; 

nous considérons les composaotes mhniques comme des corps indéformables 

(compte tenu des hypothèses 2 et 3); 

nous considérons les composantes mécam-ques comme etant en situation réelle 

et possèdant des défauts géométriques (tolérances dimensionnelles et tolérances 

géométriques); 

nous proposons que les liaisons possèdent des jeux; 

nous définissons une condition fonctionnelle comme un espace contrôlé entre 

deux composantes; 

nous considérons que la forme d'une surface est parfaite. 

La validation de la méthodologie est réalisée a l'aide du générateur d'équations 

a quatre membrures régulièrement employée en milieu académique. Nous calculons 

l'erreur de sortie connaissant les tolérances dimensionnelles sur chacune des membrures- 

Nous comparons les résultats obtenus par notre nouvelle approche avec ceux obtenus 

grâce à la méthode différentielle. Les résultats confirment la validité de notre nouvelle 

méthode d'analyse. En effet, les différences numériques obsenrées entre les résultats des 

deux méthodes sont négligeables. 

Un variateur mécanique de vitesse est analysé afin de démontrer les possibilités 

pratiques de l'emploi de fa nouvelle méthode. Sur ce modèle, nous calculons les jeux 

fonctionnels du mécanisme connaissant le tolérancement dimensionnel, le tolérancement 

géométrique ainsi que la condition fonctionnelle imposée. 

En résumé, ce mémoire présente une nouvelle 

théories vectorielles, pour analyser les pro blemes 

approche basée 

d'accumulation 

sur certaines 

des défauts 



géométriques et des jeux. Les quaiités systématiques et procédufales de cette nouvelle 

méthode danalyse permettent d'envisager avec réalisme l'informatisation de cette 

démarche, 

Plusieurs travaux de recherche et de développement peuvent être entrepris pour 

compléter les concepts mis en place dans ce mémoire: 

- Création d'une procédure d'optimisation des produits mécaniques. 
- Introduction dw concepts de logique floue pour définir un tolérancement adéquat 

en fonction de multiples facteurs techniques. 
- Résolution d'un problème complet, car nous n'avons présenté que l'analyse 

partielle d'un cas pratique. 
- Création d'un logiciel intégrant les concepts de ce mémoire. 
- Développement de la méthodologie pour l'analyse multi-cycles. 
- introduction de i'effet des déformations dans la méthodologie. 
- introduction d'une méthode d'estimation des efforts dans le mécanisme, 



It is a histoncal fact that mechanisms are sensitive to their geometrical errors. 

These mors affect fabrication cos& and o h  lead to unpredictable performance 

variations, 

Some studies have been coaducted on the effects of mechanical error 

accumulation. A lot of them are based on dinerentid computation although, we have 

observed difficulties in their application in the analysis of mechanical errors and 

clearances. For this reason, we propose a new mathematical model to facilitate the 

analysis of clearances and mechanicd enors in 3D mechanisms. In addition, this new 

model is appropriate for the computation analysis of mechanical emrs. 

Our new mathematical model is based on the screw theory and the vectorial 

exponential mathematics. These two mathematical tods easily integrate dimensional 

tolerances, geometrical tolerances and gaps in a unique accumulation model. A good 

understanding of some factors is essential to a valid mechanicd errors analysis. These 

factors incl ude geometrical errors, gaps, ~~perficial deformati ons, volumi c defonnations 

and extemal forces acting on the mechanism. Some hypothesis are proposed: 

1. We consider that mechanisms are constituted fkom groups of parts and 

mechanical links organized through one or more fùnctionnal cycles. 

2. We consider - that volumic deformations are negligeable. 

3. W e consider that superficial deformations are negligeable. 

4. We consider that mechmical components are undefomable shapes. 

5. We consider that mechanical components have real dimensions including 

tolerances. 

6. We propose that each joint has a clearance. 

7.  We define that a fùnctionnal condition has a spacing between two parts or has 



a backlash- 

8. We consider that each stdace has a penect form. 

The methodology validation is realized using the four bar Iinkage equation 

generators. We calculate the output emrr knowing the dimensionnal erron of each bar. 

The results are compand with the results generated by Our new model. These results 

confimi the validity of the new methodology. 

A mechanical speed varietor is aaalyzed in order to demonstrate practical use of 

the new methodology. On this model, we compute hctiomal gaps knowing 

dimensiomal tolerances, geometrical tolerances and the functionnal condition. 

To conclude, this thesis proposes a new methodology based on some vectorial 

theones used to analyze mechanical errors acumulation problems. This new method 

will permit to cornputarire effectively this kind of mechanical analysis. 

Some works could be doue to complete this research: 

- Create an optimization procedure for mechanical products. 

- Solve a complete engineering problem. 

- Build a software using this new rnethodology. 

- Upgrade the methodology to deal with more than one functionnal cycle. 

- Introduce the forces effects and the defonnations effects in the methodology- 
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L'accumulation et la propagation des erreurs dans les mécanismes ont 

d'importantes conséquences sur la qualité de fonctionnement des produits. En effet, les 

erreurs mécaniques affectent grandement la précision des machines et compliquent les 

étapes d'assemblage et de fabrication. II est donc nomal que les chercheurs et les 

industriels tentent d'améliorer la compréhension de ces phénomènes. Il semble d'ailleurs 

que I'établissement de techniques permettant de prévoir et de contrôler les accumulations 

de tolérances au cours des étapes de la conception est devenu un véritable objectif 

stratégique pour les entreprises manufacturières et les fabricants de systèmes de CAO. 

Nous pouvons aisément donner quelques exemples des avantages d'un contrôle 

rigoureux des emeurs mécaniques. Un concepteur peut désirer ajuster les tolérances 

dimensionelles et géométriques des composantes d'un mécanisme, de manière à 

optimiser son fonctionnement tout en respectant les conditions fonctionnelles. Un 

concepteur peut également chercher à répartir les tolérances en tenant compte du coût 

de fabncation de chacune des composantes. Un concepteur peut chercher à améliorer 

la précision d'un assemblage en réduisant les dispersions des composantes les plus 

critiques pour la fonctionnalité du système mécanique. 

Les recherches bibliographiques réalisées n'ont - pas permis d'identifier une 

méthode d'analyse convenant aux besoins de notre étude. En fait, seule la méthode 

différentielle fréquemment employée dans le domaine de la robotique se rapproche de 

nos attentes. Toutefois, plusieurs auteurs ont traité, de façon partielle, du tolérancement 

tel que présenté dans la bibliographie. 

Les travaux de recherche réalisés ont conduit à la création d'une nouvelle 

méthode d'anaiyse des tolérances basée sur les torseurs. Sa validation a été accomplie 

à l'aide du générateur d'équations à quatre membrures. L'intérêt porté sur ce modèle 

résulte dans le nombre important de publications dont ce mécanisme a fait l'objet dans 



le cake de l'approche par calcul différentiel. Ainsi, une comparaison entre les deux 

méthodes a été conduite avec une précision acceptable. 

L'analyse diui modèle simple tel que celui du generateur d'équations à quatre 

membrures ne permet pas de démontrer l'efficacité pratique de la méthode vectorielle 

d'analyse. En effet, ce modèle ne contient que des tolérances dimensionelles dans la 

direction des membrures. Pour cette raison, un modèle mécanique d'ingénierie est 

étudié afin &introduire les aspects de tolémcerneat géométrique et de jeux. Ces 

concepts sont fondamentaux dans tous les assemblages de composantes mécaniques. 

Un outil informatique permettant de réaliser efficacement les calculs vectoriels 

associés a notre méthodologie est développe. Cet outil permet de valider rapidement 

I'approche mathématique propos& et d'analyser le cas du variateur mécanique de 

vitesse. 

Le premier chapitre discute de la problématique associée à l'étude de 

l'accumulation des erreurs dans les systèmes mécaniques. Le chapitre deux présente une 

revue bibliographique. Nous donnons les grandes l i ges  des travaux réalises dans le 

domaine de l'analyse des erreurs effectués au cours des deux dernières décennies. Le 

chapitre trois présente les fondements de  la méthodologie vectorielle d'analyse. Les 

concepts mathématiques proposés sont à la base de la méthode de modélisation et 

d'accumulation des emurs. Le chapitre quatre présente le modèle mathématique 

d'accumulation des dispersions et des jeux mécaniques. Nous décrivons comment le 

torseur peut définir et cumuler les tolérances dimensionnelles, les tolérances 

géométriques et les jeux d'un système mécanique. Le cinquième chapitre donne la 

démarche et les résultats obtenus lors de la validation de la méthode d'analyse des 

erreurs mécaniques. Ce chapiîre présente également l'ensemble des développements 

mathématiques permettant de résoudre symboliquement un generateur d'équations à 

quatre membrures. Le chapitre six illustre la procédure et  les résultats de l'analyse d'un 



cas pratique: le variateur mécanique de vitesse. Ce modèle est partiellement analysé sur 

un cycle fonctionnel de façon a vérifier la contribution des erreurs dimensionnelles, des 

erreurs géométriques et des jeux au niveau du "backlash" dans les dents des engrenages 

coniques. Le chapitre sept explique quelques généralités relatives au fonctionnement 

du logiciel qui permet de manipuler symboliquement les torseurs et les vecteurs. Cet 

outil nous permet d'accélérer l'analyse tout en démontrant la possibilité d'en informatiser 

certaines opérations- Finalement, dans la conclusion nous discutons de I'intérêt du 

nouvel outil mathématique d'analyse des erreurs mécaniques et des jeux en présentant 

les développements fiiturs envisagés. 
- 



Plusieurs travaux de recherche ont été réalises dans le domaine de l'analyse des 

dispersions mécaniques depuis les années soixante [GAR62,VEI86,.UA194 1. 
Malheureusement, les outils mathématiques employés depuis n'ont pas véritablement 

évolués. Les techniques d'analyse d'erreurs sont encore fondées sur le calcul différentiel 

pour répartir les poids relatifs des composantes des systànes mécaniques 

m89,CLE93,FU88,VE186]3 Le calcul diffémitiel est certainement un outil puissant 

pour mesurer la contribution à l'erreur totale des variables critiques d'expressions 

analytiques quelconques. En effet, une telle approche est avantageuse lorsque nous 

connaissons la fonction mathématique liant ce que nous connaissons à ce que nous 

cherchons. Il est toutefois dificile d'établir une telle fonction lorsque le mécanisme 

atteint un certain niveau de complexité. Il faut mettre en évidence les variables à 

analyser avant d'appliquer les techniques de différentiation, ce qui n'est pas toujours une 

tâche réalisable- 

L'informatique permet de faciliter le travail des ingénieurs dans un grand nombre 

de secteurs d'activités. Il est donc intéressant d'envisager L'automatisation de l'analyse 

des tolérances et des jeux. Compte tenu des difficultés engendrées par le 

développement des fonctions mathématiques nécessaires à la résolution par calcul 

différentiel, nous ne pouvons imaginer l'emploi de l'analyse différentielle des erreurs 

dans l'élaboration d'algorithmes informatiques traitant les dispersions mécaniques. En 

fait, il semble impossible de systématiser la procédure d'analyse différentielle de façon 

à envisager son utilisation par les ordinateurs. 

Une autre limitation importante de l'analyse des dispersions mécaniques par le 

calcul différentiel est sans nul doute l'impossibilité de réaliser une étude simultanée des 

tolérances dimensionnelles, des tolérances géométriques et des jeux. Aucun auteur 

semble avoir réussi à fondre ces trois elémenîs importants dans une seule analyse basée 



sur le caicul différentiel. 

de lever les limitations de L'approche différentielle, une nouvelle approche 

fondée sur le concept de torse= de petits déplacements est'proposée. Les torseurs 

permettent de représenter vectoriellement ies erreurs mécaniques dans un espace a trois 

dimensions. De plus, ils permettent d'éliminer entièrement les calculs différentiels en 

introduisant une pondération vectorielle des composantes de l'erreur mécanique totale. 

Pour comprendre la méthode qui est proposée et pour démontrer la complexité 

de l'analyse, nous allons définir cenains concepts fondamentaux et obligatoires à la 

compréhension des travaux de ce mémoire. 

Tout mécanisme possède une ou plusieurs boucles fennées constituées de liaisons 

et de composantes telles qu'illustrées ci-dessous (Figure 1.1). Nous pouvons concevoir 

une situation nominale et une situation réelle. La situation nominale existe lorsque 

toutes les composantes sont à Leurs dimensions nominales excluant de cette façon, tout 

défaut géométrique. Par opposition, la situation réeile doit inclure les erreurs sur les 

composantes qui représentent évidemment, des déviations a la situation nominale. Ces 

erreurs regroupent les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques sur 

chacune des composantes mécaniques. 

Un mécanisme est constitué d'un ensemble de composants en relation les uns 

avec les autres. Son assemblage et son fonctionnement en situation réelle implique 

inévitablement, l'iatroduaion de jeux et la prise en compte d'efforts et de déformations 

mecaniques pour analyser les incertitudes introduites par les erreurs, Nous devons tenir 

compte, de plus, d'un minimum de critères pour assurer le fonctionnement du 

mécanisme. Ces critères sont représentés par les conditions fonctionnelles qui se 

définissent comme l'ensemble des conditions a des contraintes, qui assurent une réponse 

adéquate du mécanisme à une ou plusieurs fonctions. Les jeux se retrouvent concentrés 



dans les liaisons entre ies composants. Les efforts qui agissent sur le mécanisme 

affectent inévitablement les composantes et définissent de quelle façon les jeux sont 

repris par ce dernier. Enfin, les defonnations représentent un élément important qui doit 

être considéré dans I'andyse de tout mécanisme. Il existe deux types ae déformation. 

Premièrement, les defonnations surfaciques dans les liaisons. qui sont engendrées par 

le contact Localisé entre les sunaces- Deuxièmement, les defonnations volumiques dans 

les composantes, qui sont générées par les efforts que celles-ci doivent subir compte 

tenu des forces internes ou externes au mécanisme- 

Figure 1.1 Boucles d'un mécanisme 



Considérant l'ensemble des facteurs agissant sur les mécanismes, il s'agit 

maintenant d'établir une équation liant l'ensemble de ces phénomènes a définissant leurs 

influences relatives. Pour établir cette équation nous avons d'abord défini certaines 

hypothèses: 

nous considérons que les mécanismes étudiés sont constitués d'un ensemble de 

pièces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées; 

nous considérons les déformations volumiques dues à des efforts comme 

absentes ou négligeables; 

nous considérons les déformations surfaciques dues à des efforts comme absentes 

ou négligeables; 

nous considérons les composantes mécaniques comme des corps indéformables 

(liées aux hypothèses 2 et 3); 

nous considérons les composantes mécaniques comme étant en situation réelle 

et possèdant des défauts géométriques (tolérances dimensionnelles et tolérances 

géométriques); 

nous proposons que les liaisons possèdent des jeux; 

nous définissons une condition fonctionnelle comme un espace contrôle entre 

deux composantes; 

nous considérons que la forme d'une su~ace est parfaite. 

En résumé, nous cherchons à mettre au point une méthodologie d'analyse 

vectorielle des défauts géométriques et des jeux de mécanismes complexes employant 

des outils mathématiques compatibles les uns aux autres. Cette démarche permet de 

préparer la voie à des travaux menant à une informatisation efficiente de l'analyse de 

la propagation des erreurs mécaniques et des jeux. 



2.0 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

Les travaux réalisés dans notre champ de recherche ont surtout porte sur l'étude 

de la cinématique, lors de perturbations engendrées par des erreurs mécaniques. Dès 

les années 50, Denavit et Hartenberg établissaient une notation pour l'analyse 

cinématique des liaisons en employant quatre paramètres géométriques PEN75 1. Cette 

notation a été employée par ces mêmes auteurs lors d'analyses d'erreurs de liaisons 

mécaniques telles que les joints Hooke [AUS65]. Des recherches similaires ont été 

réalisées par plusieurs chercheurs ~HA78,VEI86,DAI94]. Les matrices homogènes de 

transformations géométriques (matrices 4x4) sont utilisées conjointement avec la 

notation Denavit-Hartenberg pour l'analyse différentielle des erreurs 

[GAR62,VE186,DAI94]. Évidemment, les travaux consultés n'ont pas porté 

exclusivement sur I'analyse des erreurs. Par exemple, Denavit et Hartenberg traitent de 

l'effet des erreurs sur la cinématique des mécanismes. Due aux limitations naturelles 

de la méthode d'analyse, seules les erreurs dimensionnelles et les jeux ont fait l'objet 

d'étude. 

Garrett et Hall quant à eux, se sont intéressés à l'empilement probabilistique des 

erreurs dans les mécanismes [GAR62,GAR69]. Ces chercheurs ont également étudié, 

tout comme Denavit et Hartenberg l'avaient faif les problèmes cinématiques causés par 

les erreurs dimensionnelles. Dhande et Chakraborty proposent une technique d'analyse 

probabilistique par linéarisation permettant d'établir le poids relatif à l'erreur totale de 

chacun des éléments d'un générateur d'équations à quatre membrures. Ils ont cherché 

à optimiser les membrures des mécanismes de manière à respecter une erreur mécanique 

maximale. Ces mêmes auteurs ont étudie le comportement des erreurs aux joints 

mécaniques pHA73 ,DHA78]. Veitschegger et Wu ont valide l'analyse par linéarisation 

des équations différentielles d'erreur en vérifiant la contribution réelle des termes de 

degrés supérieurs wI86] .  Tout comme Leurs prédécesseurs, ils ont employé Les 

méthodes développées par Denavit et Hartenberg ainsi que la notation associée wI86J .  



Un élément commun unit les travaux de tous ces chercheurs: Ifutilisation du caicul 

différentiel pour l'évaluation des erreurs mécaniques. 

Plus récemment, Lee et Yi bEE95,LEE94] ont étudié I'assembiabiiité des 

systèmes mécaniques. Ils ont compris l'importance du contrôle des erreurs et des jeux 

Ion de la conception et de l'assemblage de produits tridimensionnels. En effet, ils 

illustrent les limitations inhérentes des méthodes traditionnelles d'empillements 

unidimensionnels de cotes ("Stack-up"). Ces chercheurs proposent donc une nouvelle 

méthode d'analyse des défauts géométriques et des jeux. lis abordent le tolérancement 

géométrique de positionnement en supposant un désalignement des référentiels d'analyse 

par rapport à une situation nominale. Ils proposent également de modéliser les a u a s  

catégories de tolérances géométriques par une représen"tation matricielle de type: 

tolérance dimensionnelle. Us  discutent brièvement de I'applicabilité de leur nouvelle 

méthode d'analyse à des chaines de tolérances et de  jeux à boucles m-ultiples Whitney 

et Gilbert m 9 3 ]  proposent quant à eux de modéliser les erreurs d'une façon 

statistique grâce au modèle de l'ellipsoïde probabilistique. L'un des apports importants 

de leurs travaux est sans nul doute, la prise de conscience de l'aspect essentiel des jeux 

dans les mécanismes. Ils comprennent la relation fondamentale qui existent entre les 

tolérances et les jeux dans les assemblages. 

Whitney et Gilbert [WHI93,GIL92] traitent de la représentation et de l'analyse 

des erreurs géométriques grâce à un ellipsoide d'approximation probabilistique. Ils 

proposent un modèle d'accumulation probabilistique des tolérances dimensionnelles et 

de certaines tolérances géométriques de manière à vérifier l'essemblabilité des 

mécanismes tridimensionnels. Ce modèle d'accumulation est base sur un algorithme 

"Closed-Fonn" recherchant les paramètres définissant la position statistique et 

l'orientation statistique des composantes d'un assemblage. Les dispersions sont genorées 

grâce à des algorithmes de type Monte Carlo. Tout comme les travaux présentes dans 

ce mémoire, Whitney et Gilbert utilisent un outil mathématique définissant les erreurs 



mécaniques comme de petits déplacements possédant 6 degrés de libené, soient les 

matrices homogènes de transformation géomémque. De plus, leur modèle 

d'accumulation demande la mise en place de référentiels pour chacune des erreurs tel 

que nous le proposons. Whitney et Gilbert ne tiennent toutefois pas compte des jeux 

et des conditions fonctionnelles qui sont évidemment essentiels à tout mécanisme. 

Les travaux de  Whitney. Gilbert, Lee et  Yi constituent des avancements majeurs 

dans l'étude des erreurs des systèmes mécaniques tridimensionnels. Ils ont apporte 

plusieurs nouveaux concepts mathématiques à l'analyse statistique de I'arsenbhbiIife 

des mécanismes. Malheureusement, la réussite des assemblages n'assure d'aucune façon 

le bon fonctionnement des produits mécaniques. En effet, il existe d'autres paramètres 

qui doivent être considérés tels que les conditions fonctionnelles et l'orientation des 

forces internes dans les mécanismes, 

Le tolérancement vectoriel a été abordé par quelques chercheurs. L'équipe de 

Gaunet [GAU93] propose une formulation vectorielle pour décrire le tolérancement 

dimensionnel et le tolérancement géométrique. Ils définissent le concept de toneurs de 

tolérancement d'une manière se rapprochant des modèles que nous proposons. Dans 

leur modèle, chacune des tolérances de dimensions nominales se définit par deux 

torseun de petits déplacements et un système de contraintes. Malheureusement, le 

modeie d'analyse de Gaunet est limité à Ia vérification de  I'assemblabilité des 

mécanisme. II ne permet pas de vérifier Feffa des défauts géométriques et des jeux lors 

du fonctionnement des mécanismes, 

Bjerke a traite de I'informatisation du contrôle du tolérancement @31089]. DPns 

son ouvrage, il effectue un tour d'horizon d'un grand nombre de techniques, de 

méthodes et d'outils associes au tolérancement mécanique. Bjerke propose divers 

modèles 

présente 

statististiques ou modèles analytiques de représentation des tolérances. Ii 

également divers algorithmes de résolution des chaînes de cotes. Il propose 



des modèles d'accumulation d'erreurs pour les mécanismes à rnulti-cycles fonctionnels. 

Malheureusement, Bjerke ne propose pas de méthode intégrée associant toutes les 

catégories de tolérances et de jeux- 

L'étude des erreurs mécaniques en utilisant les dérivées partielles, exprimées sous 

forme de matrices de transformations jacobiemes, sont certainement rune des 

constances retrouvées dans plusieurs des travaux des chercheurs étudiés. Fenton, 

Cleghom et Fu n'ont pas dévié de cette tendance. En effet, ils emploient tes 

différentielles pour introduire les erreurs dimensionneîles associées à chacune des 

membrures des générateurs d'équations étudiées [CLE93,FU88]. ils ont également 

abordé les systèmes mécaniques à boucles mdtiples et l'analyse par indice de sensibilité 

m89,CLE93,FU88]. Ce mémoire se propose d'employer les résultats et les modèles 

développés par ces auteurs pour valider le nouvel outil mathématique d'aodyse qui y 

est présente. 



3.0 FONDEMENTS MATHÉMA'MQUES DE LA -MÉTHODOLOGIE 

D'ANALYSE 

Ce chapitre présente les fondements mathématiques de la méthodologie définie 

pour l'analyse vectorielle des erreurs mécaniques et des jeux. 

Nous nous devons de définir certains concepts preiiminaires à la compréhension 

des développements mathématiques présentés dans ce chapitre. Les jeux définis dans 

les liaisons entre les composantes et les defauts géométriques définis sur chacune de ces 

composantes possèdent des caractères essentiellement locaux. En effet, les jeux et les 

tolérances ont une port& locale sur le mécanisme en affectant par exemple, certaines 

dimensions et certains espacements. Par contre, le fonctionnement du mécanisme est 

déterminé par l'interrelation de l'ensemble des composantes incluant, évidemment, les 

défauts géométriques et les jeux qui y sont associés. Pour cette raison, nous disons que 

le mécanisme possède un caractère essentiellement global. Pour réaliser le processus 

d'accumulation des defauts géométriques et des jeux, nous devons définir un pont 

unissant ces deux caractères opposés. De ce fait, les modèles qui sont développes dans 

ce chapitre ont pour but de répondre aux deux questions suivantes: Comment modéliser 

Les jeux dans les liaisons a les défauts géométriques au sein des pièces sachant que 

ceux-ci possèdent un caractère essentiellement local? Comment determiner l'incidence 

de ces défauts en un point donné du mécanisme et dans une direction donnée sachant 

que celui-ci a un caractère essentiellement global? Notons que les modèles 

mathématiques utilisés dans ce chapitre sont tous définis à p d r  de la théorie des 

déplacements des 'corps solides. 

Nous présentons à la section 3.1 les notions de transformations isométriques 

essentielles à la compréhension de la méthodologie d'analyse. Nous concluons à la 

section 3 -2, en définissant les modèles mathématiques utilises pour décrire Ies toléraaces 

et les jeux. 



3.1 Fondements matbÇmitiques 

Nous résumons à la sous-section 3.1.1, la théorie des grands déplacements de 

laquelle dérive ia théorie des toneurs de petits déplacements présentée à la sous-section 

3.1 2 .  Ces deux théories permettent d'obtenir une intégration complète de  la 

méthodologie d'analyse vectorielle et de réconcilier les caractères locaux et globaux. 

3.1.1 Diplactmtnt d'un point et champ de dépiicement 

La procédure mise au point pour calculer la contribution de chacune des erreun 

d'un système mécanique quelconque est basée sur la théorie des déplacements vectoriels. 

Nous nous devons de bien définir ce que nous entendons par déplacement. En effet, 

toutes les notions mathématiques, constituant le coeur de la procédure d'analyse 

proposée, sont fondées sur ce concept. 

Un déplacement se definit comme une transfomation isomém'que dont la matrice 

orthogonale est directe mR75]. Nous savons de plus, que l'ensemble des 

déplacements dans un espace à trois dimensions constitue un groupe continu fini d'ordre 

six p U P 9  1,HER75]. Nous pouvons définir tout déplacement d'un solide (S) dans un 

référentiel orthonormé Ro par I'expression suivante: 

m e r  = f + [A] - mmtd 

où, 

meid : vecteur associé au point m,,, E (S), exprime dans Ro; 

mlcw 1 vecteur associe au point m, E (S), homologue du point 

ma,, après transformation, exprimé dans Ro; 

t vecteur de translation du solide (S) exprime dans Ro; 

[Al : matrice régulière orthogonale directe exprimant une 
rotation du solide (S) autour d'un point ou d'un axe. 



Cette equation traduit le f&it que tout mouvement d'un corps solide (S) dans un 

repère (Ro) peut être obtenu par vissage, ~'est-à-~re par une combinaison d'une 

translation et d'une rotation telle qu'illustrée à la figure 3.1. 

L 

1 

Figure 3.1 Modèle du mouvement infinitésimal d'un corps 

Jacques-Marie -751 introduit la notation exponentielle vectorielle 

dérivée de l'algèbre de Lie des déplacements pour caractériser une rotation. Ainsi, Le 

déplacement du point m, E (S) qui l'amène en m, homologue de m,, est: 

m, = t + exp(aux) . m, 
où, 

~XP( : opérateur exponentiel vectoriel; 

mou 1 vecteur associé au point m, E (S), exprimé dans Ro; 

m. : vecteur associe au point m, E (S), homologue du point 

m,, après transfodon,  exprimé dans Ro; 

a angle rotation autour de l'axe du vecteur unitaire u; 



t vecteur de translation du solide (S) exprimé dans Ro; 

x symbole du produit vectoriel. 

La forme matricielle se définit de la manière suivante: 

Sous cette forme, il est possible d'appliquer un déplacement à tout vecteur m ou 

à toute entité vectorielle qu'il s'agisse de points, de droites ou de plans [DUP9 11. Nous 

notons enfin qu'un changement de référentiel est interprété comme un déplacement du 

fait de leur équivalence pUP9 11. 

Compte tenu que nous voulons définir les opérations mathématiques d'une 

manière plus explicite, nous avons redéfini la notation de certains opérateurs 

mathématiques. Notons également que ces nouvelles notations sont employées par 

l'outil informatique présenté dans ce mémoire. Définissons d'abord une rotation d'angle 

a autour de l'axe du vecteur unitaire u de la facon suivante: 

et, une translation de longueur B selon I'axe du vecteur unitaire u: 

T(P,u) = t = Bu 

Les propriétés mathématiques de l'exponentielle vectorielle les plus utilisées lors 

de la compilation des dispersions mécaniques sont présentées ci-dessous. 

Linéarité: 

1-  exp(A ux)@ v + G w) = B.exp(A ux).v + G.exp(A ox).w 



2. exp(A U X ) . ~  = u 

3- exp(A1 ux).exp(A2 ux). = exp((A1 + A2))ux). 

4. exp (d2  ux). = ux 

Développement en série de I'opérateur exponentiel: 

exp(A ux). = 1 + (II19Aux + (~/~!)A*WX(UX) +... +(l/n!)An(ux)" 

Expression de l'opérateur "exp" : 

exp(Aux)-v = v + sin(A).(u x v) + (1 - cos(A)).((ux)uxv) 

Cette expression devient dans un repère orthonormé direct (u,v,w): 

exp(Aux).v = sin(A).(uxv) + cos(A).v = sin(A).w + cos(A).v 

et pour un repère quelconque, elle devient: 

D'autres propriétés intéressantes sont présentés dans les publications de Jacques- 

Marie Hervé (HER75J. 

Remarquons que l'exponentielle vectorielle ne représente aucunement une 

approximation. Une dérivation par rapport au temps de I'expression exponentielle d'un 

déplacement quelconque conduit directement à l'équation cinématique correspondante 

(voir section 3.1 -2) -9 11. 



3.1.2 Les tanturs de peti!s dépiacements 

Le second concept mathématique d'importance employé dans ce travail est la 

théone des torseurs. Soit ie solide SO soumis a une translation de vecteur t et à une 

rotation infinitésimale d'amplitude fl autour de l'axe de vecteur unitaire u centré sur m, 

(R(p,o)) (voir Figure 3 -2). 

Figure 3.2 Illustration d'un corps se déplaçant durant une période dt 

Le déplacement de (SO) amène le point m, E (SO) au point m,': 

m,' = m, + t 

où, 

m,' : vecteur (om',) identifiant le point mlt; 

ml vecteur (om,) identifiant le point m,; 

t vecteur déplacement définissant la translation du point m, au point 

mlt- 



Ce même déplacement amène le point m, E (SOI au point mi tel que: 

m,' = ml+ exp(gux)(m,m,). 

où, 

m,' vecteur (om3 identifiant le point m;; 

(m& vecteur constant Liant le point m, au point q. 

Pour des rotations infinitésimales, nous pourrons développer l'exponentielle vectorielle 

m; = m,' + ( i 1m3  + pu x (mima7 

or, 

m* = m, + (m,m97 

mi= ml + (m1m3 + t + pu x (mima7 

m,'= m, + t + pu x (m,m,), 

ainsi, les déplacements aux points m, et m, s'expriment d 

(exp(-.. ) ) à l'ordre 1 - Ainsi, 

e la fa 

point m,: (m,m,') = m,' - m, = t = D(m,), 

point m,: (m,m;) = mi - m, = t + $II x (m,m,) = D(m,). 

D'où, 

D m 3  = D(m1) + Pr x (m,m,)- 

Nous pouvons donc caractériser le champ de déplacement en tout point m du 

solide (S0)RO à l'aide de L'opérateur D(m), m E (SO). Cet opérateur est tel que si au 

point m, D(ml) est connu et si pu représente le vecteur de rotation infinitésimale alors 

au point m, D(m,) = D(m,) + $u x (mlm,) (théorème des moments), on appellera 



Torseur des petits déphcements au point m, le couple {D(m&3u)- Au point m,, le 

torseur s'exprime par /D(m,) = &pu), le terme pu représente la résultante du torseur et 

est invariant par rapport à tout point de l'espace. D(m,) est le moment du torseur. 

Un torseur de petits déplacements représente donc la résultante et le moment en 
un point donné, d'un champ vectoriel traduisant le déplacement d'un corps (SO) et 

respectant le théorème des moments. Chacun de ces vecteurs peut s'exprimer dans un 

espace à trois dimensions orthonormé direct dont les vecteurs unitaires sont illustrés par 

les symboles u, v et w (par convention). Nous pouvons donc représenter aisément les 

six degrés de liberté exprimant les possibiiités de petits déplacements d'un soiide Si 

auquel est attaché le référentiel R1 par rapport à un solide SO auquel est attaché le 

référentiel RO. Les trois translations s'expriment par le vecteur moment du torseur 

calculé au centre de rotation et Ies trois rotations s'expriment par le vecteur résultant 

Selon les hypothèses sous jacentes au concept du torseur de petits déplacements, 

tout mouvement d'amplitude infinitésimal d'un corps solide indéformable peut se 

représenter par un "vissage" infinitesimal. Compte tenu de cette approximation, il est 

clair que nous devons nous soumettre à quelques Iimitations. La méthode proposée ne 

peut s'appliquer en effet qu'à des rotations infinitésimales dont l'angle n'excède pas 5 

degrés PUP91J. Au-delà de cette limite, l'erreur sur l'approximation devient trop 

élevée. 

Notre intention est de mettre au point une procédure d'analyse pour les systèmes 

mécaniques dont les composantes sont soumises à de  faibles variations dimensionnelles 

autour d'une position nominale ou movenne. La méthode vectorielle d'analyse des 

erreurs mécaniques et des jeux perd de son efficacité pour les produits ou les 

dispersions dimensiomelles et  géométriques sont importantes. En fait, l'emploi de  cette 

procédure d'analyse n'a d'intérêt que pour les produits dont les tolérances a les jeux sont 

critiques pour la fonctionnalité PUP913. Nous verrons au chapitre 5.0 "Validation de 



la méthodologie" (section 5.2) que les emeurs générées par l'approche différentielle et  

par la méthode de l'exponentielle vectorielle, conduisent à des déviations similaires par 

rapport a l'erreur mécanique caiculee analytiquement. 

Afin de simplifier les développements mathématiques qui suivent, nous allons 

établir une convention dans la notation des torseurs- Nous définissons le torseur {T) 

exprime dans le reférentiel ref et appliqué au point O de la façon suivante: 

et matriciellement, 

Posons un torseur (T) composé d'un champ constant (résultante du torseur) R(T) 

et d'un champ de moments M(m,T) tel que M(b,T) = M(a,T) + R(T) x (ab). Nous 

dirons que R(T) et M(m,T) sont les éléments de réduction au point m du toneur (T) 

défini dans le référentiel ref [AGA86]. 

Les propriétés mathématiques les plus importantes des torseun sont les suivantes 

[AGA86,SPE93]: 

- un torseur est complètement défini par ses éléments de réduction en un point 

quelconque de l'espace; 

- la résultante est un invariant du torseur c'est-à-dire, que sa direction, son sens 

et sa grandeur ne varieront pas quelque soit le point choisi dans l'espace; 



- I'automoment R(T).M(m,T) est un invariant scalaire du torseur; Pour tous 

points m,n : R(T).M(m,T) = R(T).M(n,T) 

- Ie champ de moment &un torseur est équiprojectif. Pour tous points m,n : 

M(rn,T).(mn) = M(n,T)-(ma) 

Les principales opérations sur Les torseurs sont [AGA86]: 

Égalité d e  deux toneurs, 

(Tl 1 ,  = f T 2 L  où 

ROI)  = R(T2) 

M(m,Tl) = M(mJ2) 

Somme de deux torseurs, 

(TI,,, = (Tl }dm + cw, où 

R(T) = R(T1) + R(T2) 

M(m,T) = M(m,Tl) + M(m,T2) 

Produit d'un torseur par un scalaire, 

r Q d m  = X-(Tl L m  où 

R(T) = X-R(T1) 

M(m,T) = X-M(m,Tl) 

Rappelons que cette dernière opération est: 

- associative pour la multiplication des scalaires; 

- distributive par rapport à l'addition des scalaires; 

- distributive par rapport à l'addition des torseurs. 



TRANSPORT, 

Le macro-opérateur "TRANSPORT" constitue le calcul de I'effet d'un toneur en 

un point b lorsque ce  même torseur est défini au point a. ïi n'est qurme reformulation 

du théorème des moments sous forme d'un opérateur. Voici la représentation 

symbolique du transport d'un toneur (Figure 3.3). 

où, d = au + bv + cw = (AB) exprimé dans ref, peut être obtenu par combinaison de 

déplacement en translations et en rotations. 



Fi y r e  3.3 Transport du torseur (T} du point A au point B 

Chaneement de Référentiel, 

Le "Changement de Référentiel" permet comme son nom l'indique, d'exprimer 

adéquatement le torseur dans un référentiel compatibIe avec l'expression des erreurs et 

des jeux. Notons que I'action du changement de référentiel s'effectue par l'action de 

transformations de type rotation (Figure 3 -4). 

*Changement de Reféremtiei 
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Le vecteur A contient Les transformations angulaires exprimées de la façon suivante: 

W) = mm) 
W) = rn 

où, Cr) : transformation de l'opérateur exponentiel vectoriel; 

(R) 1 résultante du torseur initial; 

(M) : moment de la résultante du torseur initÏal; 

(w : résuftante du torseur final; 

Cm 1 moment de la résultante du torseur final. 

Figure 3.4 Changement de RéférentieI du torseur (TJ du réf* A au ref. B 



Nous venons de présenter l'ensemble des propriétés et des opérations qui sont 

utilisées dans l'élaboration de la procédure d'analyse des erreurs et des jeux de systèmes 

mécaniques. Nous décrivons dans la section 3.2, comment les tolérances et les jeux 

doivent être modélisés en utilisant les outils mathématiques proposes. 

3.2 Tolérances et Jeux 

Toutes les composantes d'un assemblage contiennent des erreurs dimensionnelles 

et des erreurs géométriques. Pour réaliser l'assemblage de ces composantes, il est 

habituellement nécessaire d'intrduire des jeux. Toutefois, une trop grande abondance 

de jeux diminue la qualité du fonctionnement de Fassemblage. Les tolérances et les 

jeux sont intimement Iiés. 

Tolérances 

Les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques représentent les 

défauts géométriques admissibles sur les composantes mécaniques dans une situation 

réelle. Ces défauts sont, comme nous l'avons déjà mentionné, des déviations par rapport 

à la situation nominale de ces miSmes composantes mécaniques. De ce fait, nous 

pouvons imaginer une tolérance comme une déviation physique du référentiel d'un objet 

par rapport à sa position nominale ou sa position moyenne. Cette déviation de nature 

infinitésimale, peut s'exprimer suivant les six degrés de liberté d'un espace à trois 

dimensions. En effet, la position d'un référentiel dans l'espace peut toujours être définie 

par trois rotations et trois translations. Cette définition de la tolérance d'un objet montre 

l'intérêt que nous portons à employer les toneurs de petits déplacements. Cet outil 

mathématique est utilise pour analyser de petits déplacements tels que ceux introduits 

par les tolérances géométriques et par les tolérances dimensionnelles. La figure 3.5 

donne une représentation de i'utilisation d'un torseur pour définir une tolérance. 



Figure 3 -5 Repré ~sentation d'une tolérance dimensionnelle par un torseur 

Nous savons maintenant que les torseurs de petits déplacements permettent de 

définir les erreurs sur une composante. Il est habituellement nécessaire d'établir un 

système de contraintes pour en compléter leur définition. En effet, Les torseurs sont des 

expressions vectorielles générales. Ces contraintes permettent donc de deiimiter leur 

action dans l'espace. Elles permettent également dtexprimer mathématiquement les 

relations entre chacun des degrés de liberté. Ces relations établissent les limites 

physiques des erreurs exprimées sur les composantes. Quelques auteurs ont défini des 

modèles mathématiques pour chacun des groupes de défauts géométriques et chacun des 

groupes de jeux [CLE94]. Nous nous sommes donc inspirés de leurs travaux pour 

établir nos systèmes de contraintes. 

Nous devons présenter quelques exemples pour illustrer la modélisation des 

tolérances grâce aux torseurs de petits déplacements. Définissons m i s  cas standards de 



tolérancement soient une tolérance dimensionnelle, une toIérance d'orientation et une 

tolérance de position telles qu'illustrées à la figure 3.6. 

La tolérance dimensionnelle se définit d'abord par un torseur de petits 

déplacements positionné sur iui point appartenant à l'un des deux plans de réference 

associé à la dimension nominale (ou moyenne). Le référentiel du torseur est ensuite 

défini dans un repère où l'axe principal est orienté nonnalement au plan de référence- 

Finalement, un vecteur d'erreur dimensionnelle est défini grâce au torseur tel que 

présenté à la figure 3.6. Comme nous l'avons dit précédemment, certaines contraintes 

doivent être développées de manière à limiter la plage des erreurs. Ainsi, nous 

définissons, pour cette tolérance, l'inéquation suivante: 

Elle exprime la limite physique que peut adopter la tolérance dimensionnelle. 

La tolérance d'orientation illustrée a la figure 3.6 correspond a une tolérance de 

paralléIisme. Elle comporte une composante en translation et deux composantes en 

rotation. En effet, une telle tolérance est fonnée de deux plans limites entre lesquels 

le plan réel peut se trouver. Ce plan réel peut donc être soumis à une combinaison de 

rotations autour des axes définis par les vecteurs unitaires v a w a de translations sur 

l'axe défini par le vecteur unitaire u par rapport à sa situation nominale elle même 

définie par x,. Notons qu'il existe un couplage entre ces degrés de libertés. En effet, 

une translation ne peut être maximale lorsqu'il existe un défaut angulaire. Le couplage 

de ces degrés de liberté est exprimé par le système d'inéquations présenté ci-dessous. 

Nous constatons également dans l'exemple, qu'une erreur de parallélisme affecte l'erreur 

dimensionnelle, Les deux tolérances sont couplées car elles a f f i n t  l'errew associée 

à la même dimension nominale (ou moyenne). Ce couplage est défini dans le système 

d'inéquation ci-dessous. 



La tolérance de positionde la figure 3.6 permet d'établir l'erreur sur la position 

d'un trou cylindrique. Elle comporte deux composantes en translation et deux 

composantes en rotation. L'axe du trou doit être positionné à l'intérieur d'une région 

cylindrique dont l'axe de symétrie de la géométrie est orientée selon le vecteur unitaire 

W. La tolérance de position nécessite également la mise en place d'un système 

d'inéquations- En effet, il existe un couplage entre les degrés de liberté du torseur 

comme nous l'avons explicité précédemment pour la tolérance d'oientation. De plus, 

ces inéquations permettent d'introduire I'effet de l'environnement sur la tolérance tel que 

la profondeur h du trou de la figure 3.6. Voici ce système d'inéquations: 

La décision relative à la négligence des mouvements en rotation ou des 

mouvements en translation est déterminée par la nature du problème. Ii faut considérer 

l'importance des moments générés par les TRANSPORTS des emurs. Par exemple, 

nous pouvons négliger les erreurs angulaires lorsque les erreurs longitudinales sont plus 



importantes et vice-versa- 

La nature des contacts entre les pièces a c t e  l'action des TRANSPORTS sur 

les tolérances géométriques. Ainsi, lorsque les contacts plans dominent les contacts 

cylindriques de certaines liaisons, l'effet des bras de levier peut être négiigé car l'e~eur 

angdaire est compensée. 



(Les coefficients doivent être interprétés en + ou en -; La reférence de dépiacement correspond aux 

dimensions nominales ou moyennes et on exprime un écart par rapport à la position de référence.) 

Figure 3.6 ToIérances dimensionnelles et tolérances géométriques modélisées par les 

torseurs de petits déplacements 



Les jeux se présentent comme des micro-degrés d e  liberté entre deux pieces 

d'une liaison mécanique ou comme les petits déplacements permis i une pièce 1, à partir 

de sa position nominale, par rapport à une pièce 2 au sein d'une liaison mécanique. Les 

composantes de ces microdegrés de liberté peuvent être obtenues par le torseur dual 

du torseur cinématique de chaque liaison par emboitement En effet, ces jeux ne 

peuvent s'exprimer que dans les directions complémentaires des directions cinématiques 

compatibles avec la liaison. Voici la représentation mathématique adoptée pour définir 

les torseurs de jeu: 

où, 

(4 }mm[ torseur de jeu d'indice i défini au point M dans le 

référentiel reJ 

Ji vecteur résultant du jeu; 

Yi vecteur moment de la resultante du jeu. 

Nous définissons les jeux mécaniques comme les dimensions nominales ou 

moyennes de solides virtuels à corps panaitement déformables par opposition aux 

dimensions nominales (ou moyennes) des solides réels à corps non défonnable. En 

d'autres mots, les jeux ne peuvent résister à l'effort Tout comme les solides réels, les 

jeux possèdent une dimension nominale (ou moyenne) et des  tolérances. La figure 3 -7 

présente un exemple de solides virtuels soumis à un effort F. Ainsi, dépendamment 

du sens de l'effort, un solide virtuel particulier est comprimé. La situation "avant" 

illustre Le cas où le solide virtuel 2 est écrasé. La situation "après" illustre le cas où le 

solide virtuel 1 est écrasé, 



Figure 3.7 Solides vi&els soumis à un effort F 

II est donc possible d'employer le même outil mathématique pour définir Les "tolérances" 

associés aux jeux, que celui employé pour définir les tolérances associées aux surfiaces 

des solides réels soient les torseun de petits déplacements. La figure 3.8 illustre un 

exemple de modélisation du jeu dans une liaison pivot par torseur de petits 

déplacements. 



Contraintes: 

note: - Pour chacune des composantes du torseur dual du toneur cinématique, 

un micro-degré de  liberté existe- 

Figure 3.8 Modélisation d'un jeu par torseur de petits déplacements 

Tout comme les torseurs employés pour définir les défauts géométriques, les 

torseurs de jeux nécessitent l'introduction de contraintes limitant la plage de valeurs 

admissibles. La figure 3.8 présente un pivot avec son système d'inéquations* Nous 

constatons que les contraintes sont de même nature que celles définies pour la tolérance 

de position de la figure 3.6. 



Remarquons que les semges peuvent également être modélisés par les torseurs 

de petits déplacements. Ceux-ci sont définis de la même façon que les tolérances 

géométriques. En effet, nous pouvons considérer un serrage comme un jeu ayant été 

fixé instantanément dans une position donnée i I'intérieur d'me enveloppe d'emurs 

admissibles. 

Le tableau suivant (Tableau 3.1) donne pour les cas de liaisons cinématiques 

standards les torsetirs de petits déplacements modélisant les jeux. 

Tableau 3.1 : Liaisons cinématiques standards (AFNOR NSE 04-0 15 / ISO 3952) 

I 
. . 

Liaisons - 1 

Nous présentons à la section 3.1 Les prérequis essentiels à la compréhension des 

travaux résumés dans ce mémoire. Nous présentons a la section 3.2, comment les 



modèles mathématiques sont utilisés pour décrire les tolérances et les jeux mécaniques. 

Conclusion 

Nous voyons rapidement les raisons qui nous ont mené à utiliser les torseus de 

petits déplacements pour l'analyse des dispersions et des jeux mécaniques. En eff- cet 

outil permet l'uniformisation des mani~uiations mathématiques d'analvse. Nous pouvons 

cumuler et transformer les tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les 

jeux @ce aux mêmes outi 1 s de calculs vectoriels. Les-transformations exponentielles 

permettent d'exprimer les changements de référentiel et les TRANSPORTS. Les 

torseurs expriment les tolérances et les jeux dans un format vectoriel compatible avec 

ces transformations exponentielles. Contrairement à la méthode differentielle, qui ne 

permet pas une intégration facile de toutes les composantes d'erreurs, la méthode qui 

sera présentée au chapitre 4.0 donne la possibilite d'accumuler conjointement les erreun 

dimensionnelles et les erreurs géométriques. Grâce à cette accumulation, nous évaluons 

l'effet de chacune des dispersions mécaniques sur l'erreur totale ou sur les conditions 

fonctionnelles choisies. Nous aurons alors fait le pont entre le caractère local des 

défauts géométriques et des jeux et le caractère global du fonctionnement du 

mécanisme. 

La direction et le sens des vecteurs résultants des toneurs peuvent être employés 

pour contenir l'orientation et la valeur midmax des tolérances et des jeux. L'obtention 

dkn 'hmaximurn" global ou d'un "minimum" global d'une accumulation de tolérances est 

par conséquent, une combinaison appropriée des vecteurs résultants locaux d'erreurs 

agissant dans un sens propre à chacun d'eux. L'évaluation du poids relatif de chacune 

des composantes d'erreurs s'obtient par la comparaison des vecteurs correspondant Les 

uns avec les autres comme nous le présentons au chapitre suivant. Cette comparaison 

est réalisée sur la direction de la condition fonctionnelle ou sur tout autre direction de 

référence. Le chapitre 4.0 décrit le modèle mathématique vectoriel employé au cours 

de l'analyse des tolérances et des jeux. 



Ce chapitre présente le modèle de calculs vectoriels proposé pour effectuer 

l'analyse des erreurs mécaniques. Ce modèle permet d'évaluer et de contrôler chacune 

des erreurs et chacun des jeux tout en respectant certaines conditions d'assemblage ou 

certaines conditions fonctionnelles, 

Que ce soit pour satisfaire 1'ossembiabiIité des composantes d'un système 

mécanique ou pour satisfpire une condition fonctionnelle entre deux composantes, il faut 

dans tous les cas identifier la boucle cinématique dans laquelle les composantes 

considérées sont intégrées- Cette recherche suppose L'usage de méthodes d'analyse des 

cycles au sein d'un graphe. Deux types de graphes sont employés pour réaliser ces 

analyses: les diagrammes de liaisons et les diagrammes explosés de liaisons. 

Les diagrammes de liaisons sont composés de pièces ou des sous-ensembles 

mécaniques fondamentaux unis grâce à de multiples Liaisons. Ces diagrammes 

permettent d'identifier efficacement les cycles fonctionnels nécessaires au mécanisme 

étudié. Ils permettent également de mieux visualiser le fonctionnement global des 

systèmes mécaniques et facilitent l'identification des composantes fondamentales- Ces 

diagrammes de liaisons sont définis dans plusieurs ouvrages PER701 et ne sont donc 

pas décrits en détail dans ce mémoire. 

Les diagrammes exploses de liaisons sont formés par L'ensemble des pièces, 

reliées les unes aux autres par des Iiaisons élémentaires de contact unissant les suifaces 

fonctionnelles associées. Ces diagrammes illustrent donc l'ensemble des composantes 

fonctionnelles d'un mécanisme. Ils sont employés dans le but d'identifier avec précision 

les relations existantes entre les différentes composantes d'un mécanisme. Ils permettent 

également de faciliter la recherche des tolérances et des jeux à l'intérieur de chaque 



cycle fonctionnel comme nous le présentons au chapitre 6.0. Ces diagrammes sont 

conçus pour organiser l'information de  façon a permettre Itautomatisrition de l'analyse 

des cycles fonctiomels. 

Les cycles fonctionnels étant détectés, deux cas vont alors se présenter 

1- recherche de  l'assenbiabiiité: dans ce cas, le cycle à l'étude doit être ouvert sur 

une de ses liaisons au point dit, de coupure. La coupure se fait le plus souvent 

sur la liaison la moins contrainte du cycle. La recherche de l'assembldililé est 

donc une vérification de l'existence d'une condition de compatibilité géométrique 

de fermeture de cycle suffisante pour la réussite du montage des composantes 

de la boucle du mécanisme étudié, 

2- satisfaction d'une condition fonctionnelle: le choix de la liaison où se fera la 

coupure est automatique puisque défini par la condition fonctionnelle. La 

satisfaction d'une telle condition peut être employée pour valider le choix des 

tolérances dans un mécanisme quelconque. 

Une coupure étant définie, il faut procéder au choix du solide origine sur lequel 

sera défini le référentiel global d'analyse. Cette pièce est-choisie le plus souvent sur le  

bâti de la machine étudiée ou bien sur un des éléments de la liaison cinématique la plus 

contrainte (nombre de degrés de liaison le plus éleve). Le choix de ce solide d'origine 

se justifie par le fait qu'il représente pour le premier cas, la structure sur laquelle repose 

toutes les autres composantes et dans le second cas, l'élément de référence nécessaire 

au fonctionnement du mécanisme. Le cycle est alors décomposé en deux sous-chaines 

cinématiques partant toutes deux de la pièce origine et se terminant sur la coupure. 

Nous nommons ces sous-chaînes: demi-boucles car ils représentent un des deux parcours 

pour réaliser le bouclage lors d'une analyse. 



Nous présentons à la section 4.1 les modèles mathématiques utilisés pour étudier 

les mécanismes dans les deux cas d'analyse envisagés soit la recherche de 

l'assemblabilité et la satisfaction diine condition fonctionnelle. Nous discutons 

brièvement à la section 4-2 de la procédure d'analyse à suivre lorsqu'un mécanisme a 

boucles multiples est étudié. Nous présentons à la section 4.3, la méthode employée 

pour définir Ies refkentiels d'analyse. Nous résumons à la section 4.4, la procédure 

systématique à suivre lors d'une analyse. 

4.1 Conditions fonctionnetles et ussemblabilité 

Cette section démît les modèles mathématiques permettant de prendre en compte 

les effets des conditions fonctiomelles sur Le résultat de l'assemblage. Ces mêmes 

modèles mathernabques sont employés pour réaliser l'étude des erreurs et des jeux 

mécaniques a Pintérieur des boucles fonctionnelles, lorsque I'objectif est de vérifier 

1 'assern bhbikté, 

Nous devons définir un nouvel opérateur mathématique pour présenter 

l'inéquation principale: 

-Opérateur de projection vectoriel (@): 

ut ( I ; I W M  i { p K ; F - q l  

Cet opérateur définit la projection vectorielle d%i torseur quelconque (Ji 1, sur 

un torseur (Ti),, . Il ne comspond en fait, qu'à un simple produit scalaire des 

vecteurs résultants et des vecteurs moments de toneurs quelconques. Il est 

employé pour aligner les jeux de chacune des liaisons avec les vecteurs d'inter- 

efforts associés. En effet, les jeux ne peuvent agir que selon cette direction. 

Ayant défini cet opérateur, il est maintenant possible de formuler l'inéquation 



d'analyse des accumulations des jeux et des défauts géométriques en fonction des 

conditions fonctionnelles et des contraintes fonctionnelles: 

+ Si nous cherchons à vérifier I'assemblabilité et que nous 

supposons les pièces à l'état maximum de matière pour les 

éléments dimensionnels tolérances (avec J, et B,). 

- Si nous cherchons à vérifier une condition fonctionnelle et que 

nous supposons les pièces à I'éîat minimum de matière pour les 

éléments dimensionnels tolérancés (avec J,. et B-). 

note : les bornes introduites par cet état pour une cotation a, n'ont 

pas été pris en compte. 

où, 

(E("'&m torseur d'erreurs dimensionnelles et d'erreurs 

géométriques associe à la demi-boucle "x". "y" est 

l'indice de la composante sur laquelle l'erreur est 

appliquée. Ce torseur est défini au point M dans le 

référentiel ref; 



tJ",km torseur des jeux associé a lademi-boucle "x" pour 

chacune des liaisons d'indice "y". Ce torseur est 

défini au point M dans le référentiel ref; 

{ C L t  torseur de la condition fonctionnelle à satisf&e sur 

la liaison de coupure. 

( Fxly 1, torseur d'inter-effort d'une liaison d'indice "y", 

possédant un jeu et contenue dans la demi-boucle 

"x". Ce torseur est défini au point M et dans le 

référentiel ref; 

s nombre de composantes dans la demi-boucle 1 ; 

t nombre de composantes dans la deai-boucle 2; 

a nombre de liaisons dans la demi-boucle 1; 

m nombre de liaisons dans la demi-boucle 2- 

Remarquons que cette inéquation n'est pas suffisante pour définir complètement 

les relations entre les jeux, les défauts géométriques et Les conditions fonctionnelles. 

Nous devons introduire les systèmes de contraintes qui sont préalablement définis pour 

chacune des tolérances et chacun des jeux. De plus, La vérification de I'essenblubiliiré 

ou la vérification du fonctionnement d'un mécanisme, nécessite l'interprétation de 

l'inéquation sous une forme convenable. 

Notons également que les dimensions nominales (moyennes) du cycle fonctionnel 

doivent respecter sa condition de fermeture géométrique. Cette condition s'exprime par 

l'équation suivante : 

q=l .s r =l..g 



où, 

@im(s'y) vecteur déplacement des dimensions nominales des 

composantes "y" associées à chacun des demi-boucles 

fonctionnelles "x"; 

s nombre de composantes dans la demi-boucle 1; 

t nombre de composantes dans la demi-boucle 2. 

Dans le cas où les jeux considérés dans le mécanisme sont jugés négligeables, 

L'inéquation d'analyse vectorielle des erreurs peut se réécrire de la façon suivante: 

q=l rns t=l .rnt 
f \ 

Enfin, si la liaison de coupure est une liaison forte (liaison p a  emboitement), la 

condition fonctionnelle s'exprime alors par le torseur jeu dans la liaison. Si les jeux 

sont supposés négligeabies dans ces conditions, l'équation s'écrÏra de la manière 

suivante: 

Dans ce contexte, seule l'égalité est acceptable car autrement I'assemblage ne 

pourrait être réalisé. 

Cette condition peut être retrouvée dans le cas du test d'assemblabilité avec les 

mêmes hypothèses. Ainsi, pour un mécanisme a simple boucle, elle peut être utilisée 

pour étudier les variations d'une variable de position attachée à un mouvement de sortie 

en fonction des variations dimensioanelles des composantes du mécanisme et en 

fonction de la variable de position attachée à un mouvement d'entrée. C'est avec cette 



condition, que nous développons l'exemple du générateur d'équations à quatre 

membrures, présenté au chapitre 5.0- 

Nous avons présenté dans cette section, les modèles mathématiques employés 

pour réaliser une analyse des erreurs et des jeux en respectant les conditions 

fonctionnelles et les conditions d'assemblage pour une boucle fonctionnelle unique et 

ce, de deux manières différentes: 

1. soit en respectant simultanément les conditions fonctionnelles et les 

conditions dkssekblage; 

2. soit en respectant les conditions fonctionnelles ou les conditions 

d'assemblage. 

Remarquons que la vérification des conditions fonctionnelles et des conditions 

d'assemblages sont réalisées simultanément. En effet, ces deux contraintes sont 

complémentaires l'une de l'autre. 

Nous discutons brièvement à la sous-section suivante de la procédure à suivre 

dans le cas oii plusieurs boucles fonctionnelies sont prises en compte. 

4.2 Boucles fonctionnelles multiples 

Les mécanismes sont habituellement définis par plus d'une boucle fonctionnelle. 

En effet, il existe peu de modèle comme celui du générateur d'équations à quatre 

membrures, présenté au chapitre 5.0, qui possède une seule boucle fonctionnelle. 

La première étape de l'analyse d'un mécanisme possédant plus d'une boucle, 

débute par la reconnaissance de ses cycles fonctionnels. Cette étape est franchie lorsque 

le diagramme explosé des liaisons est complété. Comme nous l'avons déjà exposé, 



celui-ci illustre l'ensemble 

composantes fonctionnelles 

des liaisons et dations existantes entre chacune des 

du mécanisme. Par la suite, l'analyse est réalisée, sur 

chacune des boucles, en employant la méthode vectorielle proposée- Toutefois, lorsqu'il 

y a couplage entre certaines branches des cycles fonctionnelles quelques précautions 

doivent être prises. Des contraintes sont introduites de façon à rendre compatible les 

torseurs de tolérancement et les torseus de jeux associés à ces branches communes. 

Ces contraintes sont résolues avec les systèmes d'inéquations générées lors du parcours 

de tous les cycles fonctionnels. Signalons que nous n'avons pas poussé plus avant notre 

étude sur cet aspect du problème- 

4.3 Référentiel propos6 

Chacun des torseurs modélisant un jeu ou une tolérance doit être positionné et 

orienté de manière à faciliter la mise en équation initiale et finale. Les torseurs sont 

donc organisés localement sur chacune des composantes incluses dans l'analyse. Le 

choix de la position et de l'orientation des reférentieIs est effectué de façon naturelle. 

Ainsi, dans le cas du générateur d'équations à quatre membrures, ces référentiels ont été 

positionnes à la première extrémité de chacune des membrures et orientés de manière 

à ce que la direction du vecteur unitaire u soit toujours parallèle à la direction de ces 

dernières. La figure 5.2 du chapitre 5.0 présente un exemple de cette organisation des 

référentiels. Cette méthode de positionnement des référentiels semble suffisante compte 

tenu des résultats observés aux chapitres 5.0 et 6.0. 

4.4 Résumé de Ir procédure d'analyse 

Voici le processus employé porn^l1andyse de la propagation des erreurs 

mécaniques et des jeux. Évidemmenf cette procédure n'est valable que pour l'analyse 

d'une seule boucle fonctionnelle. Les étapes de cette procédure seront légèrement 

différentes dans le cas d'une analyse d'un mécanisme à boucles multiples. 



Création du diagramme des liaisons afin de visualiser le fonctionnement 

du mécanisme, d'identifier les boucles fonctionnelles et de cerner les 

composantes essentielles. 

Définition de la condition fonctionnelle et (ou) de fa condition 

d'assemblage. 

Choix de la liaison de coupure en respectant la définition de l'étape 2. 

Création du diagramme explosé des liaisons sur chacune des boucles. Ce 

diagramme permet d'organiser les référentiels d'analyse et d'identifier les 

tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les jeux qui 

sont considérés. Ce diagramme pennet également d'observer l'écoulement 

du flux fonctionnel. 

Identification des tolérances et des jeux (voir étape 4). 

Identification des référentiels locaux d'analyse (voir étape 4). 

Choix d'un référentiel global d'analyse. 

Définition des torseurs de tolérancement et de jeux a chacun des 

référentiels locaux. 

Définition des inéquations associées aux contraintes de modélisation des 

tolérances géométriques et des jeux. 

Définition du 

d'assemblage- 

Recherche du 

Accumulation 

Résolution. 

torseur de la condition fonctionnelle ou de la condition 

parcours pour l'écoulement du flux fonctionnel. 

des torseurs selon l'équation présentée à la section 4.1. 

Nous présentons dans ce chapitre, le modèle mathématique développé pour 

atteindre les objectifs visés par ce travail de maîtrise. Nous discutons également des 

méthodes employées pour définir les référentiels et imaginons de quelle manière les 

mécanismes à boucles multiples sont résolus. Nous présentons a la dernière section, les 

étapes de la procédure d'analyse. Nous présentons au chapitre suivant, les résultats des 



travaux réalisés, en vue de la validation du modèle mathématique d'analyse vectorielle 

des erreurs et des jeux mécaniques. 



5.0 VALIDATION DE LA MÉTBODOLOGIE 

Nous allons présenter dans ce chapitre un exemple de développement 

mathématique illusnant L'utilisation de la procédure d'analyse vectorielle des erreurs des 

systèmes mécaniques. Nous avons choisi d'effectuer notre démonstration a l'aide d'un 

modèle très bien connu: le généraieut d'épations à quatre membmes. En effet, un 

grand nombre d'auteurs ont réalisé des travaux sur ce modèle, ce qui facilite 

I'évaluation de la méthode danalyse proposée. 

Figure 5.1 Générateur d'équations à quatre membrures 



Pour valider la méthodologie présentée au chapitre 4.0, la section 5.1 débute par 

une définition du problème. Ainsi, le générateur d'équations à quatre membrures est 

analysé de façon à établir les iniquations mathématiques nécessaires à la résolution du 

problème. Nous présentons à la section 52, les résultats expérimentaux obtenus. Ces 

résultats permettent de comparer la méthode d'anaiyse différentielle à la nouvelle 

méthode vectorielle qui est proposée dans ce mémoire. 

Fenton, Cleghom et Fu m89,CLE93,N88]  ont réalise quelques travaux à 

I'aide du générateur d'équations à quatre membrures. Nous nous servons de leurs 

résultats pour valider notre procédure de calcul. Pour respecter les paramètres d'analyse 

employés par cette équipe [CLE93,FUS8], nous nous limitons à des erreurs 

dimensionnelles sur les membrures 1,2,3 et 4. Les développements mathématiques qui 

sont présentes dans ce chapitre permettent de calculer L'erreur sur l'angle + (sortie) 
lorsqu'un angle 8 (entrée) est donne- Nous placons la coupure au noeud 3 (Figure 5.1) 

du générateur et choisissons de placer le solide d'origine au noeud 4 lié au sol. Le 

référentiel global est lié au solide d'origine. La figure ci-dessous montre de quelle façon 

les référentiels Locaux sont positionnés dans l'espace et comment nous réalisons le 

bouclage entre la pièce ofigine et la coupure. 

À noter que chacun des torseurs d'erreurs possède un réfaentiel propre de 

manière à exprimer les erreurs selon l'axe du vectnir uniraire approprié. 



n O k  : ici, aucune contrainte n'est à exprimer dans le cas de ces torseurs 

Figure 5 -2 Générateur d'équations, boucles et torseun d'emurs 



Comme nous l'avons mentionne précédemment, nous devons effectuer 

I'accumulation des erreurs en parcourant chacune des deux demi-boucles présentées à 

la figure 5.2. Remarquons que chacun des vecteurs dremurs est orienté dans le sens 

du parcours de chacune des demi-boucles soit: de l'origine vers la coupure. Les calculs 

d'accumulation (transports et changements de référentiel) servent à exprimer 

adéquatement les torseurs dans un même référentiel et à calculer l'action des emew 

mécaniques au point de coupure. Les expressions symboliques d'accumulations 

s'ilbtrent comme suit: 

Transformation réalisée oour le transwrt (d,) : T(u,a,), R(w,O), T(u,&J, 

R(w,y-8), T(WR3)- 

Aucune transformation wur le changement de réfënntiel (Q : 

---------- 
{ Tai km- - { Ti 

h 



Tranr$omation réalisée pour le transport la : T(uY&+), R(w,y-8), T(u&). 

Transformation réalisée Dour le changement de référentiel (u : 
T(u,-Rl), RCw,B). 

Transformation réalisée ~ o u r  le tnnsDort (d3 : R(wyO), T(u,&), R(w,y-B), 

T w w -  

Aucune transformation réalisée DOW le changement de référentiel (A,,) : 

Transformation réalisée DOW le transport CdB) : T(u,R,). 

Transformation réalisée oour le changement de référentiel (Ad : 

mY-R,), Rb, 01, vu, WY R(n,-w)- 



Transformation réalisée pour le tnuis~ort (de) : R(w,y), T(u&). 

Aucune transformation réalisée oour le changement de référentiel (51 : 

Transformation réalisée Dow fe trans~ort (da : T(u&). 

Transformation réalisée pour le changement de référentiel (&) : R(w,~).  



{ Tm 1- ------ ---- r Tm ka* 
4 

Transfomation- rédisee oour le tranmort (da : R(w,+), T(u,R4)- 

Aucune transfomation ~ o u r  le changement de référentiel &) : 

Les vecteurs locaux d'erreurs sont obtenus après développement des expressions 

symboliques présentées ci-dessus. 

Figure 5.3 Schéma des vecteurs composants les vecteurs d'erreurs totaux. 



vecteur local d'erreurs 2 (v2) - Résultante du toneur 

f (AR~*cos(B))ii + ((ARd*sin@))v + ( 0 ) ~  

vecteur local d'erreurs 3 (v3) - Résultante du torseur [TaLam: 

(-AR2*(R3*sin(y) + &*sin(O)))u + (&*(&*cos(y) + $*cos(e)))v + ( 0 ) ~  

vecteur local d'erreurs 4 (v4) - Résultante du torseur IT,4&EOwm: 

(-Aû*(R,*sin(y) + &*sin(O)))u + (Aû*(R,*cos(y) + &*cos(û))}v + (0)w 

- 
vecteur local d'erreurs 5 (v5) - Résultante du torseur {Tt,&mwm: 

(-Ay*R3*sin(y) )a + (Ay*R3*cos(y))v + (O }w 

vecteur local d'erreurs 6 (v61 - Résultante du torseur (T,&@cowa: 

fAR4*cos(~)~u + fAR4*sin(4))v + (0)w 

vecteur local d'erreurs 7 (v7) - Résultante du torseur ITo&umup-: 

(-M*R,*sin(b))u + {~*R,*cos(+)}v + ( 0 ) ~  

Les vecteurs locaux d'erreurs composent les deux vecteurs totaux d'erreurs. Les 

vecteurs locaux 1 à 5 forment le premier vecteur total d'erreurs (demi-boucle 1 ) et les 

vecteurs locaux 6 et 7 forment le second vecteur total d ' emrs  (demi-boucle 2). 

L'addition vectorielle des vecteurs locaux d'erreurs peut s'écrire: 

En développant l'ensemble de ces équations, nous obtenons les deux vecteurs résultants 

a des torseurs d'erreurs totaux associés à la demi-boucle 1 et à la demi-boucle 2: 



AV,, (demi-boucle 2) - Résuitante du torseur IE~!J : 

(&4cos(@) - hpr4sin(+))u 

+ 
(Ar4sin(+) + A@~cos(~~))v 

f 

w w  

Lorsque la liaison de coupure est une liaison forte (liaison par emboitement), la 

condition fonctionnelle s'exprime par le torseur nul ({O}). Si les jeux sont supposés 

négligeables, L'équation s'écrira de la manière suivante (section 4.1): 

où, 

ref : référentiel d'accumulation des erreurs; 

M point de coupure où nous réalisons I'accumularion des erreurs; 

s nombre de composantes associées à la demi-boucle 1; 

t nombre de composantes associées a la demi-boude 2. 

Dans ce contexte, seule l'égalité est acceptable car autrement l'assemblage ne 

pourrait être réalise. Les deux vecteurs AV, et AV,, doivent donc être égaux en 



grandeur, en sens et en direction de manière à respecter la condition de fermeture 

cinématique vue précédemment. Nous réécrivons cette équation de la façon suivante: 

Remarquons que l'équation précédente définie uniquement la fermeture 

cinématique des vecteurs résultants des torseurs d'erreurs. Ii existe évidemment une 

équation similaire pour assurer la fermeture cinématique des vecteurs moments des 

torseurs d'erreurs. Nous ne l'avons pas défini considérant qu'elle n'apporte aucune 

donnée supplémentaire pour le présent problème. 

Tout comme L'équation d'accumulation d'erreurs, il existe une équation définissant 

la fermeture géométrique du cycle fonctionnel des dimensions nominales (moyennes). 

En effet, il est nécessaire que l~accumulation des dimensions nominales de chacune des 

demi-boucles convergent vers un point de coupure unique. La formulation générale de 

cette équation est définie au chapitre 4.0 de la façon suivante: 

vecteur déplacement des dimensions nominales des 

composantes "y" associées à chacun des demi-boucles 

fonctionnelles "x" ; 

nombre de composantes dans la demi-boucle 1; 

nombre de composantes dans la demi-boucle 2. 

Nous reformulons cette équation pour satisfaire la notation choisie: 



Pour obtenir L'erreur sur l'angle 4, nous n'avons qu'à résoudre le problème 

d'égalité des deux vecteurs d'erreurs totaux pour un angle 8 donné. Nous amkons a 

formuler le système d'équations suivant: 

Les inconnues du système d'équations sont A+ et Ay. 

Nous présentons à la section 5.1, la définition du problème. Nous présentons à 

la section 5.2, les résultats de l'expérimentation obtenus à partir des équations de la 

définition du problème. Une discussion suit la présentation de ces résultats. 

5.2 Expérimentation 

Dans cette section, nous allons vérifier numériquement que les résultats obtenus, 

grâce à la nouvelle méthode d'analyse qui est proposée dans ce mémoire, pemet 

d'obtenir des résultats équivalents à ceux obtenus par la méthode d'analyse différentielle. 

Ces résultats sont comparés à ceux de la solution mathématique exacte. 

La solution exacte est obtenue d'une équation liant l'angle d'entrée à I'angie de 



sortie telle que présentée ci-dessous. Cette équation est extraite des travaux de 

recherche de Dhande et Chakraborty [DHA731. 

ou, 

8 représente l'angle d'entrée; 

cb représente l'angle de sortie; 

RI représente la longueur de la membrure I ; 

RZ représente la longueur de la membrure 2; 

R3 représente la longueur de la membrure 3; 

représente la longueur de ia membrure 4. 

Remarquons que les mêmes résultats sont obtenus par l'expression de la 

condition de fermeture géométrique sur les nominaux telle que définie précédemment. 

C'est d'ailleurs avec une telle relation que nous avons choisi les dimensions nominales 

(moyennes) des membrures du générateur d'équations à quatres membrures. 

Les termes associes à la méthode différentielle sont déduits par différentiation 

à partir de la solution exacte et en s'inspirant des modèles d'équations différentielles 

développés par les auteurs Fu, Cleghom et Fenton FU881. Les équations différentielles 

ont été générées et résolues numériquement grâce au logiciel de calcul symbolique 



MAPLE V version 2. Par la suite, ces résultats numériques ont été importés dans le 

chifier électronique EXCEL pour fin de comparaison avec les résultats de la solution 

exacte et les résultats de la méthode d'analyse vectorielle- Ces derniers résultats sont 

obtenus grâce aux outils informatiques développes au cours des présents travaux de 

recherche. Le chapitre 7.0 e n  présente les éléments principaux. 

Nous avons calculé numériquement les erreun sur l'angle 4 pour une rotation de 

360 degrés de l'angle 0. Nous avons rialisé nos essais en choisissant les peramèîres 

suivants: R, = 10.0, R2 = 4.0, R, = 12.0, R, = 10.3923, AR, = H.05, AR2 = M.05, A& 

= M.05 et findement AR4 = W.05. En füî, ces valeurs correspondent aux dimensions 

choisies pour des angles 0 = O a + = 90 degrés, par les auteurs w 8 8 ]  des travaux de 

recherche sur lesquels nous comparons nos résultats. La figure 5.1 donne la 

signification de ces paramètres. Remarquons que les longueurs nominales des 

membrures (R,, &, R, et R,) sont choisies de manière à satisfaire la condition 

vectorielle de fermeture géométrique. II existe 8 1 (3') combinaisons possibles d'erreurs 

pour un générateur d'équations a quatre membrures, c'est-a-dire, 8 1 façons d'organiser 

le choix des bornes minimum et maxÏrnum des tolérances des quatres membrures du 

générateur. La figure 5.4 présente une seule des combinaisons possibles soit le cas ou 

AR, = 0.05, 4 = 0.05, AR3 = 0.05 et AR4 = 0.05. Les essais réalisés montrent que 

l'ensemble des 81 combinaisons conduisent a des résultats similaires à ceux obtenus 

grâce à l'approche différentielle. 





La figure 5.4 illustre trois courbes permettant de comparer les résultats obtenus 

par l'approche diEérentielle, ceux obtenues utilisant les torseurs et la solution exacte- 

Nous constatons que la méthode basde sur les torsetus donne des résultats similaires a 

ceUe employant les différentielles. Les trois courbes sont confondues. En effet, nous 

constatons que la différence entre les valeurs générées par la méthode différentielle a 
les valeurs générées par la méthode utilisant les torseurs est infaieure à 0.1%. Nous 

sommes satisfaits de ces résultats compte tenu que les algorithmes de résolution 

employés ne sont pas optimisés. De plus, nous constatons que I'év01ution des courbes 

de la méthode différentielle a de la méthode par torseur est comparable. En effet, la 

différence entre la courbe exacte et chacune des c o d e s  approximatives est très 

similaire en valeur absolue en chacun des points analysés et ce, à 0.1 % près. 

Comme nous l'avons mentionné plus tôt, l'approche par torseur possède ceitaines 

limites. En effet, il est important que l'ordre de grandeur des rotations infinitésimales 

soient uiférieures à 5 degrés. Cette limitation est générée par l'approximation sin(a)na 

qui conduit inévitablement à d'importantes déviations lorsque l'angle devient plus grand 

que 5 degrés PUP91J. Nous avons effectué un essai pour illustrer ce comportement- 

L'essai a été réalisé en choisissant les paramètres suivants: RI=l.O, &=û-4, R3=1-2. 

R4=1.03923, ARl= M.05, A& = +O.OS, AR3= +O.OS, AR,=; +O.OS pour des angles 8 = 

O et 9 = 90 degrés. La figure 5.5 illustre les résuitau obtenus. 

Nous constatons des déviations importantes engendrées en certains points des 

courbes d'approximation des erreurs- Les déviations entre les méthodes d'approximation 

(méthode différentielle et méthode par toneur) et la solution exacte sont importantes 

dans la région où la pente est nulle (d ffx)idK = O). Nous obtenons jusqu'à 1 5% d'erreur 

sur la solution exacte en ces points. Toutefois, nous voyons que la courbe générée par 

la méthode différentielle et la courbe généréc par la méthode employant les torseurs 

donnent des résultats similaires malgré la déviation importante vis-à-vis la solution 

exacte- 





Conclusion 

Les résultats experïrnentaux supportent la validité du modèle d'analyse proposé 

dans ce mémoire. En effet, il a eté possible d'obtenir des résultats très similaires à ceux 

obtenus par l'approche différentielle. Nous constatons d'importantes déviations dans 

certaines régions des courbes obtenues lorsque les conditions choisies sont en dehors 

des limites d'utilisation prescrites. Toutefois, ces déviations ne sont pas padculières à 

l'approche d'analyse vectoneile car elles sont également observées pour l'approche 

différentielle. 

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux réalisés de façoa à valider la 

méthodologie d'analyse des erreurs proposées dans ce mémoire. Ces résultats 

démontrent la validité de nos modèles. Le chapitre 6.0 illustre la résolution d'un cas 

pratique de manière à démontrer l'utilité de la méthode d'analyse vemrielle des erreurs 

mécaniques et des jeux sur des modèles d'ingénierie. 



6.0 ANALYSE D'UN CAS PRATIQUE 

Ce chapitre présente les travaux réaiïsés au cours de l'analyse du variateur 

mécanique de vitesse. Ce mécanisme est illustré à la figure 6.1 et son schéma 

cinématique, à la figure 6.2. Nous présentons d'abord a La section 6.1 l'étude 

préliminaire qui nous a permis de repérer les boucles fonctionnelles. Compte tenu que 

l'objectif de la présente étude est de démontrer l'utilité et la validité de la méthode 

proposée, nous n'aaalysons quiine seule des boucles fonctionnelles. En dTq l'analyse 

de chacun des autres cycles peut être effectuée d'une façon similaire. Nous présentons 

à la section 6-2 le développement des équaîions vectorielles nécessaires à la recherche 

de la solution numérique. Nous évaluons grâce a ces équations, l'effet de chacune des 

erreurs sur le "backlash" de l'engrenage conique. Nous présentons à la section 6.3 les 

résultats numériques de l'étude- 

6.1 Étude prélimhaire du mécanisme 

L'étude préliminaire débute par la compréhension du variateur mécanique de 

vitesse présenté à la figun 6.1 à partir de son schéma cinématique illustre à la figure 

6.2. Rappelons que le schéma cinématique pennet de définir la fonction principale du 

mécanisme et pennet de mettre en évidence les composantes fonctionneiles qui lui sont 

essentielles, 

Le variateur mécanique permet de moduler la vitesse de rotation de l'arbre de 

sortie par rapport à la vitesse de rotation de l'arbre d'entrée. Le contrôle du rapport des 

vitesses est réalisé grâce à un système de roulement sans glissement de trois rouleaux 

coniques, sur un anneau pouvant se déplacer Longitudinalement selon l'axe des arbres 

de transmission. Les rouleaux coniques sont entraînés par le planétaire d'entrée et leur 

rotation est transmise à la couronne, tel qu'illustré sur le schéma cinématique. La 

position longitudinale de l'anneau module le rapport des vitesses. En effet, cette 



position détermine le rayon des sections des rouleaux coniques sur lesquelles Le 

roulement sfefEecbee De cette façon, les vitesses sont transformées grâce aux relations 

suivantes : 

oii, 

Qr vitesse angulaire des rouieaux coniques; 

'4 vitesse angulaire de l'arbre d'entrée; 

0, vitesse angulaire de hrbm de sortie; 

x opérateur de multiplication scalaire; 

R rayon du planétaire; 

r rayon des rouleaux de la section en roulement sur l'anneau; 

d position longitudinale de L'anneau. 

Remarquons, qu'un tel système pema d'arrêter ou d'inverser le sens de rotation 

de L'arbre de sortie par rapport à l'arbre d'entrée. En effet, il existe un point mort où la 

vitesse d'entrarnnement de L'arbre d'entrée est contrebalanke par la vitesse relative des 

rouleaux par rapport à ce même arbre. Dans ceüe situation, nous observons une vitesse 

angulaire nulle pour l'lrrbre de sortie. Nous pouvons également obtenir une inversion 

du sens de rotation de l'arbre de sortie, 

Les engrenages coniques sont essentiels pour le fonctionnement du mécanisme. 

Ils sont également difficiles a consûuüe et à assembler- Nous avons donc choisi le 

"backlash" de ces engrenages comme condition fonctionnelle a contrôler. 

Le diagramme des liaisons propose à la figure 6.3, compte quatre cycles 



fonctio~els a cinq solides fonnant le mécanisme. Ces solides sont les composantes, 

précédemment identifiées grâce au schéma cinématique- Ils sont essentiels a la fonction 

du variateur mécanique de vitesse. Remarquons que deux des trois rouieaux coniques 

ont été négiiges dans le diagramme des liaisons. En effet, l'analyse d'un seul de ces 

trois rouleaux permet de déduire les relations mathématiques agissant sur le "backlash" . 

Dans le diagramme des Liaisons proposé, iI existe deux flux fonctionnels affectant la 

condition choisie. Seul Le flux du cycle 1 est andyse car l'objectif de ce chapitre est 

de démontrer la méthodologie. L'analyse des autres cycles s'effectue d'une manière 

similaire- 

Pour déterminer les tolérances et les jeux agissant sur la condition fonctionnelle, 

il est nécessaire d'établir le diagramme explosé des liaisons tel qu'illustré à la figure 6.4. 

Nous déterminons grâce à ce diagramme les tolérances et les jeux associies au cycle 

1 et agissant sur le "bacWashw . Nous présentons à l'annexe III l'ensemble des torseurs 

modélisant ces jeux et ces tolérances. 





Figure 6.2 Schéma cinématique du variateur mécanique de vitesse 







6.2 Dévcloppemenb symboliques 

Nous présentons dans cette section, les développements mathématiques 

d'accumulation des torsetus de tolérances géométriques, de tolérances dimensionnelles 

et de jeux. Ces développements permettront d'analyser les demi-boucles fonctionnelles 

du cycle 1 relatives au "backlash' de l'engrenage conique. 

62.1 Torseors d'erreurs et de je- 

Nous avons établi la iiste des torseurs d e m u n  et des torseurs de jew 

nécessaires à une analyse adéquate du variateur mécanique de vitesse. L'annexe III 

contient la description détaillée des torseurs utilisés au cours de l'analyse du "backiash" 

de l'engrenage conique. Ces torseurs sont définis et positionnés sur les plans fournis 

à I'annexe 1- Remarquons que chacun des vecteurs d'erreurs est orienté dans le sens du 

parcours de sa demi-boucle soit: de l'origine vers la coupure. Nous présentons dans 

cette sous-section, les résultats vectoriels des manipulations mathématiques effectuées 

sur les torseurs. Précisons que certaines tolérances géométriques et certains jeux sont 

négligés au cours de I'itude. En effet, nous cherchons à simplifier l'analyse compte tenu 

de l'objectif qui est d'illustrer la faisabilité pratique du calcul vectoriel sur les tolérances 

dimensionnelles et géométriques ainsi que sur les jeux. Nous considérons que cenains 

jeux du mécanisme ont un &et négligeable sur le résultat final. 

6.2.1.1 Torseurs d'erreurs et de jeux pour la demCboucle 1 du cycle 1 

Voici la liste des vecteurs d'emeurs et des vecteurs de jeux associés à la demi- 

boucle 1. Chacun de ces vecteurs est identifié conformément au référentiel global défini 

par convention pour le variateur mécanique de vitesse tel qu'illustré sur les plans fournis 

à l'annexe 1, 



Vecteurs d'erreurs dimensionnelles: 

Vecteurs d'erreurs aéométn'ques: 

Les composantes "dx" et "dy" représentent les contributions des dimensions 

nominales (ou moyennes) sur l'accumulation des erreurs gràce à l'application des 

opérateurs TRANSPORT et Changement de Référentiel (CR), Elles se définissent 

comme suit: 



r3 
e412 + L21 - LIOO 
r3 
e312 + LI 1 - L13 - jeu2 -LIS - LI6 - L17 - LI8 - LI9 + L21 - L100 
r3 
(~21212) - LI9 + L21 - LIOO 
r3 
(e21/2) + L20 + L21 - LlOO 

Les symboles *aw, nyu-sont les composantes des vecteurs "résultants" des 

Vecteurs de ieux: 

{Tjeul) : Vjl = 
{Tjeu2) : Vjt = 

6.2.1.2 Torseun d'erreurs et de jeux pour !a demi-boucle 2 du cycle 1 

Voici la liste des vecteurs d'erreurs et des vecteurs de jeux associés à la demi- 

boucle 2. Chacun de ces vecteurs est identifié confonnemen? au référentiel global défini 

par convention pour le variateur mécanique de vitesse tel qu'illustré sur les plans de 

I'annexe 1. Le symbole 1 est introduit afin de simplifier i'écnture de ces équations. 11 

se définit de la façon suivante: 

h. - - (an# - 90) degrés 

Vecteurs d'erreurs dimensionnelles: 



Vecteurs d'erreurs eéornétriaues: 

La contribution des dimensions nominales (ou moyennes) sur l'accumuiation des 

erreurs pour la demi-boucle 2, est introduit par les symboles "dxN et "dyn ci-dessous: 

6.2.1.3 Baeklash de l'engrenage conique 

Le "backlash" de i'engrenage conique du variateur mécanique de vitesse 

correspond à la contrainte fonctionnelle qui doit être respectée pour assurer le bon 

fonctionnement du mécanisme. Ce vecteur est défini dans le référentiel global du 

variateur mécanique de vitesse tel que défini sur les plans de I'amexe 1. Le vecteur B 

représentant le "backlash" est illustré sur le schéma de la figure 6.5. 

Par hypothèse, seules les composantes des moments des torseurs résultants 

suivants les vecteurs unitaires u a v sont analysés. Elles correspondent aux contraintes 

technologiques les plus sévères. 

On notera que I'andyse des résultantes peut être utile lorsque nous vouions 

conîrôler la répartition de la pression sur la denture. 



Figure 6.5 Représentation du vecteur B sur les dents de l'engrenage 

Les vecteurs "moments" énumérés cidessus sont les résultats des opérations de 

TRANSPORT a de Changement de Râérentiel (CR) effectuées sur les torseun 

correspondants. Ces opérations mathématiques demandent la connaissance des 

dimensions nomindes (ou moyennes) du mécanisme. Nous donnons ces dimensions 

dans les tableaux 6.3 et 6.4. Ces dimensions respectent la condition de fermeture 

géométrique du cycle 1. Nous présentons aux annexes I et III l'ensemble de ces 

dimensions ainsi qu'un aperçu de leur utilisation au cours des TRANSPORTS et des 

Changements de Référentiel (CR). 

6.2.2 Accumulation vectorieJ1e des erreurs 

Nous savons qu'il est possible d'évaluer l'influence sur le "backiiuh" B de 

l'ensemble des dispersions mécaniques du cycle fonctionnel 1. Cette evaluation est 

réalisée grâce à la relation mathématique du chapitre 4.0: 



{cl- 
* 

Cette inégalité représente la relation entre les torseurs d'erreurs mécaniques, les 

torseurs de jeux et 1s torseur de la condition (ou contrainte) fonctionnelle. Elle peut être 

interprétée de manière à metire en évidence les paramètres particuliers au problème du 

variateur mécanique de vitesse dans le cas où nous cherchons à vérifier une condition 

fonctionnelle. Cette inégalité a donc été transformée pour représenter les vecteurs 

obtenus précédemment. 

où, 

vecteur représentant la somme des vecteurs 

d'erreurs générés sur la demi-boucle 1; 

vecteur représentant la somme des vecteurs 

d'erreurs générés sur la demi-boucle 2; 

vecteur représentant L'ensemble des jeux agissant 

sur 1s demi-boucle 1; 



UZ vecteur représentant I'ensem ble des jeux agissant 

sur la demi-boucle 2; 

Tl vecteur d'inter-effort de chacune des liaisons où 

existe un jeu; 

TZ vecteur d'inter-effort de chacune des liaisons ou 

existe un jeu; 

B vecteur dispersion du "backlash" des dents de 

l'engrenage conique. 

L'accumulation des erreurs mécaniques locales est obtenue par l'addition des 

vecteurs de chacune des demi-boucles- Les deux vecteurs résultants sont projetés sur 

le vecteur de la contrainte fonctionnelle. Finalement, une différence des vecteurs 

d'erreurs projetés sur B est effectuée. Le résultat correspond à l'erreur mécanique 

introduite par les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques associées au 

cycle 1. La projection des vecteurs d'erreurs résultants sur la contrainte foncti-onnelie 

est illustrée à la figure 6.6. 

Figure 6.6 Projection des emurs et des jeux sur la contrainte fonctionnelle B 



Comme nous l'avons déjà mentionné, il est possible d'évaluer l'ensemble des 

combinaisons d'erreurs pour un mécanisme quelconque. Toutefoiis, ltinté6t p d q u e  est 

porté sur l'obtention du minimum global et du maximum global des tolérances. En 

effec nous cherchons à connaître l'enveloppe limite des tolérances du mécanisme. Les 

vecteurs AE, et AE, sont évalués de manière à connaître cet enveloppe limite. 

L'évaluation de la contribution des jeux résultants à la coupure s'effectue 

différemment. Contrairement aux défauts géométriques, la prise en compte des jeux à 

l'intérieur des cycles fonctionnels demande une bonne connaissance des forces agissant 

dans le mécanisme. Ces forces affectent la reprise des jeux et leur organisation interne. 

De ce fait, les jeux ne peuvent agir que selon la direction des vecteurs d'inter-efforts de 

chacune des liaisons. Voici l'équation d'accumuIation des vecteurs de jeux: 

AJ = (NI @ Tl) @ B - (AJ2 @ Td @ B 

ou, AJ, : maximum/minimum {Vjl + Vj2); 

AJ, : ( 0 1; 

TI vecteur d'inter-effort associé au jeu 1 ; 

Tz vecteur d'inter-effort associé au jeu 2; 

B vecteur du "backlash". 

Les jeux associés sont alignés avec les inter-efforts T, et T,. Ainsi, nous 



pouvons réécrire l'équation précédente de la façon suivante: 

À partir de ces équations, nous refonnuIons l'expression mathématique de 

propagation des erreurs et des jeux: 

(MaXimum/Miaimum~3 + V4 + V5 + V6 + VS + V9 + V l l  + V13 + VI5 + VI6 

+ Y17 + VI8 + V19 + V21 + Vg1 + Vg3 + Vg12 + Vg20 + Vg16 + Vg21)) 63 B 

œ 

@4axirnurn/Minimum{VSl + V54 + V55 + Vg26 + Vg27)) O B 

+ 
~ a x i m u m / M i n i r n u m ~ j l  + Vj2)J O B 

s 
B 

@idemment, I'introduction des tolérances géométriques et des tolérances 

dimensionnelles dans l'équation de la propagation des erreurs nécessite la mise en place 

d'un système de contraintes. Les inéquations cidessous représentent le système de 

contraintes qui doit être respecté au cours de ia recherche dune solution. 

Tolérance ~éométrïaue (1 2) 



Tolérances dimensionnelles 



Autres éauations: 

(an!@ - 90) 
e812 + L5 1 + L54 + L55 
1-2 
O 
12 
-e2/2 + L9 + LI1 - L13 - jeu2 - LI5 - LI6 - L17 - LI8 -LI9 + L21 - 
LI00 
r3 
4 1 2  + L9 + LI1 - L13 -jeu2 - L15 - LM - LI7 - LI8 -LI9 + L21 - 
LI00 
r3 
e412 + L21 - LlOO 
r3 
e3/2 + LI1 - L13 - jeu2 - LI5 - L16 - L17 - LI8 -LI9 + L21 - LlOO 
r3 
el212 - L19 + L21 - LlOO 
r3 
e2112 + L20 + L21 - LlOO 
r3 

Toutes les contraintes associées au cycle 1 ont été définies. Nous allons 

maintenant réécrire le système d'équations et d'inéquations de manière à résumer le 

problème d'optimisation. Chacun des vecteurs est représenté par ses variables. 

Inéquation principale: 



Contraintes associées: 

< - tCi2 
c - 
< 

G2 
- tr2 
I t12 
< - 
< 

b2 
- 
c 

te' 
- bZ 
5 b2 



as, 
h 5 5  

(ans2 - 90) 
e8/2 + LS1 + L54 + L55 
1-2 
O 
1-2 
-e2/2 + L9 + L11 - L13 - jeu2 -LIS - L16 - L17 - LI8 -LI9 + L21 - 
LlOO 
r3 
4 / 2  + L9 + L1I - LI3 - jeu2 - L15 - L16 - L17 - Ll8 -LI9 + L21 - 
LI00 
r3 
e4/2 + L21 - LlOO 
r3 
012 + LI 1 - L13 - jeu2 - L15 - L16 - L17 - Ll8 -LI9 + L21 - LlOO 
r3 
el212 - LI9 + L21 - LlOO 
r3 
e21/2 + L20 + L21 - LlOO 
r3 

Les variables contenues dans le système d'équations et d'inéquations sont définies 

aux annexes I et IU- 

6.3 Résultat de l'étude 

Cette section présente les résultats numériques de  étude du variateur mécanique 

de vitesse. Nous démontrons qu'il est possible de générer une information utile aux 

concepteurs en employant la méthode vectorielle d'analyse. Comme exemple, nous 

évaluons les limites des jeux 1 a 2 et ce, en respectant la contrainte fonctionnelle. 

Évidemment, différents types d'analyse peuvent être réalisés avec la méthode proposée. 

Nous pouvons fixer les jeux et la contrainte fonctionnelle f i n  d'établir un tolérancement 

convenable. Nous pouvons également balancer les tolérances et les jeux en employant 

différentes techniques d'optimisation ou de pondération telle que la "logique floue". 

Les tableaux suivants présentent l'ensemble des paramèîres numériques que nous 



proposons afin de résoudre le problème du variateur mécanique de vitesse. Remarquons 

que les tolérances choisies correspondent à celles d'un mécanisme de précision. En 

effet, elies représentent des erreurs qui sont à la limite de ce qui peut être réalisées en 

pratique- 

Tableau 6-1 VaIeurs numériques des tolérances associées à la demi-boucle 1 

II DernLBoudc 1 Tolérances 

variables 

Tableau 6.2 Valeurs numériques des tolérances associées à la demi-boucle 2 



Tableau 6.3 Vaieurs numériques des dimensions nominales associées à la 
demi-boude 1 

Tableau 6.4 Valeurs numériques des dimensions nominales associées à la 
demi-boucle 2 

vdeurs 
numériques (mm) 

I 

35-50 



Les dimensions nominales des demi-boudes 1 et 2 sont sélectionnées de manière 

à assurer la fermeture géométrique du cycle 1. Pour cette raison, les dimensions 

nominales L21, LS2, r3 et Li00 possèdent des valeurs numériques à plusieurs 

décimdes- 

Nous supposons par hypothèse, que le "backlash" minimum possède une valeur 

de 0.01 mm. De plus, nous supposons que le "backlash" ~ m u m  possède une valeur 

de 0.19 mm. Nous obtenons le vecteur du "backiash" moyen de la façon suivante: 

Nous obtenons alors, 

Finalement, 

- 
Bm, 

- (0-Ogsin(l4 degrés) mm)u + (0.09cos(l4 degrés) mm)v 
- 

B, - (0-02 1 773 mm)u + (0,087327 mm)v 

Compte tenu des paramètres numériques proposés dans les tableaux précédents, 

nous allons réécrire les contraintes associées au probIème. 

Contraintes associées: 

h - - -1 4" (paramètre géométrique) 

dxe6 = 17-75 + 5-00 + 8.00 + 73-50 = 104.25 mm 
- 

d ~ g 2 6  - 17.95 mm - 
dxgn - O - 
dypzi - 17.95 mm 
dx,, = -4.00 + 225-00 + 30.00 - 5-00 - 0-05 - 12.00 - 5-95 - 12-00 - 5-00 - 

20-00 + 70.53904668 - 112.24177614 = 149.29727054 mm 
~Y,I = 4638756432 mm - 
h g 3  - -2.25 + 225.00 + 30-00 - 5-00 - 0-05 - 12-00 - 5-95 - 12-00 - 5.00 - 

20.00 + 70.53904668 - 1 12-241776 14 = 151.04727054 mm 



Certaines hypothèses doivent être formulées pour résoudre le système d'équations 

et d'inéquations. En effet, il existe trop d'inconnues dans ce problème. Nous cherchons 

l'effet maximal de la distribution des erreurs- Nous supposons donc que les tolérances 



dimensionnelles sont connues et possèdent la valeur limite 0.01 mm. Le tolérancement 

géométrique est choisi de manière à générer une déviation maximale au point de 

coupure. Deux cas peuvent alors être analysés tels qu'illustres à la figure 6.7: 

1. la déviation est longitudinale et ne possède aucune composante angulaire; 

Dans ce cas, la contrainte associée peut se redéfinir ainsi, 

(&cd= + &xsY - c (tolérance X X ) ~  mm2 

2. le déviation est angulaire et ne possède aunine composante longitudinale. 

Dans ce cas, la contrainte associée peut se redéfinir ainsi, 

< Pm - (tolérance xx)/(longueur de la zone xx) 

YIP 5 (tolérance xx)/(longueur de la zone xx) 

1 'P! i 17-J 

@.-j7~ . . . :I 3 L' d . '  U-12 . $ i  . .- . :. 6 i; . . ., :- ' y * : /- 
fi::: ;.:: :: 
p:. f ;;.-;., 

1 ,  
>/ <j 

I ' 1 

Figure 6.7 Cas extrêmes des déviations engendrées par les tolérances géométriques 



Nous avons défini au chapitre 4 certaines règles permettant de simplifier les 

systèmes d'équations et d'inéquations. Ainsi, nous savons que lorsque le bras de levier 

est imporîant, les déviations angulaires des tolérances géométriques deviennent 

prépondérantes vis-à-vis des déviations longitudinaies. Il faut également tenir compte 

de la nature de chacun des contacts unissant les composantes du mécanisme. Par 

exemple, les deviations angulaires des tolérances géométriques (iv), (iii) et (v) des 

composantes respectives 11, 18 et 20 n'afftctent pas la condition fonctionnelle. En 

effet, considérant l'importance du contact plan par rapport au contact cyiindnqye, nous 

arrivons à la conclusioa que i'emur angulaire n'agit que Iocalemeat Pour cette 

condition, seules les composantes longitudinales de l'erreur sont considérées au cours 

l'accumulation. Rappelons que I'analyse de la condition fonctionnelle choisie est 

réalisée sur un plan unique défini par les axes des vecteurs unitaires u et v. Les erreun 

agissant selon l'axe du vecteur unitaire w sont négligées. Nous cherchons à viiiner la 

fonctionnalité de l'engrenage conique dans sa situation emêrne c'est-à-dire, lorsque Les 

dimensions fonctio~elles des composantes possèdent une déviation limite. Un tel 

problème nécessite l'accumulation des erreurs en considérant les pièces au minimum de  

matière admissible. Ainsi, nous allons choisir le sens de chacun des vecteurs d'erreurs 

de façon à ce qu'il augmente le jeu entre les dents de l'engrenage conique. Voici le 

système d'équations à résoudre: 

Systime 

Inq  uation vectorielle principaie 



Con traintes associées 

Refonnulons le sy~eme d'équations et d'inéquations en introduisant chacune des 

valeurs numériques des bras de levier et en éliminant les termes nuls. 



lnéqurtion vectorielte principale 

[((O. 14)u) + {(-y,,46.58756432)~ + (y,, 149.29727054)~) - {(-yg,#6.58756432)u + 
(yg,z(4820272946)b) + {0rg3b) + t (YezO)v)  + {~g16b@ - {(œ~@146-58756432)u + 

Contraintes associées 

Supposons que les tolérances géométriques sont orientées à leurs limites 

extrêmes c'est-àdire, remplaçons les inégalités des contraintes associées par des égalités. 

L'inéquation principale se reformule de la façon suivante: 



Inéquation vectorielle principde 

L'inéquation devient après simplification: 



Finalement, nous formulons le problème de la manière suivante: 

Cette inéquation vectorielle peut se réécrire sous forme de deux inéquations 

ordinaires qui sont combinaisons linéaires l'une de L'autre: 

pour u : 0.07265002 + 0.0 1594595 + 0.05852587&,, + Xjc,J s 0.021 773 
pour v : 0.29138420 + 0.06395592 + 0.23473515(rS-Ctl, + &) < 0.087327 

Nous avons résolu le problème d'optimisation suggéré dans cette sous-sedon. 

Nous allons maintenant analyser Le résultat obtenu. 

6.3.1 Analyse d a  résultats 

Cette dernière inégalité exprime la relation entre les jeux fonctionnels du 

variateur mécanique de vitesse a la limite supérieure de la contrainte fonctionnelle 

@ )  Ainsi, lorsque tous les éléments dimensionnels des composantes du mécanisme 

sont à leur éuit minimum de mmere admissible, soit la pire situation pour le 



fonctionnement &un mécanisme, Les jeux étant maximum ainsi que les défauts 

géométriques- 

Nous constatons que l'accumulation des défauts géométriques commandent la 

suppression d'un jeu supérieur à celui prédéfini par la condition fonctionnelle et ce, par 

l'ajout de matière. Quatre sohtions sont proposées: 

1. Nous pouvons réduire le nombre de composantes dans Le cycle fonctionnel de 

manière à diminuer le nombre de défauts géométriques agissant sur le 

"backlash". Cette solution demande la reconception entière du mécanisme. 

2, Nous pouvons donner un jeu suffisant sur les arbres de transmission de manière 

à assurer l'assemblage- Par la suite, nous devrons définir un jeu de calles qui 

seront introduites dans le mécanisme au moment de son assemblage. Par 

exemple, grâce au décalage de la couronne, ces calles réduiront le "backlash" de 

l'engrenage dans sa zone acceptable (0.1kû.09 mm). Ce jeu pourrait se 

composer de 8 calles de dimensions variées s'echellonant de la façon suivante: 

0-15 mm, 0.30 mm, 0.45 mm, 0-60 mm, 0.75 mm, 0-90 mm, 1.05 mm et 1-14 

mm. Remarquons que l'introduction de calles dans le cycle fonctionnel altère 

sa fermeture géométrique car une nouvelle composante est ajoutée. Cette 

altération affecte particulièrement les TRANSPORTS des toIérances 

géométriques par de Iégeres modifications des bras de levier. Elies ne 

produiront habituellement que de faibles variations des erreurs introduites par les 

tolérances géométriques. Nous devons donc analyser chacun des problèmes de 

manière à déterminer la validité des calculs d'accumulation. 

3. Nous pouvons surdimensiomer une pièce d'appuie telle que la pièce 26 (voir 

annexe 1) de manière à créer un jeu suffisant à I'assemblage. Ensuite, elie sera 

réusinée pour chacun des variateurs assemblés de façon à réduire le jeu et 



obtenir un "bacLlashn acceptable. Encore une fois, cette solution altère la 

fermeture géométrique du cycle a une procédure similaire à celle proposée à la 

solution 2 doit être appliquée- 

4. Nous savons que les résultats de l'analyse présente la situation la plus 

désavantageuse pour le fonctionnement du mécanisme. En effet nous avons 

calculé la condition limite générée lorsque tous les défauts géométriques tendent 

à accroître la contrainte fonctionnelle- Il est peut probable que toutes les pièces 

produites soient à leur état minimum de matière- Nous pouvons donc apparier 

des pièces différentes pour chercher une combinaison intermédiaire satisfaisant 

la condition fonctionnelle. 

Nous avons résolu le problème du variateur mécanique de vitesse sur son cycle 

fonctionnel 1. Les résultats obtenus satisfont L'objectif que nous nous étions fixé. En 

effet, nous avons démontré que la méthode vectorielle d'analyse permet de résoudre des 

problèmes complexes d'ingénierie. 

Le chapitre suivant traite du logiciel que nous avons développé pour manipuler 

informatiquement les torseun. 



7.0 LOGICIEL DE CALCUL PAR TORSE'CTR 

Ce chapitre présente le logiciel de calcul symbolique réalisé au cours des travaux 

de recherche qui ont mené à la rédaction de ce mémoire. Ce logiciel a permis de 

réaliser efficacement la validation de  la méthode vectonelle d'analyse des erreurs. 

Généralités 

Le logiciel de calcul symbolique a été développe m langage C. Il comprend 

plusieurs bibliothèques de fonctions permettant de résoudre la plupart des problèmes de 

nature vectorielle tels que ceux engendrés par les torseurs et ce, dans un espace 

orthonormé direct. 

II est clair que I'objectif des présents travaux de recherche n'est nullement 

d'arriver à produire un logiciel automatisant l'analyse de l'accumulation des emun 

mécaniques. Ainsi, les fonctions du calculateur symbolique ont été créées dans le seul 

but de faciliter l'avancement des travaux, Toutefois, la création de ces fonctions C 

permettant de résoudre les problèmes d'analyse d'accumulation des erreurs mécaniques, 

illustre la faisabilité d'une démarche d'automatisation. Plusieurs des étapes des travaux 

de recherche ont nécessité remploi du logiciel de colcul symbolique. Ainsi, la 

validation de la méthodologie a été réalisée grâce a la bibliothèque de fonctions du 

logiciel. Les fonctions ont été organisées dans un programme de façon à calculer 

itérativement les résultats numériques des erreurs sur l'angle de sortie (M) en fonction 

de l'angle d'entrée (O), la longueur nominale des membrures (R,, R,, R,, RJ et 

finalement, les tolérances dimensionnelles de ces membrures (AR,, AR,, AR3, AR,). 

Vous trouverez à l'annexe II l a  définition des principales fonctions des 

bibliothèques du logiciel de calcul symbolique. 



Cobjectif des présents travaux de recherche est de mettre au point une nouvelle 

méthodologie d'analyse des accumulations des défauts géométriques et des jeux dans les 

systèmes mécaniques tridimensionnels. Cette nouvelle méthodologie est basée sur des 

outils mathématiques vectoriels compatibles permettant de fondre les divers types de 

tolérances et de jeux. Pour se faire* nous employons les toneurs de petits déplacements 

a les exponentielles vectorielies. Nous cherchons également à développer une 

méthodologie facilitant la démarche d'informatisation de ranalyse de la propagation et 

du contrôle des défauts géométriques et des jeux. 

Certaines hypothèses simplificatrices ont été définies préalablement au 

développement de la méthodologie vectorielle d'analyse des emurs mécaniques: 

nous considérons que les mécanismes étudiés sont constitués d'un ensemble de 

pièces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées; 

nous considérons les déformations volumiques dues à des efforts comme 

absentes ou négligeables; 

nous considérons les déformations dac iques  dues à des efforts comme absentes 

ou négligeables; 

nous considérons les composantes mécaniques comme des corps indéformables 

(liees aux hypothèses 2 et 3); 

nous considérons les composantes mécaniques comme étant en situation réelle 

et possèdant des défauts géométriques (tolérances dimensionnelles et tolérances 

géométriques); 

nous proposons que les liaisons possèdent des jeux; 

nous definissons une condition fonctionnelie comme un espace contrôlé entre 

deux composantes; 

nous considérons que la forme d'une surface est parf'aite. 



Nous comparons la nouvelle méthodologie d'analyse avec la méthode d'analyse 

différentielle des erreurs régulièrement employées dans le domaine de la robotique. 

Nous employons le modèle bidimensionnel du générateur d'équations à quatre 

membrures pour comparer ces deux méthodes. Les résultats confirment la validité de 

la nouvelle méthodologie d'analyse proposée. En effét, les résultats générés par la 

méthode d'analyse vectorielle sont similaires a ceux générés par l'approche différentielle. 

La variation maximale observée entre les résultats obtenus pour les deux méthodes est 

de l'ordre de 0.1% pour des tolérances dimensionnelles a angulaires petites par rapport 

aux dimensions nominales des membrures. Nos résultats montrent égaiement que les 

deux mithodes d'analyse conduisent à des erreurs importantes par rapport à la solution 

exacte lorsque que les tolérances sont grandes par rapport aux dimensions nominales. 

Ces déviations sont particulièrement importantes dans les régions voisines des points 

d'inflexion des courbes d'erreurs. 

Nous démontrons l'utilité a la validité de notre nouvelle méthodologie d'analyse 

par le traitement d'un cas d'ingénierie réel: le variateur mécanique de vitesse. Grâce à 

ce modèle tridimensionnel, nous montrons qu'il est possible de contrôler la propagation 

des défauts géométriques et des jeux à l'intérieur d'un cycle tout en respectant une 

condition fonctionnelle préaiablement définie. Nous avons validé les inéquations 

développées grâce à notre méthodologie en calculant. les jeux fonctionnelles du 

mécanisme lorsqu'un "backlash" maximum est exigé au niveau des dents des engrenages 

coniques. Nos résultats confirment l'utilité et la validité de la nouvelle méthodologie 

d'analyse. En effet, nous obtenons la da t ion  suivante: 

qui illustre l'existence de certains problèmes de conception du mécanisme. Nous 

remarquons une surabondance de tolérances (une trentaine de tolérances) à I'intérieur 

du cycle fonctionnel analysé- Quatres solutions sont alors proposées: 



2. création d'un jeu de 8 calles (0.15 mm, 0.30 mm, 0.45 mm, 0.60 mm, 0.75 mm, 

0.90 mm, 1.05 mm et 1-14 mm) qui sont introduit au moment de l'assemblage 

de chacun des variateurs mécaniques de vitesse de façon à obtenir un "backiasa" 

acceptable; 

3. surdimmensionnement de la pièce 26 de manière à générer un jeu suffisant au 

cours de l'assemblage. Réussinage de cette pièce pour obtenir un "backfash" 

acceptable; 

4. recherche de la meilleure combinaison de pièces satiJfaisant la condition 

fonctionnelle, 
- 

Grâce aux travaux de recherche entrepris, nous avons développé une nouvelle 

méthodologie d'analyse apte à cumuler et à contrôkr les défauts géométriques ainsi que 

les jeux à l'intérieur de modèles mécaniques tridimensionnels. Contrairement aux autres 

méthodes d'analyse des erreurs mécaniques, nous employons des outils mathématiques 

compatibles les uns aux autres facilitant l'intégration des divers types de tolérances et 

de jeux. Cette nouvelle procédure d'analyse possède les qualités ~ ~ s a n t e s  à son 

utilisation pour l'informatisation du contrôle des jeux et des tolérances mécaniques. En 

effet, la nouvelle méthodologie d'analyse contourne l'ensemble des problèmes associés 

à l'analyse différentielle des erreurs. Ainsi, nous n'avons pas d'opérations de 

différentiation à effectuer numériquement évitant ainsi un grand nombre de difncultés 

associées aux calculs d'approximation numérique. De plus, nous pouvons employer des 

équations simples ne nécessitant aucun traitement préknioaire particulier. 

La méthodologie d'analyse proposée possède certaines limitations. En effet, nous 

devons limiter l'utilisation de cette méthode à l'andyse de modèles mécaniques dont les 

tolérances et les jeux sont faibles vis-à-vis des dimensions nominales correspondantes. 

Remarquons toutefois, qu'une aaalyse différentieiîe possède une limitation simüaire. 

Une autre limitation non négligeable de la méthodologie proposée est sans nul doute, 

l'importante quantité d'équations et d'inéquations générées au cours d'une analyse. Ces 



systèmes d'équations et d'inéquations sont difliciles à manipuler manuellement La 

méthodologie d'analyse vectorielle doit donc ê e  employée par l'intermédiaire d'une 

application Informatique inexistante pour le moment La résolution des systèmes 

d'équations et d'inéquations au cours d'opérations d'optimisation peut également 

représenter un obstacle d'importance. En effef ces systèmes sont composés dtéquations 

et d'inéquations de types non-linéaires qui représentent une difficulté lors de résolutions 

numériques- 

II est clair que nos travaux de recherches ne constituent qu'une étape préliminaire 

à des développements plus poussés de  l'analyse de la propagation et du contrôle des 

tolérances et des jeux dans les systèmes mécaniques tridimensionnels. Ainsi, des travaux 

de recherche et de développements peuvent être entrepris pour compléter les concepts 

mis en place dans ce memoire: 

Création d'une procédure d'optimisation des produits mécaniques. 

Introduction des concepts de logique flou pour définir un tolérancement adéquat 

en fonction de multiples facteurs techniques. 

Résolution d'un problème complet, car nous n'avons présenté que l'analyse 

partielle d'un cas pratique. 

Création d'un logiciel intégrant les concepts de ce mémoire. 

Développement de la méthodologie pour l'analyse multi-cycles. 

Introduction de l'effet des déformations dans la méthodologie. 

Introduction d'une méthode d'estimation des efforts dans le mécanisme. 
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1.1 Dessin d'assemblage 



NOTA: 
Seuls les details necessaires a la 
comprehension du dessin ont ete 
represen tes. 

CARACTERISTIQUES GENERALES 
Puissance transmissible maximum : 
Couple resistan t maximum autorise 
Possibilite d'inversion du sens de r 
Rapport de reduction : 1/3 <= r * 





anglr de 
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I 

Boitfar 
- 

f acier 
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7 Gahe de soutient 3 .cisr 
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8 Rouleau de transmission 3 acier 

L - 
11 1 
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Couverde 1 1 lader1 
r 

12 Couverde 2 1 lader 
13 Roulement a bntes 2 I ~ d t i  
14 Ecrou de btocage - 1 -ador 

15 Arbre d'entree t aüer 
16 Cowerde 3 1 aaer 

I 

17 Couronne d'engrenage 1 
1 

18 Couvercle 4 1 acier 

ENERALES 
)le maximum : 4 CV 
imum autorise : 2.5 mdaN 

1 

du sens de rotation 
,: 1/3 <= r < oo WC.-- 

,, - 1 ~ 1 S 0 7  . 





LI Dessin du M e  fonctionnel 1 



Analyse des erreurs geometriques et des erceurs dimensionnelIes - Demi-bouc[e f 
sur le variateur mecanique de vitesse de maniere a connaitrg 

- l'effet des jeux et des erreurs sur le backIash de  engrenage 
conique. 

Les. vues 
sont des 
original, 

presentees sur ce dessin 
coupes simpIifiees du pian 

micro- cyde 

I I I ' I I -  

Refera II d'origine 









1.3 Dessin des composantes I 



Hypothese: 
1. Nous supposons que tes pic 

standards te! que fes rouler 
a bilte possedent des talera 
nulles, 





W] (ii) 

\ 
I 

rds tel que -les rouiernents 
possedent des tolerances -@El- &---- 

# 

& \  U & A l ~ l W  

supposons que [es (vii) 





1.4 Dessin des composantes 2 



Le diametre 
s'exprimer p 
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(dl1 = 2L1) 
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ANNEXE n 
PROGRAMME DU CALCULATEUR SYMBOLIQUE 

Liste des programmes 

U.1 Programme C utilisé pour la validation de la méthodologie . . . . . . . . . . 112 

11.2 Descriptions des fonctions principales du calculateur symbolique . . . . . 119 



11.1 Programme C utilisé pour Ia validation de la m6thodoIogie 

#inchde <string.h> 
#inchde <stdio,h> 
#include cstdlib-h> 
finclude <math.h> 

finclude "structurebd,hn 
finclude "stuctorsor.hn 
Yinclude "structure,hw 

extern parametre *pointeur; 
extern torliste *TT; 

i n r  main ( i n t  argc, char * *argv) 
r 

char *vl 
char *v2 
char *v3 
char fv4  
char *v5 
char *v6 
char +v7 
char *norxuï 
char *no& 
char *nom3 
char +norm4 
char *nom5 
char *nom6 
char *nom7 
char * n o m l  
char *no- 
char *vaLvl 
char *valv2 
char *valv3 
char *valv4 
char "valv5 
char *valv6 
char * 1 ~ l v 7  
char *valvrl 
char *valvr2 
char *valvRI 
char *valvR2 
char *ni 



char *n2 
char  *s1 
char  *r2 
char  *R1 
char *Et2 
char  *normR1 
char *aormItS: 
char  *tl 
char  *t2 
char * l a s t l  
char * l a s t  

char *fl, *f2; 

double ang3,ang4; 

double angle2 = 0 - 0; 
double angle3 = 0 -0 ;  
double angle4 = 0.0; 

double vall, 
-12, 
-13, 
d 4 ,  
vals, 
m16, 
va17, 
va l r l ,  
~ 1 ~ 2 ,  
vaïFU, 
valRS ; 

double rrl, 
rr2, 
1x3, 
r r 4  : 

double AA, 

double phim, 
phip; 

double AA2, 

double p W ,  
phip2; 

double m g ;  
double d3, d4, dd3, dd4, a3, a4 ; 
double 21,22,z3,24 ; 

const double m u l t i  = 1-0; 
const double p i  = 3.14159265359; 

memàim = s i z e o f  (char) ; 

n o m  
normR2 
last 
last l  
vl 
v2 
v3 
v 4  
vs 
v6 

(char* 1 malloc (memdim) ; 
(char* ) malloc (memdim) ; 
(Charf) malloc (memdim) ; 
(chart) malloc (memdim) ; 
(chart ) malloc (memdim) ; 
t chu* malloc (memdim) ; 
(char* ) malloc (mclmaim) ; 
(char*) malloc [memdim) ; 
(chart) malloc (memdim) ; 
(char*) malloc (memdim) ; 



(char*) m a i l o c  (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char* ) m a l l o c  (merndim) ; 
(char* 1 malloc (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  (me1ndim1; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char*) malloc (memdim) ; 
(char*  ) m a l l o c  (mP_mdim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim} ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char t )  m a l l o c  (memdim) ; 
( c h u * )  EUOC (memdim) ; 
(char*) r aa i loc  (memdim) ; 
(char*) malloc (memdim) ; 
(char*) malloc (memdim) ; 
(ch& ) malloc (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char*) a a l l o c  (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char*) m a l l o c  ~memdim1; 

(char*) malloc (meMlim) ; 
(char*) malloc (memüim) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 
(char*) malloc (memdim) ; 

(char* ) W l o c  (memdim) ; 
(char*) d l o c  (memdim) ; 

(char*) m a l l o c  (memdixn) ; 
(char*) m a l l o c  (memdim) ; 

p u t t o r s e u  ("El", "Crx4) lu + ( ry41 Ev + Id the ta21  [un " { m 4 )  Cu + (my4 ) [v + 
(=4 1 Cw", 1) r 

p u t t o r ~ e u r ( ~ E 5 ~ ,  " {rx5} Cu + EryS) [v + {d the ta3}  Lw" , " {mx5) [u + (my5) [v + 
(mz5)  LwW, 1) ; 

p u t t o r s e u  ("EGW, " ( r x 6 )  [u + (ry61 Cv + (126 )  Cuw ,"fdr41 Cu + (my6) lv + 
( m 6 1  LwU,l) ; 

put torseur("E7",  "{rx7) [u + (ry71 [v + (dtheCa4) [ww , "Cmx71 lu + {my7} [v + 
Cm27 l Iwl'r 11 ; 

zl = a t o f  ( a rgv[ l ]  ) ; 
22 = a t o f  (argv[2]) ; 
23 = atof(argvC31)  ; 
24 = a t o f  (argv[4] ) ; 

put-Lnum ("Elw, zl , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0); 
put-T-nirm ("EZW, 22 0 - 0  , 0-0 0.0 , 0.0 , 0.0); 
put-T-num ("E3", 23 , 0 - 0  0.0 , 0.0 , 0.0 . 0.0); 
put-Qum ("E4", 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0) ;/* 0,06981317 */ 
put-T-num ("E5", 0 - 0  , 0-0 , 0-0  , 0-0 , 0.0 , 0.0);/* a n g l e  */ 
put-T-nu ("EoW, 2 4  , 0.0 , 0.0 , 0 - 0  , 0.0  , 0.0); 
put-T-num ("E7", 0.0 , 0.0 , 0.0 0 - 0  , 0.0 , 0.0);/* a n g l e  */ 



put  n u l l e  var ("rzlW) ; 
put-nulle-vac ( "rxl" ) ; 
put-nul levar  lw ry l"  ) ; 
put-nulle-var ( 'myl']; 
put-nulle-irar ("nui") ; 
p u t ~ n u l l e ~ w  (" rz2"); 
put  n u l l e  v a ~ ( ~ r x 2 ~ )  ; 
put-nulle-- ( "ry2 "); 
put-nulle-- ( "my2" ) ; 
put-nulle-wx (nmz29 ; 
put-nulle-- ("rz6" ) ; 
putnul le -  ( " rx6" ) ; 
put n u l l e  var ("ry6") ; 
p u t 3 u l l e z n r  (9~~6"); 
put n u l l e  var ("mz6") ; 
p u t - n u l l e m  ("rz3" ) ; 
put-nulle var ("rx3") ; 
p u t - l e w  ( "ry3" ) ; 
put-nulle-var ("my3 ") ; 
put  n u l l e  var ("1n23~) ; 
put-nulle-V~L: ( "1~x4 "); 
put-nulle-- ('1x4 R) ; 
put-nulle-var ( " ~ 4  ) ; 
p u t w l e r ~ r  ("my4 ) ; 
p u t  n u l l e  var (wmz4w] ; 
put -nul levar  ( "mx5 " ) ; 
p u t ~ n u l l ë w u  ( "rx5" ) ; 
put-nulle-var ("rySW ) ; 
put nulle-var("nrySw) ; 
p u t ~ n u l l e ~ v a r  ( "mz5 ); 
put  n u l l e  var ("mx7 ") ; 
p u t ~ n ~ l l e ~ v a r ( ~ r x 7 " ) r  
put  n u l l e  var ("ry? ) ; 
put-nul levar  ( "my7 ) ; 
putInul le>r ( "mz7 ) ; 

/+ **+*++**** t/ 
/* tr:aasporta +/ 
/+ +*****+*+* +/ 
TRANSPORT 
( " E l w  lr [ t rans  (u,r3) , r o t  (w, t3-t2) ,trams (u,r2) , r o t  (w, t 2 ) .  trans (u, -rU 1 ","E1EW) : 

TRRNS~ORT ("EZW, [trans ( u , L ~ )  , Sot (W. t3-tZ) , t z n  (u,r2) 1 ", "E2TW) ; 
TRANSPORT ("E3", " [trans (ur13) 1 ",RE3TW) 
TRANSPORT ("E4"," [ t rans  (u,r3) ,rot (w, t3-t2),  trans (u, ~ 2 )  , r o t  (u, t2) 1 ", "E4TW) ; 
TRANSPORT ("ES", [ t r ans  [u,r3) , r o t  (w, t3) 1 ", "EST") ; 
TRANSPORT ("E6", [trans (u, r4)  1 ", "E6Tn 1 ; 
TRANSPORT{"E7"," [trans ( ~ ~ 1 4 1  , r o t  (w, t 4 W f  "€7Fw) ; 

CR("E2T", " [trans (u, rl) ,rot (w, t21 J ", "E2Pw) ; 
CR("E3TW, " [trans (u, LI), rot(w, t2) , trans ( u , - ~ 2 ) ,  rot(w,-t2+t3) f W ,  "E~E")  ; 
CR("E4TR, " [tram Cu, XI) f ", "E4E"); 
C R ( ~ E S T ~ .  lr [Crans (u, rl) , r o t  (w, tZ) , t r ans  (u, -r2), rot(w, -t2) 1 ", "E5FW) ; 
CR("E6Tn, " [ ro t  (w, t 4 )  1 11, "E6FW) ; 

vecteur-deplacement 
(" [ t rans  (u,r3) ,rot (w, t3-t2), tsans(u,r2) ,rot (w, t 2 ) ,  trans (u, -rl) ] ",&nl) : 
vecteurdeplacement (" [trans Cu, r 4  d o t  (w, t 4  1 ",an) : 



addition-vecteur (VI, v2, &tI} ; 
addition-vecteur (tl,v3,6t2) ; 

addition-vecteur (t2, v5, ; 

addition-vecteur (v6, v7,- ; 

printf ("drl: 62.4lf dr2: %2- 4 l f  d r 3 :  82.415 d r 4 :  82-4lf \n\nW, 21,22,23,24) ; 

printf ("nominaux : nl : \n 8s \n\nn,nl); 
printf ("nominaux : n2 : \n %s \n\nn, n2) ; 

~rintf ( "erreurs \nn ) ; 
grintf i "erreur 
printf ( "erreur 
printf ("erreur 
printf ( "erreur 
printf ("erreur 
printf ("erreur 
printf ("erreur 

printf ("erreur 
prinrf ("erreur 

total du chemin 1: \n %s \n\nW,rl) ; 
total du chemin 2: \n %s \n\nl*, r2) ; 

e-2 (rl,r2, hlast, 'ut ) ; 
e@ (rl,r2, &lastl, 'v' ; 

eqnl (nl, a f  1) ; 
eqn2 (nl ,n2, &f2, lur)  ; 

put inc ("rln, l.OO*multi) ; 
p u t 1 p c  ( " ~ 2 ~ ~  O. 4*mULtil; 
p~t_mc(~r3",1,2*multi) ; 



put-inc ("r4", 1*03923*multi) ; 
put inc("t2",0~0); 
put-inc("t3",0-0) ; 
put~c("t4",0.0); 

/* ************************************************************ t/ 
/* Boucle dœ rrmoluUon pouz - rota-on & 360 -r a x a t o u r  du pivot. 01 */ 
/+ **************+*+++*********t*******t**************************** t/ 

for (angle2 = O -0;angitZ <= 2.1 * (pi] ;angle2 += (pil36.0) 1 

rrl = 1.0 * multi; 
rr2 = 0-40 * multi; 
rr3 = 1-2 multi; 
rr4 = 1.03923 multi; 

AA = sin (angle2) ; 
BB = cos (angle2) - rrl/rr2; 
CC = 

(rrl*rrl + rrZfrr2 - rr3*rr3 + rr4*rr4)/(2.0*rrZfrr4) - (rrl/rr4) * 
cos (angle21 ; 

DD = sqrt(AA*AA + BB*BB - CC*CC) ; 
phim = 2 . O*atan( (AA - DD) / (BB + CC) ) ; 
phfp = 2 - O*atan ( (AA + DD) / (BB + CC) ) ; 
ph? = phimcl80.0/pi; 
phip = phip*l80.0/pi; 

rrl = 1- O*multi - 21; 
rr2 = 0-4*multi + 22; 
rr3 = 1.2*multi + 23; 
rr4 = l-O3923*multi + 24; 

AA2 = sin (angle2) ; 
BB2 = cos (angle2) - rrl/rr2; 
CC2 = 

(rrl*rrl + rr2*rr2 - rr3*rr3 + rr4*rr4)/(2.0*rr2*rr4) - 
(rrl/rr4) *cos (angle2) ; 

DD2 = sqrt (AAZXAA2 + BB2*BB2 - CC2*CC2) ; 
ph* = 2 . Otatan ( (AA2 - DD2) / (BB2 + CC2 ) ) ; 
phip2 = 2.0*atan ( ( A M  + DDS) / (BB2 t CC2) ) ; 
ph- = phim2*180,0/pi; 
phip2 = phip2*180.0/pi; 

if (pfum C O) phim = 360-0 + ph-; 
if (phip < O) phip = 360.0 + phip; 
if (phim3 < 0) phimi! = 360.0 +phim2; 
if (phip2 < 0) phip2 = 360-0 + phip2; 



eqnSqnSnewton(&d3, "dtheta3", cd4, "dtheta4" a s ,  a 0.00001,O ,OOOOl,lSO1; 

modifie inc Cndtheta3", 63) ; 
modif iezinc ( "dthetal d4 ) ; 

printf ("%3-51f\nn 
printf ("%lf\nw 

printf iW%lf \nt' 
printf ("%3 . S l f  \n\nw 

1 
endtorseur ( ) ; 

1 

,anqle2*180,0/pi); /* theta 2 input */ 
, P-) : /* theta 4 analytique */ 
,ph*) ; /* theta 4 analytique */ 
, phh-paima 1 ; 
.angle4*18O,O/pi) ; /* theta 4 experime */ 
, d4*100 - Ofpi) ; /* delta theta 4 */ 



U.2 Descriptions des fonctions principda du ~il~u1ateur symbolique 

Il existe un grand nombre de fondons dans les bibliothèques du logiciel de 

calcul symbolique. Toutefois, plusieurs d'entre-eues ne sont que des fonctions 

intermédiaires employées par le logiciel lui-même. De ce fait, la liste qui suit regroupe 

que les fonctions susceptibles d'être employées par les utilisateurs éventuels. Cette liste 

est divisée en trois catégories: les fonctions associées aux opérations sur les torseurs 

(sous-section ïI.2.1). les fonctions associées directement aux opérations sur les vecteurs 

(sous-section II2.2) et finalement, les autres fonctions qui ne peuvent être catégorisées 

dans les deux autres catégories (sous-section I12.3). 

II.2.1 Fonctions associées aux opérations sur les torseun 

int inittorseur(char *fichier); 

Cette fonction effectue l'initialisation de la liste globale des torseurs (symbolique 

et numérique). C'est dans cette liste globale que toutes les idormations sont stockies 

(TT). L'appel de cette fonction est obligatoire avant de réaliser toute autre opération sur 

les torseurs. La fonction reçoit en paramètre le nom du fichier s'il y a lieu. Elle 

retourne l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int endtorstur(v0id); 

Cette fonction détruit la liste globale contenant l'ensemble des torseurs. Cette 

liste a préalablement été initialisée par la fonction iaittorseur. Aucun paramètre est 

nécessaire lors de l'appel de cette fonction en effet, toutes les informations sont 

transmises par l'intermédiaire de variables globdes. Elle retourne l'entier: 



L en cas de succès; 

0 en d'échec. 

int scalaire-torstur(char *Tl,ehar *var, double num, cbrr T2); 

Cette fonction permet de multiplier un scalaire à un torseur. Pour ce faire, elle 

doit recevoir en paramètre le nom du torseur (TL) sur lequel le scalaire est multiplié, 

le nom symbolique de la variable scalaire (var), la valeur numérique d e  ce même 

scalaire (num) et finalement Le nom du torseur de destination (T2). La fonction 

retourne l'entier 

1 en cas de succès; 

0 en cas d'échec, 

int soustraction~torseur(char *Tl, char *T2, cbar *T3); 

Cette fonction gère la soustraction de deux torseurs (partie symbolique et partie 

numérique). Pour réaliser cette opération, la fonction doit recevoir en paramètre le 

torseur sur lequel la soustraction est réalisée (TI), le torseur qui doit être soustrait (T2) 

et le torseur de destination (T3). Évidemment, d'autres informations sont transmises à 

la fonction par variables globales. Elle retourne le nouveau torseur (T3) et l'entier: 

1 en cas de succes; 

O en cas d'échec, 

int addition-torseur(cbar *Tl, char *T2, cbar *T3); 

Cette fonction gère l'addition de deux torseurs (partie symbolique et partie 

numérique). Pour réaliser cette opération, la fonction doit recevoir en paramètre le 

torseur sur lequel l'addition est réalisée (Tl), le torseur qui doit être additionné (T2) et 

le torseur de destination (T3). D'autres informations sont transmises a la fonction par 

variables globales. Elle retourne le nouveau torseur (T3) et l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec, 



int CR(ch8r *Tl, cbar *vecteur, char *T2); - 

Cette fonction gère les changements de réfinntiel des torseun. Elle emploie les 

outils mathématiques présentés dans ce mémoire. La fonction CR doit donc recevoir 

le nom du torseur qui subit le changement de référentiel (Tl), le vecteur déplacement 

(vecteur) exprirni sous la forme de la symbolique rotatioo/translation qui a été présenté 

au chapitre 3.0 a le torseur résultant du changement de référentiel (T2). La fonction 

reçoit également la liste globale contenant toutes les infionnations relatives aux torseurs. 

Elle retourne le torseur résultant (T2) avec ces nouvelles valeurs par l'intermédiaire de 

cette liste globale et l'entier: 

-1 en cas d'échec; 

O en cas de succès, 

int TRANSPORT(cbar *Tl, char *vecteur, char *T2); 

Cette fonction gère le transport d'un torseur. Elle emploie les outils 

mathématiques présentés dans ce mémoire. Pour réaliser un transport, la fonction doit 

recevoir en paramètre le nom du torseur a transporter (Tl), le vecteur (vecteur) Iiant 

l'origine du torseur Tl au point ou doit s'exprimer ce dernier après son transport et 

finalement, le nom du nouveau torseur qui est généré (T2). La fonction reçoit 

également la liste globale contenant toutes les informations relatives aux torseurs. Elle 

retourne le résultat du transport par L'intermédiaire de cette-même liste globale et rentier: 

- 1 en cas d'échec; 

0 en cas de succès, 

int getval-moment(char *Tl, double *vaIl, double *val2, dou Me *vals); 

Cette fonction extrait la composante numérique du moment de la résultante du 

torseur (Tl). Ainsi, pour accomplir sa tâche, la fonction doit recevoir en paramètre le 

nom du torseur (TI). Elle doit également obtenir la liste globale définissant l'ensemble 



des torseurs. La fonction retoume les trois composantes numériques du vecteur moment 

associe au torseur Tl  soit val 1 pour la composante u, va12 pour la composante v et val3 

pour la composante W. De plus, elle retoume l'entier 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int getvai-resultaate(char *Tl, doubie *vaIl, dou Me *van, double *va13); 

Cette fonction extrait la composante numérique de fa résultante du torseur (Tl). 

Ainsi, pour accomplir sa tâche, la fonction doit recevoir en paramètre le nom du torseur 

(Tl). Eiie doit également obtenir la Liste globale d e ~ s s a n t  l'ensemble des torseurs. 

La fonction retoume les trois composantes numériques du vecteur résultante associé au 

torseur Tl soit vail pour la composante u, va12 pour la composante v et va13 pour Ia 

composante w- De plus, elle retoume l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

int getsymmomeat(char *&char **mom); 

Cette fonction e d t  la composante symbolique du moment de la résultante du 

torseur (t). Ainsi, pour accomplir sa tâche, la fonction doit recevoir en paramètre le 

nom du torseur (t). Elle doit également obtenir la liste globale définissant l'ensemble 

des torseurs. La fonction retoume l'expression symbolique du vecteur moment (mom) 

et l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int getsym-resultaate(cbrir "t,chrtr **rts); 

Cette fonction extrait la composante symbolique de la résultante du torseur (t). 

Ainsi, pour accomplir sa tâche, la fonction doit recevoir en paramètre le nom du torseur 

(t). Elle doit également obtenir la liste globale définissant l'ensemble des torseurs. La 



fonction retourne l'expression symbolique du vecteur résultante (res) et l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int init-cdcul(chr r *fichier); 

Cette fonction a pour tâche de préparer L'ensemble des listes de variables et 

paramètres qui sont utilises lors de la résolution numérique des équations symboliques. 

Ainsi, elle réalise la création d'une liste chainée contenant les van-ables symboliques 

et Les valeurs numériques associées. Une certaine part de ces informations est extraite 

d'un fichier dont le nom (fichier) est reçu en paramètre. Cette fmction doit 

impérativement être appelée avant toute demande de résolution. Elle retourne l'entier 

1 en cas de succès; 

0 en cas d'échec- 

Le format du fichier de lecture doit être le suivant: 

.-- 
S$ 

Remarquons que le symbole "%$" doit être donné à la fin du fichier. 

int put-inc(char *var,double mm); 

Cette fonction permet d'introduire une variable symbolique et la valeur 

numérique associée, dans la liste chaînée contenant tous les paramètres. Elle peut être 

appelée lorsque la fonction d'initialisation init-cilcul a été exécutée avec succès. La 

fonction reçoit le nom symbolique de la vaxïable (var) a sa valeur numérique associée 

(num). Elle utilise égaiement la liste globaie regroupant l'ensemble des variables 



contenues dans les équations à résoudre. Elle retourne Irentier - 
1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int resoudre(cbar* tl); 

Cette fonction permet de résoudre numériquement un vecteur exprime sous la 

forme qui est exigée par le logiciel. Pour réaliser cette résolutioo, la fonction reçoit le 

vecteur (tI) qui doit être défbi mec les composantes unitaires u,v et w (espace 

orthonormé direct). Par la suite, eiie décompose le vecteur pour les traitements 

subséquents (passage dans le "parser" numérique). La fonction reçoit également deux 

listes globales regroupant la liste des variables et la liste des torsews- Elle retoume le 

torseur résolu et l'entier 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

int put-nulle-varfiha r *var); 

Cette fonction permet d'éliminer les variables nulles des équations symboliques. 

Cette opération penne d'alléger la formulation symbolique de ces équations. La 

fonction reçoit le nom de la variable (var) en paramètre. De plus, la fonction utilise la 

liste gIobale des variables à éliminer- Eiie retourne l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

iat modifie-inc(char *var, double mm); 

Cette fonction est employée pour modifier la valeur numérique associée à &e 

variable symbolique existante dans la liste globale des variables. La fonction reçoit en 

paramètre le nom symbolique de la variable (var) a la nouvelle valeur numérique (mm) 

qui doit être associée à ce nom dans la liste globale des variables. Elle retourne t'entier: 

1 en cas de succès; 



O en cas d'échec. 

int vecteur~deplacemtat(char *transformation,char ""vr); 

Cette fonction construit un vecteur liant l'origine diin référentiel défini dans un 

espace orthonormé direct dont les composantes unitaires sont u, v et w et un point 

quelconque dans ce même référentiel. La fonction emploie les transformations 

exponentielles dénnies au chapitre 3.0 pour réaliser cette tache. La fonction doit 

recevoir le parcours du déplacement (trandonnation) à suivre entre les deux points sous 

un format dé= par le logiciel. La fonction retourne le vecteur déplacement (vr) et 

l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

Le format du parcours de déplacement contenu dans la van-able "transfomation" est le 

suivant: 

" [expression-1 (vecteur,expression - 21,. ..lm 

où, 

expression-1 : est la transformation géométrique recherchée. Cette 

expression peut être une "translation" ou une "rotation". 

La fonction accepte toute contraction de ces mots. Elle 

accepte autant les majuscules que les minuscules. 

vecteur est la composante unitaire selon taquelle la transformation 

doit être exécutée. Cette composante peut être u, v ou W. 

expressionl : est une variable définissant l'amplitude de la 

transformation. L'expression de cette variable est laissée 

au choix de l'utilisateur. 

Exemple d'expression contenue dans la variable transfomation: 

" [trans(v,i),rot(~,alpha)]~' 



int moudre-tqn(ch8r *vsyi, double *vnumh. 

Cette fonction calcule l'expression numérique diine équation définie 

symboliquement Pour réaiiser cette opération. la fonction emploie les bibliothèques 

d'un "parseil'- La fonction reçoit en paramètre l'expression symbolique de l'équation à 

résoudre (vsym). La liste globale des variables contenues dans les équations est utilisée- 

La fonction retounie le résultat numérique à l'aide d'une viable (vnum) ainsi que 

l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec, 
- 

int puttorseur(ch.r *T2, char *r, char *=,kt fiag); 

Cette fonction permet d'ajouter un toneut a la liste des torseun. Si c a e  liste 

n'existe pas, elle en eff- l'initialisation. La fonction reçoit en paramètre le nom du 

torseur à ajouter (T2), le vecteur resultante associe à ce torseur (r). son vecteur moment 

(m) et un entier qui doit coaserver la vaieur 1. Les vecteurs moment et rédtante 

doivent être définis selon la norme choisie pour le logiciel. La fonction emploie 

également la liste globale des torsem. Elle retourne l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec; 

-1 si le nom du torseur (T2) existe deja, la fonction abandonne l'opération. 

Voici le format qui doit être employé pour définir le vecteur résultante et le vecteur 

moment: 

" .({composante-1 } [u + (cornposante-2}[~ + {composante-3 )[w)" 

où, 

composante-1, composante-2, 

composante-3 sont les expressions des composantes associées à 

chacun des vecteurs unitaires du vecteur- 



H.2.2 Fonctions associ&~ rus opérations sur les vecteurs 

int addition-vecteur(char *vl, char *v2, char **vr); 

Cette fonction permet t'addition de deux vecteurs exprimés symboliquement 

Pour réaliser cette opération, la fonction reçoit un premier vecteur (VI) et un second 

vecteur (v2). Ces deux vecteurs sont définis symboliquement dans un format propre au 

logiciel. Le résultat de l'additim est retourné par l'intermédiaire dune variable (vr). La 

fonction retome l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

int soustraction~vecteur(char *vl, char *v2, char **vr); 

Cette fonction permet la soustraction de deux vecteurs exprimés symboliquement. 

Pour réaliser cette opération, la fonction reçoit un premier vecteur (vi) et un second 

vecteur (v2). Ces deux vecteurs sont d é f ~ s  symboliquement dans un format propre au 

logiciel. Le résultat de la sousuaction est reoumé par l'intermédiaire d'une variable 

(vr). La fonction retome l'entier: 

1 en cas de succès; 

0 en cas d'échec, 

int norme-vtcteur(char *vl,ehar * *vr); 

Cette fonction calcule la norme d'un vecteur. Ce vecteur est défini 

symboliquement seion un format choisi par convention. La fonction reçoit en paramètre 

le vecteur (VI) dont la norme est à calculer. Ce résultat est retoumé sous une forme 

symbolique grâce à la variable (vr). De plus, la fonction retourne l'entier 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec, 



Voici une description sommaire de la procédure de calcul: 

((x*x) + &*y) + (z*z))"(1/2) = sqit@roscalaire(vecteurl ,vecteurl)). 

bt scal_muJ-vecteur(char *vl, char *seal, char **vr); 

Cette fonction permet de mutiplier un vecteur a d'un scalaire qui sont définis 

symboliquement. La fonction reçoit le vecteur (vl) sur lequel le scalaire (scal) doit être 

multiplié. Le résultat symbolique est retourné par l'intermédiaire de la variable (vr). 

La fana-on retourne I'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec, 

int scal_div~veeteur(char *vl, char *scd, char **vr); 

Cette fonction permet de diviser symboliquement le scalaire d'un vecteur. La 

fonction reçoit le vecteur (VI) et le scalaire (scal). Le résultat symbolique est retourné 

par L'intermédiaire de la variable (vr). La fonction retourne l'entier: 

I en cas de succès; 

O en cas d'échec, 

int provectoriel(char *vl, c h u  "v2, char afivr, iat Cidr); 

Cme fonction effectue le produit vectoriel entre deux vecteurs. Cette tâche est 

réalisée a fa suite de la réception du premier vecteur (vl), du second vecteur (v2) et 

d'un entier (tidx). Cet entier permet d'éliminer les signes négatifs (1 : pas de signe -, 0: 

respect de la règle de la main droite). La fonction retourne le vecteur solution (vr) en 

respectant la convention choisie: 

.(k-=WCu + mYYYYY}Cv + !-)lw) - 
La fonction retourne également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 



int proscrl.ire(chrr *vl, char *v2, char * *vr); 

Cette fonction effectue le produit scalaire des deux vecteurs (vl et v2) r w s  en 

paramètre. Le résultat du produit vectorie1 est retourné en paramètre grâce à la variable 

vr. La fonction retoume également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

int pr~jection~vecteur~char 'vl, c h u  *v2, c h u  **vr); 

Cette fonction effectue la projection du vecteur vl sur un second vecteur v2. La 

fonction retourne le résultat de cette projection @ce à la variable vr. Elle retourne 

également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

Mani~ulations intermédiaires 

int resoudre~vtcteur(chir *vsym, char **vnum); 

Cette fonction résout numériquement un vecteur grâce à la bibliothèque de 

fonction du "parseru. Pour réaliser cene tâche, la fonction reçoit le vecteur (vsym) sous 

une forme symbolique définie par convention (.((composaiite-1 )[u + (composante-2)(v 

+ (composante-3)Kw)). Il est impératif que chacune des variables contenues dans 

l'expression du vecteur soit associée à une valeur numérique dans la liste globale des 

variables. Cette liste est reçu par la fonction. Les résultats des calculs sont renvoyés 

de la fonction grâce à La variable "vnum" . La fonction retourne également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 



I12.3 Autres fonctions 

ht obtciitio~agks(double t2, char *nl, char *n2, double "angle3, double 

*angle4); 

Cette fonction est employee pour la résolution du générateur d'équations à quatre 

membures (chapitre 5.0) par la méthode de la sécante. Ceîte méthode numérique est 

dérivée de la méthode de Newton/Raphson associée aux équations non-linéaires. Les 

valeurs des angles 83 (angle3) et 04 (an@&) sont obtenus connaissant les grandeurs des 

membrures rl, r2, r3, r4 et l'angle d'entrée 02 (t2). Les variables "nl" et "n2" sont 

employées dans le fonctionnement interne de la méthode numérique. La fonction 

retourne l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int eqn2(char *nI, char %2, chir **f2, chir =); 

Cette fonction est employée lors de la validation de la méthodologie au chapitre 

5.0. Elle permet de construire la seconde équation qui est résolue par la méthode de 

la sécante au cours de la recherche de la valeur numérique de l'angle 84. La fonction 

reçoit en paramètre le vecteur nominal 1 (nl) et le vecteur nominal 2 (n2). La fonction 

retourne l'équation à résoudre par la méthode de la sécante (f2) et l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec. 

int eqnl(char *nl,char **fi); 

Cette fonction génère la première équation pour l'algorithme de la sécante. Elle 

est employee lors de la validation de la méthodologie (chapitre 5.0). Pour réaliser sa 

tâche, la fonction reçoit l'équation nominale du chemin de fonctionnalité 1 (nl). Le 

résultat est retourné par la variable "fl". La fonction retourne également l'entier: 

1 en cas de succès; 



0 en cas d'échec- 

int sccante(chrr *fl,cbar *var, double dl, double d2, double tol, int N,double ?2, 

double *res); 

Cette fonction utilise la méthode de la sécante pour résoudre la fonction 

non-linéaire (fi) qu'elle reçoit (Unive 03 ou 84). Pour accomplir cette tâche, la 

fonction reçoit en paramètre l'ensemble des variables de contrôles (dl,d2,tol et N) 

associées à la méthode numinque soient les deux valeurs de départ, la tolérance a la 

convergence et le nombre maximum d'itérations- Elle retourne le résultat des calculs 

s'il y a convergence ou dans le cas contraire, un message d'erreur. La fonction retourne 

également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec; 

2 en cas de divergence des calculs. 

int cherche_barne(char *eqn, cbar *var, double t2, double 'borntl, double 

*brne2, doublt precision); 

Cette fonction est employée par la fonction regulafalsi (méthode "Regufa Fdsi") 

pour calculer une borne positive et une borne négative afin d'initier les calcuIs 

d'optimisation. La fonction reçoit l'équation symbolique (eqn), la variable symbolique 

(var), la valeur numérique de l'angle d'entrée 82 (t2). La fonction retourne la valeur 

numérique des bornes min (bomel) et max (bome2) de manière a obtenir: f(a)f(b) < 0. 

La fontion retoume également l'entier: 

1 en cas de succès; 

O en cas d'échec- 

int regulafalsi(char *eqn, cbar *var, double $01, iiit M, double ingle2, double 

*root); 

Cette fonction calcule l'inconnue d'une équation non-linéaire par la méthode 



REGULA FALSI. Pour accomplir cette tâche, la fonction reçoit la tolérance définissant 

la convergence (tol), le nombre d'itération maximum (M), l'expression de l'équation non- 

linéaire (eqn), la représentation symbolique de  la variable (var). La fonction retourne 

la racine de l'équation (root) et l'entier: 

1 en cas de succès ("nous avons atîeint la précision désirée"); 

O en cas d'échec; 

2 en cas de succès ("nous avons atteint le nombre maximum d'itération"). 

int newton(double *xo, cbir 'var, char *eqi, double xterm, doubk fterm, i i t  N); 

Cette fonction effectue la résolution d'une équation non-linéaire par la méthode 

de Newton. Pour accomplir cette tâche, la fonction reçoit une valeur numérique de 

départ, des bornes numériques contrôlant la convergence, le nombre d'itération 

maximum pemis (N), l'expression symbolique de l'équation à résoudre, l'expression 

symbolique de l'inconnue et un index indiquant l'état de la résolution. La fonction 

retourne l'index d'état et le résultat de l'approximation. La fonction retoume également 

l'entier: 

1 en cas de sortie due à fierm; 

2 en cas de sortie due à xterm; 

3 en cas de sortie due à N (nombre d'itérations) 

int eqn2-newton(double %O, char *virx, double *yO,char *vary,char *eqnl, char 

*eqn2, double xterm, doubk fterm, int N); 

Cette fonction effectue la résolution de systèmes de deux équations non-linéraires 

par la méthode de Newton (version 2). Pour accomplir cette tâche, la fonction =oit 

les valeurs numériques de départ (xO et yO), des valeurs numériques contrôlant I'arrèt 

des itérations, le nombre d'itérations maximum alloué 0, les expressions symboliques 

des deux équations (eqnl a eqn2), les expressions symboüques des deux incornues 

recherchées (varx et vary) et un index indiquant lt&t de la résolution. La fonction 

retourne l'index d'état, le résultat de I'approximation et l'entier: 



1 en cas de sortie de la fonction due à fterm; 

2 en cas de sortie de la fonction due à xterm; 

3 en cas de sortie de la fonction due au nombre d'itération (N). 

double Fonct(doub1e xo, char "var, char *tqn); 

Cette fonction pemiet d'évaluer numériquement l'expression symbolique d'une 

équation grâce au "parser". Il est impératif que la liste globale des variables contiennent 

I'ensemble des variables contenues dans L'équation à résoudre. La fonction reçoit la 

valeur numérÏque (xo) et la variable symbolique inconnue associée (var) et l'expression 

symbolique de l'équation (eqn)- La fonction retoume le résultat numérique ou 

-123456789.45 dans le cas d'un échec de l'évaiuation- 

double derivel~fonetion(doubIt xo,cbrr *vrr,chu *eqn); 

Cette fonction évaiue numériquement la dérivée d'une fonction ("Richardson 

extrapolation and numerical differenti ation" ). Pour accomplir cette tâche, la fonction 

doit recevoir en paramètre la variable symbolique (var) selon laquelle la dérivée doit 

être calculée, la valeur numérique de cette variable (xo) et i'équation symbolique qui 

est à dériver (eqn). La fonction retourne le résultat numérique de la dérivée ou un 

message indiquant l'échec des calculs (11-123456789.45"). 



ANNEXE rn 
TORSEURS EMPLOYÉS LORS DE L'ANALYSE DU VARIATEUR 

MÉCANIQUE DE VITESSE 

Liste des torseurs 

m. 1.1 Torseurs d'erreurs dunensionnels . . . . . - - . - . . . . . . . - . . . . - . - - - - - 13 5 

I.U. 1 -2 Tolérances géométriques (demi-boucle 1 ) . . . . . - . . . . . . . . . . . . - . . - 149 

m. 1.3 JEU (demi-boucle 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - - - - 155 

III-2 DEMI - BOUCLE 2 . . - . . . . 

m.2.1 Torseurs d'erreurs dimensionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . - . - - 1 57 

IXI.2.2 Torsairs d'erreurs géométriques (demi-boucle 2 )  . . . . . . . . . . . . . . - - - 160 

III.3 BACKLASH . , - - . - . . . - - . - . - - - - - . - - + . - - . - . . . . . - . - - - - . - 163 



III.1 DEMI-BOUCLE 1 

III.1.1 Torseurs d'erreurs dimensionnels 

p3) (référentiel O) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Trans~ort a la coupure: 

d3 = (dx3)u + (dy3)v + (dz3)w 

dx3 = - L ~ - L ~ - L S - ~ ~ U ~ - L ~ + L ~ + L ~ + L I ~  - L I 3  - j eu2-L1S0L16-  

L17 - L18 - L19 + L21 - LlOO 

dy3 = r3 

C hamernent de référentiel : 

Aucun 

Résultat: 



(T4) (référentiel 2) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Transport a la couDure: 

Channement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



US} (référentiel 5)  

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

d5 = (dx5)u + (dy5)v + (dz5)w 

dx5 = -LS -jeu1 - L6 + L8 +L9 + L11 - L13 - jeu2 - L1S - LI6 - L17 - LI8 - 
LI9 + L21 - LlOO 

dy5 = r3 

C hanaement de référentiel : 

Aucun 

Résultat: 



v6) (référentiel 7)  

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Transoort à la coupure: 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



(référentiel 8) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de réfkentiel: 

Aucun 

Résultat 



fïli) (référentiel 15) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

dl1 = (dx1l)n + (dy1l)v + (dzlI)w 

dxll = L11 - L13 - jeu2 -LI5 - L16 - LI7 - L18 -LI9  +L21 - LlOO 

dyl l  = r3 

Chamernent de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



P I S )  (référentiel 1 1) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



(T16) (référentiel 13) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

dl6 = (dxl6)u + (dyl6)v + (dzl6)w 

h l 6  = -Ll6 - L17 - L18 - LI9 + L21 - LlOO 

dy16 = r3 

Aucun 

Résultat: 



u17) (référentiel 14) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



VIS) (référentiel 17) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Trans~ort à la coupure: 

Th-L  1 8), T(u& 1 9), T(u,L2 1 ), T(u,-t 1 OO), T(v,r3) 

dl8 = (dxl8)u + (dyl8)v + (dzI8)w 

dx18 = -LI8 - LI9 + L21 - LlOO 
dy18 = r3 

Channement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



fr19) (référentiel 18) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

dl9 = (dx19)u+(dyi9)v+(dzl9)iv 

dx19 = -LI9 + L21 - LlOO 
dy19 = r3 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



ml) (référentiel 19) 

note : Le système de contnüntes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat- 



III.1.2 Tolérances ghmétriques (demi-boucle 1) 

{Tgio 1) (référentiel 1 - identificateur (ii) sur les plans) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



(Tg& 3) (référentiel 3 - identificateur (iv) sur les plans) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



(Tgéo 12) (référentiel 12 - identificateur (vi) sur les plans) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6-0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



(Tg& 20) (réferenriel 20 - identificateur (v) sur les plans) 

1; 51 
note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel : 

Résultat: 



(Tg& 16) (référentiel 16 - identificateur (iii) sur les pians) 

note : Le système de contraintes est difini au chapitre 6.0 

Tranmort à la coupure: 

Changement de référentiel : 

Aucun 



(Tgéo 21) (référentiel 21 - identificateur (vii) sur les pians) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Transport à ta coupure: 

Changement de référentiel: 

Aucun 



~1 .1 .3  JEU (demi-boucle 1) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

djeul - - (dxjeu1)u + (dyjeu1)v + (dzjeu1)w 

dxjeul - - -jeu1 - L 6 + L 8 + L 9 + L I 1  - L i 3  - j e u l - L I 5 - L 1 6 - L 1 7 - L 1 8  

- L19 + L2I - LlOO 

dyjeu 1 - - r3 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



V j e W  (référentiel I O) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

Aucun 

Résultat: 



III.2 DEMI - BOUCLE 2 

11t.2.1 Torsenrs d'erreurs dimensionnelles 

(TS1) (référentiel 23) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel: 

R(w,Q 

Résultat: 

Après changement de référentiel: 



note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Transport à la coumre: 

Changement de référentiel: 

Résultat: 

Après changement de référentiel: 



(T52) (référentiel 25) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

C hamement de référentiel : 

R(w,Q 

Resul tat: 

Après changement de référentiel: 



m2.2 Torseurs d'erreurs g6ométriqoes (demi-boucle 2) 

(Tgéo 26) (référentiel 26 - identificateur (ix) sur les pians) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Changement de référentiel : 



Ames changement de référentiel: 

(Tg60 27) (référentiel 27 - identificateur (x) sur les plans) 

note : Le système de contraintes est défini au chapitre 6.0 

Channement de référentiel: 



Résultat: 

Après changement de référentiel: 
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