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Introduction 

Beaucoup de problèmes en statistique nécessitent le calcul d'intégrales de type 

où r est une mesure de probabilité définie sur un espace mesurable (E, E ) ,  et où 

g : E + R est une fonction réelle mesurable. Par exemple, si K est une mesure de 

probabilité sur LPd et que X = (XI, ..., xd) est une variable aléatoire de loi ir, nous 

pourrions être intéressés à calculer certaines caractéristiques de R et de X, comme 

l'espérance d'une des composantes de X ou la probabilité d'un événement (X E A), 

oh A E E. Ces caractéristiques se calculent généralement par l'entremise de ~ ( g )  avec 

une fonction g adéquatement choisie. Par exemple, si g(xl, ..., xd) = xi, i E (1, ..., d},  

alors ~ ( g )  est l'espérance de la composante Xi de X. Si g(& ..., zd) = 1~(x ' ,  ..., Zd) , 
alors n(g) est la probabilité de l'événement ( X  E A}. 

Dans plusieurs situations, comme par exemple lorsque ?r est une loi à plusieurs 

dimensions ou lorsque le support de r est un ensemble compliqué, il peut être difEcile, 

voire impossible, de calculer une telle intégrale de façon analytique ou même de l'évaluer 

à l'aide de méthodes numériques. Une autre solution qui s'offre à nous consiste à estimer 

~ ( g )  à l'aide d'une méthode de Monte-Carlo, c'est-à-dire une méthode qui fait intervenir 

la simulation de variables aléatoires (que nous appelons simulation de Monte-Carlo) 

distribuées selon certaines lois données. 

Le champ d'application des méthodes de Monte-Carlo est évidemment beaucoup 

plus vaste que l'estimation d'intégrales. Il inclut aussi l'évaluation de la performance 

d'estimateurs ou de tests d'hypothèses, la maximisation de fonctions et la résolution 



de systèmes d'équations. Il n'est pas non plus restreint aux problèmes mathématiques 

ou statistiques; la simulation et les méthodes de Monte-Carlo sont aussi utilisées en 

physique, en chimie et en biologie, par exemple, afin d'étudier le comportement de 

certains phénomènes aléatoires. Pour une introduction complète sur la simulation et 

les méthodes de Monte-Carlo, incluant leurs orÏgines et leurs applications, on peut 

consulter entre autres Hammersley et Handscomb (l964), et Rubinstein (1981). 

Revenons maintenant au contexte qui nous a senri d'introduction, c'est-à-dire I'es- 

tirnation de (1). La méthode de MonteCm10 la plus simple qui permet d'estimer n(g) 

est la méthode de la moyenne (voir Rubinstein, 1981, page 118). Elle consiste à simuler 

d'abord un échantillon de variables aléatoires indépendantes Xi, ..., X,, toutes de loi 

n, pour ensuite utiliser l'estimateur naturel 

afin d'approxher ~ ( g ) .  Si ~ ( l g l )  < oo, cet estimateur est sans biais pour ~ ( g )  et il 

converge avec probabilité 1 vers x(g) lorsque n + oo, en vertu de la loi forte des grands 

nombres. Si de plus ?r(g2) < a>, le théorème Limite central assure que la moyenne 3, est 

asymptotiquement normalement distribuée, ce qui permet entre autres de construire 

des intervalles de confiance pour r(g). Cette approche peut bien sûr être généralisée 

au cas où la fonction g de (1) est une fonction à valeurs dans Rd, d 2 2, à l'aidel par 

exemple, du théorème limite central multidimensionnel. 

Lorsque la loi ?r est complexe, il peut être impossible de construire un algorithme de 

simulation de Monte-Carlo permettant de simuler directement des variables aléatoires 

de loi a ou de mettre en pratique un algorithme qui permettrait de le faire (par directe- 

ment, nous entendons que la loi des variables aléatoires simulées est exactement x). 

Une autre approche possible pour estimer n(g) consiste à simuler n variables aléatoires 

indépendantes YI, .-., Y, distribuées selon une autre loi, disons d, et à utiliser en- 

suite la moyenne des variables aléatoires (g(YJ ; i E (1, ..., n)), cette fois par contre, 

en pondérant adéquatement chacune d'elles. Pour illustrer le fonctionnement de cette 

méthode, supposons que IF et a-' soient deux mesures de probabilité sur IRd, absolument 

continues par rapport à la mesure de Lebesgue avec densités f et f' respectivement. 



Alors ~ ( g )  peut aussi s'écrire 

Si YI, ..., Yn est un échantillon simulé de variables aléatoires indépendantes de loi d, 

il sufEt alors d'estimer r(g) à l'aide de l'estirnateur = n-' CLi h(Y& où h(x) = 

g (x) f (x) / f'(x) - Cette méthode de Monte-Carlo s'appelle la méthode de 1 'échantillon- 

nage ciblé (voir Rubinstein, 1981, page 122). Même lorsque des algorithmes de simu- 

lation de MonteCado permettant de simuler des variables aléatoires indépendantes 

XI, ..., X, de loi a sont disponibles, la méthode de L'échantiUomage ciblé peut être 

plus eEcace que la méthode de la moyenne puisqu'un choix approprié de loi n' peut 

permettre d'obtenir un estimateur dont la variance est beaucoup plus petite que celle de 

(2)- Cependant, il a,rrive parfois que la mesure a soit connue seulement à une constante 

multiplicative près; c'est souvent le cas, par exemple, lorsque T est la loi a posteriori 

d'un paramètre mdtidimensiomel dans un modèle statistique bayesien- Lorsqu'il est 

impossible de calculer la constante de normalisation, la méthode de I'échantillonnage 

ciblé ne peut être utilisée. 

La méthode de la moyenne et la méthode de l'échantillonnage ciblé nécessitent 

donc la simulation d'un échantillon de variables aléatoires indépendantes de loi T (ou 

d). Pour parvenir à simuler une variable aléatoire X de loi T lorsqu'il est impossible 

de le faire directement, une autre approche consiste à simuler une chaîne de Markov 

(X,; n 2 O) dont le noyau markovien P possède la loi ?r comme loi stationnaire. Sous 

certaines conditions, le fait que n soit stationnaire pour P implique que lorsque n + ai, 

la loi de X, converge (en un sens que nous décrirons dans ce mémoire) vers a. Pour 

simuler une variable X de loi n, il s d t  de se fixer un entier k > 1 et de simuler les 

k + 1 premières variables de la chaîne de Markov, c'est-à-dire (Xn; O 5 n 5 k), et de 

conserver uniquement Xk; pour k sufEsamment grand, la loi de Xk sera si près de T 

que Xk pourra, à toutes Fuis pratiques, être vue comme une variable aléatoire de loi s. 

Pour obtenir un échantillon de m variables aléatoires indépendantes de loi R, il sufit 

alors de simuler indépendamment les (k + 1) premières variables de m chabes, disons 

(X I ,  ,; O 5 n 5 k) , -.., (X,, ,; O < n 5 k), et de conserver uniquement X1.k. ---, Xm, k- 

La méthode de la moyenne (ou de l'échantillonnage ciblé) peut ensuite être appliquée 

à l'échantillon Xlzk, .--, XmSk a h  d'estimer ~ ( g ) .  



La simulation d'une chaîne de Markov dont le noyau rnarkovien possède n comme 

loi stationnaire permet aussi l'utilisation d'une troisième méthode de Monte-Carlo afin 

d'estimer r(g). Celle-ci consiste à simuler d'abord les m(k + 1) premières variables 

d'une seule chaîne de Markov (X,;n 2 O) pour estimer ensuite ~ ( g )  à l'aide de la 

moyenne 

Cette méthode est parfois appelée la méthode de la moyenne ergodiqcre. Sous certaines 

conditions, l'estimat eur (3) converge presque sûrement vers ~ ( g )  lorsque m(k c 1) + cm, 

et sa loi asymptotique est une loi normale (lorsqu'il est centré et normalisé convena- 

blement). Il est aussi possible de définir une version ergodique de l'échantflonnage 

ciblé, qui consiste à simuler les m(k  + 1) premières variables d'une chaîne de hilarkov 

(X,; n 3 O) dont le noyau rnarkovien possède d comme loi stationnaire, et à estimer 

ensuite a(g) à l'aide d'une moyenne pondérée des v&ables (g (X,) , O < n 5 m(k + 1) ) . 

Aussi surprenant que cela puisse paraitre, il est parfois plus facile de simuler une 

chaîne de Markov (X,; n 2 O) dont le noyau rnarkovien possède T comme loi station- 

naire que de simuler directement une variable aléatoire de loi .rr, surtout lorsque .rr est 

une loi compliquée ou à plusieurs dimensions. Jusqu'à présent, plusieurs algorithmes 

permettant de le faire ont vu le jour; les plus connus sont l'algorithme de Metropolis 

(Metropolis et COU., 1953)' l'algorithme de Hitings (Hastings, 1970), qui est en fait 

une généralisation de l'algorithme de Metropolis, IYéchantillonneur de Gibbs (Geman 

et Geman, 1984; Gelfand et Smith, 1990) et I'algorithme hit-and-mn (Smith, 1984; 

Bélisle, Romeijn et Smith, 1993). Puisque la simulation d'une variable aléatoire de 

loi .rr à l'aide de l'un de ces algorithmes se fait par l'intermédiaire de la simulation 

d'une chaîne de Markov, ils sont connus, en anglais, sous le nom de Markov Chain 

Monte Car10 algorithms, ou plus simplement MGMC algorithms. Dans ce mémoire, ces 

algorithmg seront appelés algorithmes de simulation de Monte-Carlo par les chacnes 

de Markov, et souvent, dans le but d'alléger le texte, nous utiliserons simplement les 

termes algorithmes de simulation markozrienne. 

Ces algorithmes de simulation markovienne requièrent généralement que la loi T soit 

une mesure de probabilité définie sur IEd, absolument continue par rapport à la mesure 



de Lebesgue; certains d'entre eux peuvent cependant être généralisés à quelques cas 

où r est absolument continue par rapport à un autre type de mesure. Bien qu'ils soient 

relativement fsciles à mettre en application, les propriéttés des chaines de Markov qu'ils 

sunulent sont souvent complexes et difiiciles à étudier, et étant donnée une chaîne de 

Xarkov (X,; n 2 O) dont le noyau markovien possède n comme loi stationnaire, il n'est 

généralement pas simple de déterminer si: 

1) la loi de X, converge (en un sens approprié) vers rr; 

2) la moyenne (n + 1)-' xy=, g(Xi) converge presque sûrement vers ~ ( g )  dans le cas 

où la méthode de la moyenne ergodique est utilisée pour estimer a(g); 

3) la vitesse de ces convergences (lorsqu'elles ont Leu) est rapide ou non. 

Le succès et la performance d'un de ces algorithmes ou d'une méthode d'estimation de 

~ ( g )  dépendent évidemment de ces trois aspects. 

Ce mémoire est une introduction à la simulation markovienne. Puisque celle-ci 

consiste avant tout à simuler des chaînes de Markov, le chapitre 1 présentera cer- 

taines notions importantes sur ces dernières; ces notions sont indispensables si l'on 

veut bien comprendre le fonctionnement des algorithmes de simulation markovienne et 

évaluer leur efficacité pour une loi r donnée. Au chapitre 2, nous nous attarderons en- 

suite aux trois principaux algorithmes (et certaines de leurs généralisations), à savoir 

l 'échant~omeur de Gibbs, l'algorithme de Metropolis-Hastings et l'algorithme hit- 

and-run; en plus d'un bref résumé de leurs origines et de la description de la fqon 

dont ils procèdent pour simuler une chaîne de Markov dont le noyau possède s comme 

loi stationnaire, nous présenterons aussi des conditions sous lesquelles la loi de X, 

d'une chaîne simulée par ces algorithmes converge efktivement vers n. Finalement, 

au chapitre 3, nous nous intéresserons à d'autres aspects importants, comme par 

exemple la vitesse à laquelle la convergence a lieu (lorsqu'elle a lieu) et les condi- 

tions sous lesquelles le théorème limite central assurant la normalité asymptotique de 

(n + 1)-' xy=o g(Xi) est valide, lorsque l'approche choisie pour estimer a(g) est la 

méthode de la moyenne ergodique. 



Chapitre 1 

Chaînes de Markov 

Ce chapitre se veut un résumé de certaines notions portant sur les chalnes de Markov 

à valeurs dans des espaces mesurables généraux. Nous y présentons aussi quelques 

résultats de convergence importants qui nous seront utiles par la suite lors de l'étude 

des algorithmes de simulation markovienne- Ce chapitre s'inspire en grande partie des 

ouvrages suivants: Doob (1953)' Orey (1971), Revu  (1984), Nurnmelin (1984), Meyn 

et Tweedie (1993), Tierney (1994) et Athreya, Doss et Sethuraman (1996). 

Nous débuterons par un rappel du théorème sur la convergence des chaînes de 

Markov à espaces d'états dénombrables. Notre principal objectif sera de développer les 

outils qui nous permettront de généraliser ce résultat a w  chaînes de Markov à espaces 

d'états plus généraux. 

1.1 Rappel 

Soit E un ensemble dénombrable. Considérons (X,; n 2 0) une chaîne de Markov 

à valeurs dans E dont les probabilités de transition sont homogènes dans le temps et 



sont données par 

Supposons maintenant que la chaîne soit im5ductible7 c'est-à-dire que pour tous i, j E 

Ey il existe un entier m 2 1 tel que 

-p[X, = jlXo =?] > O. Pij - 

Supposons de plus que la chaîne soit aph-odique, c'est-à-dire que pour tout i E E, 

où "p. p. c. d." signifie "plus grand commun diviseur". Alors: 

a) si E est fini, la chaîne possède une loi stationnaire, c'est-à-dire qu'il existe des 

nombres réels (ri; i E E) tels que 

et de plus, 

Iim p$ = rj POIX tous i, j E E ;  
n e  

b) si E est infini et si la chaîne possède une loi stationnaire (xi; i E E ) ,  alors (1.2) 

est toujours valide. 

Ce résultat classique, prouvé dans le cas fini par A. A. Markov en 1906 et dans 

le cas i d n i  par A. N. Kolmogorov en 1931, est présenté dans de nombreux livres de 

probabilités. Parmi les plus importants, on retrouve notamment Chung (1967)' Feller 

(l968), Freedman (l983), Karlin and Taylor (l975), Çinlar (1975) et Billingsley (1995). 

ll devient maintenant naturel de se demander si  un résultat de convergence similaire 

existe pour une chaîne de Markov (X,;n 2 0) à valeurs dans un espace d'états plus 

générd, comme par exemple dans litd OU dans un borélien de Rd. II s'avère qu'en 

généralisant de façon adéquate les concepts d'irréductibilité, d'apériodicité et de loi 

stationnaire, il est possible d'énoncer des conditions, en termes de  ces concepts, sous 

lesquelles la loi de X, converge, en un sens approprié, vers la loi stationnaire éventuelle 

de la chaîne. 



1.2 Noyaux markoviens et chaînes de Markov 

1.2.1 Définition d'une chaîne de Markov 

Une chaîne de Markov est une suite de variables aléatoires (Xn;n 2 0) définies 

sur un espace probabilisé (Q, 3: P), à valeurs dans un espace mesurable (ET E) et 

satisfaisant la propn'été de Markou. Cette propriété peut être énoncée ainsi: la suite 

(Xn; n > 0 )  possède la propriété de Mark-ov si pour tout n 1 1, Xn+I et (X,-l, ..., Xo) 

sont conditionnellement indépendantes étant donnée X,. 

L'ensemble E est appelé l'espace des états. L'indice n représente généralement le 

temps; si X,, = x, x E ET nous disons qu'au temps n, la chaîne est à l'état x. 

Avant de donner la définition formelie d'une chaîne de Markov, nous devons d'abord 

introduire le concept de noyaa 

Définition 1.1. Un noyau défini sur un espace mesurable (ET E) est une fonction 

K : E x E -, [O, col telle que: 

i) pour tout A E E, la fonction K( - , A) est mesurable; 

ii) pour tout x E E, la fonction K ( x ,  - ) est une mesure sur (E, E). 

Un noyau K défini sur un espace mesurable (ET E) est dit sow-markovien s'il satisfait 

K(x, E) < 1 pour tout x E E. S'il satisfait K(x, E) = 1 pour tout x E E, c'est-à-dire 

si la mesure K(x, - ) est une mesure de probabilité sur (E, E) pour tout x E E, il est 

dit markouien. 

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons surtout aux noyaux sous-markoviens, et 

plus particulièrement, aux noyaux markoviens. Nous verrons plus loin que lorsqu'il est 

associé à une chaîne de Markov à valeurs dans un espace général, un noyau markovien - 

joue un rôle simxlitire à celui de la matrice des probabilités de transition dans le cas 



dénombrable. Pour identifier un noyau markovien, nous utiliserons la p lupr t  du temps 

le symbole P. 

Définition 1.2. Soit un espace probabiIisé (a, F, P), un espace mesurable (E, E )  et 

un noyau markovien P défini sur (E, E). Une suite de variables aléatoires (X,; n 2 0) 

définies sur (il, F) et à valeurs dans (E, E )  est appelée une chaine de Markov avec 

noyau markovien P si, pour tout A E E et pour tout n 2 0, 

Outre la propriété de bIarkov, la suite de variables aléatoires que nous venons de 

définir possède d'autres propriétés importantes. Cette définition mérite que l'on s'y 

attarde un peu. 

Premièrement, la partie 

est précisément la propriété de Markov. Cette propriété est suffisante pour que (X,; n 2 

O) puisse s'appeler une chalne de Markm. 

Ensuite, (1.3) suppose implicitement que pour toute paire (XWi, X,), n 2 O, il 

existe une loi condztionnelle réplière de Xntl étant donnée Xn, c'est-à-dire une fonc- 

tion H, : i-2 x E -t [O, l] telle que: 

i) pour tout A E E, la fonction Hn( - , A) est une version de la probabilité condi- 

tionnelle de {XWi E A) étant donnée X,; 

ii) pour tout w E Q, la fonction H,(w, - )  est une mesure de probabilité sur (E, E). 

En général, étant données deux variables sléatoires Y et X (faisant partie d'une chaîne 

de Markov ou non) définies sur un  espace probabilisé (O, 7, P) et à valeurs dans un 

espace mesurable (E, E ) ,  il n'est pas garanti qu'une loi conditionnelle régulière de Y 

étant donnée X existe. Néanmoins, en imposant certaines restrictions à l'espace (E, E) , 
il est possible d'en assurer l'existence. Par exemple, si E est un espace métrique complet 



et séparable et que E est la &-algèbre engendrée par les sousensembles ouverts de E, 

une fonction H satisfaisant les conditions (i) et (ü) pour Y et X existe toujours. Ceci 

est vrai en particulier dans le cas où E est dénombrable et que E est la f d e  de 

tous les sous-ensembles de E. À l'aide de la proposition 4.9 de Breiman (1968), il est 

possible de montrer que si H est une loi conditiomelIe de Y étant donnée X, il existe 

alors un noyau markovien P tel que pour tout A E E, 

ce qui implique que la fonction P(X(- ), - ) est elIe-même une loi conditionnelIe de Y 

étant donnée X. Pour plus de détails sur les propriétés et l'existence des mesures de 

probabilité conditiomeUes régulières, on peut consulter entre autres Breiman (1968) 

et Durrett (1991). 

Finalement, (1.3) suppose qu'il est possible de choisir les noyaux (P,; n > 0) associés 

aux lois conditionnelles régulières (Hn; n 2 0) de manière à ce qu'ils soient tous iden- 

tiques et égaux à P. Ceci implique que pour tout A E E et pour tout n 2 0, la fonction 

P (x, A) est une version de la probabilité conditionneUe PIXn+l E AIX, = XI (voir par 

exemple Breiman, 1968, page 69, pour la definition de P[X, E AIX,-I = x]). Une chaîne 

de Markov pour laquelle ï i  existe des versions de BIXn+l E AIX, = x], n 2 0, A E E,  

satisfaisant 

est dite homogène dans le temps. En demeurant prudent dans notre interprétation de 

P[Xnc1 E AIXn = X] , l'homogénéité dans le temps signifie en gros que pour tout x E E, 

la loi de X,+l étant donné que X, = x est toujours la même, peu importe n 2 0. 

La définition 1.2 est donc en fait la définition d'une chaîne de Markov homogène 

dans le temps, possédant un noyau markovien P.  Dans ce chapitre, nous restreindrons 

notre étude aux chaînes homogènes dans le temps. Par la suite, chaque fois qu'il sera 

question d'une chaîne de Markov, il sera sous-entendu qu'elle est homogène dans le 

temps, à moins qu'il soit spécifié qu'il en est autrement. Pour éviter des complications 

inutiles, nous ne considérerons aussi que les chaines de Markov qui possèdent un noyau 

markovien, 



Un noyau markovien est donc en quelque sorte la g6néralkation nat-me11e de la 

matrice des probabilités de transition. En effet, s i  (X,; n 2 O) est une chaûie de Markov 

à valem dans un espace général (E, E )  et avec noyau markovien P, alors pour tout 

A E E et pour tout n > O, P(X,, A) nous fournit 

conditionnelle PIXn+l E AIX,]. En particulier, si E 

pour tout n 2 0, 

P[&+L = jl& = il = P(i,  (j}), 

une version de la probabilité 

est dénombrable, nous avons, 

sauf possiblement pour certains i E E tels que P[Xn = = O. Les P(i, ( j } ) ,  i, j E E, 
sont donc simplement les probabilités que l'on retrouve dans la matrice de transition 

habituellement associée à une telle chaîne. 

Revenons maintenant à la définition 1.2. Supposons que (X,; n 2 0) soit une chaîne 

de Markov à valeurs dans un espace mesurable (E, E) avec noyau markovien P. La 

mesure de probabilité X définie sur (E, E) par 

est appelée lu mesure de p~obabidité initiale de la chaîne. La mesure X est donc la 

loi de Xo. Considérons maintenant, pour chaque n 3 1, L'espace mesurable produit 

(F+', &"+'), où FCL est le produit cartésien E x E x - - - x E (n + 1 fois) et où En+' 
est la plus petite o-algèbre contenant les sous-ensembles de C+' pouvant s'écrire sous 

la forme A. x AL x - - x A,, où Ao, ---, An E E. Définissons maintenant une mesure de 

probabilité pn SUI (Pt ' ,  En+') par 

h ( G )  = ~ [ ( X O ,  - - - Y  Xn) E G], G E E ~ + ~ .  

Puisque Xo, ..., X, sont toutes des variables aléatoires à valeurs dans (E, E), définies 

sur le même espace probabilisé (R, F, P), le vecteur (Xo, ..-, X,) est une variable 

aléatoire à valeurs dans (Ff ', EnCL), et donc la mesure est bien définie; il s'agit 

de la loi conjointe du vecteur (Xo, --., Xn) . 

Maintenant, puisque (Xn;n 2 0) est une chaîne de Markov avec noyau markovien 

P, (1.3) implique que pour tout sous-ensemble de P+' pouvant s'écrire comme A. x 

Al x - - - x A, avec Ao, ..., A, E E, nous avons 

h ( A o  x - . .  x A n ) -  X(~XO)P(XO, hi) * * P(zn-1, An) + (1-6) 



Remarquons qu'avec n = 0, (1.6) devient (1 -5). 

Inversement, s i  une suite de variables aléatoires à valeurs dans (E, E) satisfait (1.6) 

pour un certain noyau markovien P et pour une certaine mesure de probabilité A, et 

ceci pour tout n 2 1, alors cette suite est une chaîne de Markov avec noyau markovien 

P et mesure de probabilité initiale X. Plus précisément, nous avons: 

Théorème 1.1. Soit (X,;n 2 0) une suite de variables aléato2res définzes sur un 

espace probabilisé (Q, 3, p) et à valeurs dans u n  espace mesurable (E,  &). Soit P un 

noyav markouien et X une rnesunz de probabilité defini& sur (El E). Alors (X,;n 2 O )  

est une chazne de Markov avec noyau markouien P et mesuTe de probabzté initiale X 

si et seulement si, pour tout n ) O et pour t o m  Aoy Al, .--, A, E E,  

1.2.2 Existence 

À chaque chaîne de Markov (au sens de la définition 1.2) correspond un noyau 

markovien P et une mesure de probabilié initiale A. La présente section s'attarde à la 

question suivante: étant donnés une mesure de probabilité X et un  noyau markovien 

P arbitraires définis sur un espace mesurable (E, E ) ,  existe-t-il un espace probabilisé 

(Q, .F: P) sur lequel il est possible de d6hb une suite de variables aléatoires à valeurs 

dans (ET E), et tel que cette suite sera une chaîne de Markov avec loi initiale X et 

noyau markovien P? Nous verrons qu'en général, la réponse est oui; il nous suffira 

simplement de supposer que E est un espace métrique complet et séparable et que E 

est la famille de ses boréIîens. Ce résultat nous permettra de "const r~e"  des chaînes 

de Markov à valeurs dans (E, E) à partir d'un noyau markovien P et d'une mesure de 

probabilité initiale X totalement arbitraires, sans nous préoccuper de l'espace (O, F, Ph) 
et sans nous demander si une telle chahe existe vraiment. 

Nous présentons ici les grandes lignes de la constmction d'une chsine de Markov à 

valeurs dans un espace (E, E), avec mesure de probabilité initiale X et noyau markovien 



P arbitraires- Les détails techniques de la constmction sont disponibles par exemple 

dans Revuz (1984) et Doob (1953)- 

Fixons n 2 O. Considérons l'espace produit PC1, et L'algèbre An+' contenant tous 

les sous-ensembles de En+' pouvant s'écrire comme une union finie d'ensembles de la 

forme A. x Al x - - - x A,, où Aoy .--, A, E E. Définissons maintenant la mesure de 

probabilité pz sur l'algèbre An+' par 

Cette intégrale est bien définie par la mesurabilité de P( - , A) pour chaque A E E 

et par le fait que P(x,  -) est une mesure de probabilité pour chaque x E E- Pour la 

définition d'une algèbre et d'une mesure de probabilité sur une algèbre, voir par exemple 

Bartle (1995, page 97). 

Par le théorème d'extension de Carathéodory (voir par exemple Bartle, 1995, page 

10 1)' la mesure p: possède une extension unique sur l'espace mesurable (E"+', Encl 1 
(que nous avons défini à la page 11). En répétant cette procédure pour tout n 2 O, ces 

constmctions nous fournissent une suite d'espaces probabilisés ((Ff l ,  FC1 , k ) ; n  3 

O) dont les mesures de probabilité ~ e ,  sont compatibles, c'est-à-dire que ces mesures 

satisfont, pour tout n > 0, 

Dénotons par Em l'espace produit E x E x - - - et par Em la O-algèbre engendrée par 

les ensembles cylindriques, c'est-à-dire les ensembles de la forme do x - - - x A,., x E x 

E x - - , où Ao, ..., A, E E. En vertu du théorème d'extension de Kolmogorov (voir 

par exemple Durrett, 1991, pages 26-27), l'hypothèse faite sur la nature de l'espace 

(E, E) et la compatibilité des mesures (h;n 2 O) impliquent qu'il existe une mesure 

de probabilité P unique, dkfinie sur (O, P), où R = Em et F = Em, telle que pour tout 

n 2 O et pour tous Ao, .-., An E E, 



Pour chaque w = (wo, w i ,  ...) E Q, posons maintenant 

La suite (X,; n 2 O) ainsi définie est une chaîne de Markov à valeurs dans (E, E) , avec 

noyau markovien P et mesure de probabilité initiale A, puisqu'elle satisfait i'équation 

(1.7) du théorème 1.1. 

La chaîne que nous venons de construire s'appelle la chaîne de Markov canonique 

associée à P et A. L'espace (Eoo, Em) est appeIé l'espace canonique. Il d e  plusieurs 

espaces probabilisés (Q, 3, P) sur lesquels nous pouvons définir une chaîne de Markov 

à valeurs dans (E, E )  avec noyau markovien P et mesure de probabilité initiale A. Nous 

en avons identifié un. 

Remarque 1.1. Par abus de langage, nous dirons parfois d'un noyau markovien P 

qu'il est le noyau markovien d'une chaîne de Markov (X,; n 2 O). Cependant, une 

chaîne de Markov ne possède pas nécessairement un seul noyau markovien; il serait 

donc plus exact de dire que P est un noyau markovien pour (X,;n > O). En effet, 

il est facile de-construire une chaîne de Markov (X,; n 2 0) à laquelle nous pouvons 

associer deux noyaux markoviens complètement mérents. Voici un exemple très simple: 

une chaîne de Markov à valeurs dans (1, 2, 31, avec vecteur de probabilités initiales 

(1/2, 112, 0) et matrice de transition 

est aussi une chaîne de Markov avec vecteur de probabilités initiales (112, 112, 0) et 

matrice de transition 



Puisque l'état initial de la chaîne de Markov sera 1 ou 2 avec probabilité 1, et qu'elle 

ne visitera jamais l'état 3 par la suite, la dernière ligne de la matrice de transition peut 

être définie arbitrairement. En général, si  (X,; n 2 0) est une chaîne de Markov à 

valeurs dans un espace mesurable (E,  E )  avec noyau markovien Pl, et qu'elle satisfait 

P[X, E B] = O pour tout n 2 O et pour un certain ensemble B E E, alors tout autre 

noyau P2 tel que 

&(x' A) = P1(q A) pour tous A E E et x E Be 

peut aussi servir de  noyau markovien pou .  (X,;n 3 0) .  

Inversement, un noyau markovien didentse  pas une seule chaîne de Markov. Il 

identifie plutôt une famille de chaines de Markov, c'est-à-dire la famille de toutes les 

chaînes de NIarkov avec noyau markovien P et mesure de probabilité initiale arbitraire. 

1.2.3 Probabilités de transition d'ordre supérieur 

Considérons une mesure de probabilité X et un noyau markovien P définis sur un 

espace mesurable (E, E ) .  À partir de X e t  P, nous pouvons définir un nouvelle mesure 

de probabilité XP sur (E, E) par 

Supposons maintenant que Pl et P2 soient deux noyaux markoviens définis sur un 

espace mesurable (E, &). À l'aide de Pl et Pz, définissons une nouvelle fonction sur 

E x E par 
C 

Cette fonction P1P2 est aussi un noyau markovien et est appelée le noyau produit de 

Pi et  P2- 

Le produit de noyaux markoviens est une opération associative, c'est-à-dire que si 

Pi, Pz, P3 sont des noyaux markoviens définis sur (E, E ) ,  dors (P1P2) P3 = Pl(P2P3). 
Cette propriété nous permet de définir, sans risque d'ambiguïté, la ni*me puissance P 



d'un noyau markovien P. Celle-ci est définie en posant d'abord 

et ensuite, pour n 2 1, de façon itérative par 

La propri6té d'associativité de l'opération produit de noyaux nous permet aussi d'écrire 

pour tout entier positifL n. Cette dernière équation est souvent appelée l'équation de 

Chapman-KoImogorov (voir par exemple Meyn et Tweedie, 1993, page 67). 

Si (X,; n > 0) est une chaine de Markov avec noyau markonen P et mesure de 

probabilité initiale A, la mesure de probabilité X P n  est simplement la loi (incondition- 

nelle) de Xn. En effet, en utilisant (1.7), nous avons: pour tout A E E et pour tout 

XP" (A).  

Le noyau markovien Pn fournit les probabilités de transition en n étapes de la 

chaîne: pour tout A E E et pour tous m 2 0 et n 2 1, P ( X m ,  A) est une version de 

la probabilité conditionnelle P[Xnç, E AIXm]- En effet, en utilisant (1.10) et encore 

une fois (1.7); nous avons, pour tous A, B E E et pour tous m 3 O et n 2 1, 

- - -  

'Dans ce mémoire, un nombre réel x est dit positif si z > O et non négatif si z 2 O- 



Mentionnons qu'étudier le comportement asymptotique d'une chaîne de Markov 

avec noyau markovien P et mesure de probabilité initiale X est en fait équivalent à 

étudier le comportement asymptotique de la suite de mesures de probabilité ( A P ;  n 2 

0) - 

1.3 Classification des chaînes de Markov 

Les concepts d'irréductibilité, de récurrence et de périodicité, bien connus dans le 

cas dénombrable, seront ici définis dans le cas général. 

Un peu comme pour la matrice des probabilités de transition dans le cas discret, 

la classification des chabes de Markov générales selon ces critères dépend de la struc- 

ture de communication de leurs noyaux markoviens respect* et est indépendante de 

leurs mesures de probabilité initiales. Ceci implique que si une chaîne de Markov avec 

noyau markovien P possède une de ces propriétés, alors toutes les chaines de Markov 

avec noyau markovien P la possèdent aussi, peu importe leurs mesures de probabilité 

initiales. Malgré que ces propriétés s'appliquent en fait aux noyaux markoviens, il nous 

amvera parfois de les attribuer aux chaînes de Markov correspondantes et de parler 

d'une chaîne de Markov irréductible, récurrente, etc- 

Pour un noyau markovien donné P, ces propriétés seront parfois énoncées de façon 

plus probabiliste en considérant la probabilité de certains événements relativement à 

une chaîne de Markov avec noyau markovien P (comme par exemple une chaîne de 

Markov canonique). Dans ce qui suit, nous utiliserons le symbole Pz, x E E pour 

identifier une mesure de probabilité sur un espace mesurable quelconque (O, F), sur 
lequel a été définie une chaîne de Markov avec noyau markovien P et état initial x (c'est- 

à-dire avec &, la mesure de Dirac en x, comme loi initiale). Par exemple, Px[X,, E A] 

représente la probabilité qu'une chaîne de Markov avec noyau markovien P et état 

initial x se retrouve dans A au temps n. 

Remarque 1.2. À partir de maintenant, nous supposerons toujours que tout espace 

mesurable (E, E) sur lequel est défini un noyau markovien P est arbitraire, en autant 



que sa o-algèbre E puisse être générée à l'aide d'une f a d e  dénombrable de sous- 

ensembles de E. Cette hypothèse permet d'éviter des problèmes techniques d a m  les 

démonstrations de certains théorèmes importants. Pour plus de détails à ce sujet, voir 

par exemple, Orey (1971) et Revuz (1984). Notons que cette condition n'est pas très 

restrictive, puisqu'elle est satisfaite par la plupart des espaces mgurabies que l'on 

retrouve dans les applications. Voici quelques exemples: 

1) un ensemble fini E muni d'une o-aIgèbre arbitraire, comme par exemple E = 

(1, 2, .. ., k} et E = P(E)  , la famille de tous les sousensembles de E; 

2) un ensemble dénombrable E muni d'une a-algèbre arbitraire, comme par exemple 

E = (1, 2, ...} et E = P(E); 

3) un borélien E de IRd et E = BE, la famille des boreliens de Rd inclus dans E; 

4) un espace métrique complet et séparable E et E7 la famille des boréliens de E. 

Rappelons que l'hypothèse spkifiant que E est un espace métrique complet et séparable 

et que E est 1a.famille des boréliens de E (ce qui inclut notamment tous les exemples que 

nous venons de donner) nous a déjà bien servis. Premièrement, elle a assuré L'existence 

d'un noyau markovien lorsque (X,; n 2 O) était une chaîne de Markov déhie  sur un 

espace probabilisé (R, 3, P) à valeurs dans (E, E) (voir section 1.2.1). Deuxièmement, 

elle nous a permis d'utiliser le théorème d'extension de Kolmogorov pour construire un 

espace probabilisé (R, F, IF') et une chaîne de Markov à partir d'un noyau markovien 

P défini sur (E, E) (voir section 1.2.2). 

Le concept d'irréductibilité tel que défini pour une chaîne de Markov à valeurs 

dans un espace dénombrable s'applique difficilement au cas général. En effet, il serait 

impensable d'imposer que pour tous x, y E E, il existe un entier positif n tel que 



puisqu'alors toutes les chabes de Markov irréductibks seraient nécessairement à valeurs 

dans un espace dénombrable, 

Pour définir un concept d'irréductibilité plus général, nous nous contentons d'im- 

poser que quel que soit l'état initial de la chaine, tous les "gros" sous-ensembles de E 

contenus dans E aient une probabilité positive d'être visités. 

Définition 1.3. Soit <p une mesure 0-fmie définie sur un espace mesurable (E, E), 

et posons E,f = {A E E : p(A) > O). Un noyau markovien défini sur (EI E) est dit 

(o-irréductible si, quek que soient x E E et A E E;, i1 existe un entier m 2 1 tel que 

Pm(x, A) > O. 

En termes d'une chaîne de Markov (X,;n 3 O) avec noyau markovien P et état 

initial x, l'existence d'un entier rn 2 1 tel que P ( x ,  A) > O pour un certain A E & 

signifie que la probabilité que (X,;n 2 0) visite l'ensemble A est positive- La p- 

irréductibilité exige que ceci soit respecté pour tout x E E et pour tout A E &$. 

Même lorsque P est un noyau markovien défini sur un espace dénombrable (ET E), 
la notion de cpirréductibilité est beaucoup plus générale que la notion usuelle d'irréduc- 

tibilité, c'est-à-dire l'irréductibilité au sens de (1.1). Voici un exemple pour l7iUustrer. 

Exemple 1.1. Considérons une chaîne de Markov à valeurs dans (1, 2, 31, avec ma- 

trice des probabilités de transition 

Si l'état initial de la chaîne est 1 ou 2, la probabilité qu'elle visite à un certain 

moment l'état 3 est nulle. La matrice n'est donc pas irréductible au sens usuel. Par 

contre, en partant des états 1, 2 ou 3, la probabilité qu'elle visite par la suite les états 

1 et 2 est positive. Si nous dénotons maintenant par cp n'importe quelle mesure sur 

(1, 2, 3) accordant un poids nul à l'état 3, nous pouvons affirmer que la matrice est 

p-irréductible. 



En générd, si P est un noyau markovien d é h i  sur un espace mesurable (E, E) ,  
où E est dhnombrable et où E est P(E), la famille de tous les sous-ensembles de E, 

l'irréductibilité (au sens usuel) correspond donc à la pirréductibilité où <p est n'importe 

quelle mesure accordant un poids positif à chaque élément de E (par exemple, la mesure 

de dénombrement sur (E, E)). 

Considérons maintenant, pour tout x E E, une chaihe de Markov avec noyau 

markovien P et état initial 2. Posons, pour tout A E E,  

TA est alors une variable aléatoire puisque l'ensemble {TA = n) est mesurable pour 

tout n. En effet, {TA = TL) = {XI E AC, ..., Xn-1 E AC, Xn E A) E a(XL, ---, Xn) E 3; 

où u(Xl, ..., X,) est la a-algèbre engendrée par XI, ..., X,. La variable aiéatoire Ta 
est appelée le temps de p~emièm visite de la chagne dans A. 

La définition de pirréductibilité peut maintenant être énoncée en termes des va- 

riables aléatoires (Ta; A E &,+): un noyau markovien P est pirréductible si, pour tout 

x E E et pour tout A E &,f, nous avons 

Les deux définitions sont équivalentes, puisque PJT' < CO] > O si et seulement si il 

existe un entier positif rn tel que P ( z ,  A) > O. Cette deuxième interprétation de la 

pirréductibilité nous sera utile pour faire le lien avec le concept de récurrence un peu 

plus Ioin. 

Lorsqu'un noyau P est pirréductible pour une certaine mesure cp, cette dernière est 

appelée une mesure d 'z~éductzbzlité pour P. Il est clair qu'une mesure d'irréductibilité 

n'est pas unique; en effet, si <p est une mesure d'irréductibilité et que @ est une mesure 

a-finie sur (E, E), absolument continue par rapport à cp (Le. A E E et <p(A) = O * 
@(A) = O), alors S, est aussi une mesure d'irréductibilité. 

Inversement, pour un noyau markovien pirréductible P, il existe toujours une 

mesure d'irréductibilité qui accordera une mesure nulle à un ensemble A E E si et 



sedement si la condition 

n'est pas respectée. Une teile mesure est appelée une mesure d'+réductibilité mm-- 

male pour P. La dgmonstration de la proposition suivante est présentée dans Meyn et 

Tweedie (1993, page 88). 

Proposition 1.1. Soit P un noyau markouien y-irréductible sur u n  espace mesurable 

(El  E ) .  Alors d existe une mesure 70 telle que: 

i )  P est +-irréductible; 

i i)  si <pf est une mesure o-finie sur (E,  E ) ,  alors P est <6-irréductible si et seulement 

si p' est absolument continue par rapport à @; 

iii) sz @(A) = 0, alors $({x E E : Pz[Ta < oo] > 0)) = O . 

En un sens, une mesure d'irréductibilité maxïmaIe .Sr est une mesure d'irréductibilité 

naturelle. Elle décrit mieux qu'une mesure d'irréductibilité arbitraire les sous-ensembles 

mesurables de E qui risquent d'être visités par un chaîne avec noyau P, et ceci, en 

fonction de son état initial x. Premièrement, elle accorde une mesure positive à tous 

les sous-ensembles dans E qui ont une probabilité positive d'être visités quel que soit 

l'état initial x E E. Deuxièmement, elle accorde non sedement une mesure nulle à 

tout sous-ensemble A E E qui est inaccessible à partir d'au moins un x E E, mais elle 

permet aussi d ' e e r  que si A est un sous-ensemble dans E tel que -$(A) = O, alors 

Pz[& E A pour un certain n 2 11 = O pour +-presque tout x E E. 

Toutefois, une mesure d'irréductibilité maximale n'est pas unique non plus. Toute 

mesure équivalente (Le. qui assigne une mesure nulle exactement aux mêmes sous- 

ensembles mesurables de E) est aussi une mesure d'irréductibilité maximale. Cette 

fois, par contre, l'ensemble E$ = {A E E : +(A) > 0 )  est indépendant de la mesure 

d'irréductibilité maximale *. Pour cette raison, nous utiliserons simplement le sym- 

bole E+ pour faire réference à I'ensemble {A E E : $(A) > O) où $ est une mesure 

d'irréductibilité maximale. 



1.3.2 Périodicité 

La cpirréductibilité d'un noyau P assure que tout sous-ensemble A E E te1 que 

p(A) > O a une probabilité positive d'être visité par une chaine de Markov avec noyau 

P et état initiai x E E arbitraire. Il se peut alors qu'une visite dans ces sous-ensembles 

ne soit possible seulement qu'à certains temps n spécifiques et que la chaîne ait alors 

un comportement "cyc1ique". Voici deux exemples très simples illustrant des comporte- 

ments cycliques, 

Exemple 1.2. Considérons une chaîne de Markov à valeurs dans (1, 2, 3) avec ma- 

trice de transition 

Si cp est la mesure de dénombrement sur (1, 2, 3), dors cette matrice est pirréductible. 

Toutefois, la chaîne de Markov ne peut visiter les états 1, 2 et 3 qu'à certains temps n 

particuliers. Supposons que l'état initial de la chaîne soit 1. Nous avons alors P[X, E 

(2, 3)] = 1 pour tout n impair et P[X, E (2, 3)] = O pour tout n pair. La chaîne visite 

alors successivement les ensembles (1) et {2, 3). Avec probabilité 1, la chaîne visitera 

tous les états dans (1, 2, 3), mais ces visites se feront selon un patron cyclique. L7 

Exemple 1.3. Soit E = {x E IR : O < x < 3) et E, la o-algèbre des boréliens de E. 

Considérons le noyau markovien P, défini sur (E ,  E) pour tous x E E et A E E par 

Remarquons que P(x, - ) est la loi uniforme sur (1, Z] lorsque x E (O, 11, la loi uniforme 

sur (2, 31, lorsque x E (1, 21, et la loi uniforme sur (0, 11 lorsque x E (2, 3). Si 9 

représente n'importe quelle mesure absolument continue par rapport à la mesure de 



Lebesgue s u r  (E, E)  , dors P est rpirréductible. Par contre, pour tout x E (O, 11, le 

noyau P satisfait 

Pn(x, (1, 21) > O si et seulement si n E {l, 4, 7, 10, ...), 

Pn (x, (2, 31) > O si et seulement si n E (2, 5, 8, 11, ...) 

Pn(x, (O, 11) > O si et seulement si n E {O, 3, 6,  9, ...). 

Une situation similaire se produit lorsque x E (1, 21 et lorsque z E (2, 31. Si (X,; n 2 0) 

est une chaîne de Markov avec noyau markovien P et état initial xo E (O, 11, elle satisfait 

alors avec probabilité 1, 

Si A est n'importe quel sous-ensemble dans &+, la chaîne de Markov le visitera avec 

probabilité 1. Néanmoins, si A est presqu7entièrement contenu dans (O, 11 (c'est-à-dire 

si A est tel que la mesure de Lebesgue de l'ensemble {x E A : x 4 (0, 11) est égale à O), 

par exemple, cette visite aura lieu nécessairement à un temps n E {3, 6, 9, 12, . .. )- Plus 

généralement, toute chaîne de Markov avec noyau markovien P visitera avec probabilité 

1 les sous-ensembles (0, 11, (1, 21 et (2, 31 les uns après les autres, dans l'ordre (celui 

visité par Xi pouvant changer selon la loi initiale). O 

Définition 1.4. Soit P un noyau markovien p-irréductible pour une certaine mesure 

p. Une famille {Cl, C2, ---, Cd) de sous-ensembles disjoints dans E est appelée un cycle 

de longueur d pour P, si 

'P [(&cj) 7 = 0, 

P X  C )  = 1 x E Cil 1 5 j 5 d - 1 . 

Si {Cl, Cz, ..., Cd) est un cycle de longueur d pour un noyau markovien pinéduc- 

tible P, alors toute chaîne avec noyau markovien P visite de facçon cyclique les sous- 

ensembles Ci, ..., Cd avec probabilité 1. Par exemple, si d = 4, nous avons pour tout 

x E C3 , Pz[Xl E C4 , X2 E Ci , X3 E C2 , -.-] = 1- Notons que si {Cl, ... , Cd) est un cycle 



de longueur d par rapport à une mesure d'irréductibilité (o, dors  {Ci, ..., Cd) est aussi 

un cycle de longueur d par rapport à n'importe qu'elle autre mesure d'irréductibilité 

pour P. La notion de cycle est donc indépendante de la mesure d'irréductibilité utilisée. 

Pour un  noyau markovien pirréductible P, considérons l'ensemble 2) de tous les 

entiers d 2 1 pour lesquels il existe un cycle de longueur d, Cet ensemble est non vide 

puisque P ( x ,  E) = 1 pour tout x E E et il contient donc au moins l'élément 1. II est 

aussi possible de montrer que la 'p-irréductibilité de P implique que L'ensemble 2) est 

nécessairement fini (voir par exemple Orey, 1971, pages 10-14). Nous avons alors: 

Théorème 1.2. Soit P un noyau markovien p-irréductible pour une certaine mesure 

p. Soit D 1 'ensemble de tous les entaers d > 1 pour lesquels il &te un cycle de longueur 

d pour P. Dénotons par p le plus grand élément de V. Alors: 

z) p est indépendant de la mesure d'zrréductzbzlité 9; 

zi) si d est un autre élément de V, alors p est un multiple de d; 

zzz) si Cl, Cz, ..., C, est un cycle de longueur p, et si Di, D2, ..., Dp est u n  autre 

cycle de longueur p, alors, e n  numérotant les sous-ensembles DI, ..., Dp dans un 

autre ordre si nécessai~e, nous avons 

La démonstration de ce théorème est présentée notamment dans Orey (1971, page 13). 

L'entier p est appelé la période de P. En  vertu du théorème précédent, p est indépendant 

de la mesure d'irréductibilité <p e t  le cycle Cl, ..., C .  correspondant à p est unique 

modulo les sous-ensemble. pnuls. Remarquons que la période du noyau markovien 

de I'exemple 1.2 est 2, et qu'un cycle correspondant possible est ((11, (2, 3)). Pour 

le noyau de l'exemple 1.3, la période est 3 et un cycle correspondant possible est 

((0, 11, (1, 21, (2, 31)- 

Mentionnons finalement que si P est un noyau pirréductible de période p 2 2, il 

est dit périodipe- Lorsque p = 1, il est dit apériodique. 



1 . 3.3 Récurrence 

Tout comme I7irréductibilité, le concept de récurrence tel que d é h i  dans le cas 

dénombrable a besoin d'une modification pour s'adapter au cas générai. Nous pourrons 

toutefois constater que la signification probabiliste de la récurrence reste sensiblement 

la même. 

Lorsque P est un noyau markovien défini sur un espace mesurable (ET E )  où E est 

dénombrable, il est irréductible si 

Pi[%) < oo] > O pour tous i, j E E, (1.12) 

et récurrent si 

l&[Tg.)<m]=l p o u r t o u s i , j E E  

(voir par exemple Hoel, Port et Stone, 1972, page 21). Pour définir un concept d'irréduc- 

tibilité s'adaptant au cas où (E, E) est un espace mesurable général, nous avons imposé 

que (1.12) soit satisfaite Lorsqu'on remplace {j) par n'importe quel sous-ensemble A E 

E tel que p(A) > O pour une certaine mesure p. C'est ce que nous ferons aussi pour 

définir un concept de récurrence plus général: nous remplacerons {j) dans (1.13) par les 

sous-ensembles mesurables de E auxquels la mesure cp accorde une probabilité positive; 

toutefois, nous changerons le "pour tout i E E" par "pour rppresque tout x E Er. 

Définition 1.5. Un noyau cpirréductible P défini sur un espace mesurable (E, E )  est 

dit récurrent si, pour tout A E &,f, 

Pz[Ta < CO] = 1 pour cppresque tout x E E. (1.14) 

Supposons que P soit un noyau markovien sur un espace mesurable (E, E )  et que 

P soit aussi pirréductible pour une certaine mesure cp. Cela signifie que si (X,; n 2 0) 

est une chaîne de Markov avec noyau markovien P, nous avons pour tout z E E, 

Pz[Ta < oo] > O pour tout A E E;. 

La récurrence est une condition beaucoup plus forte; elle exige non seulement que cette 

probabilité soit positive pour tout x E E, mais elle exige aussi que cette probabilité 

soit égale à 1 pour ppresque tout x E E. 



Pour qu'un noyau P soit qualifié de récurrent, plusieurs auteurs exigent que P soit 

rpirréductible pour une certaine menire d'irréductibilité cp, et que 

Pz[% < oo] = 1 pour @-presque tout x E E, 

quel que soit A E EC, pour une certaine mesure d'irréductibilité maximale +. Par 
contre, NummeLin (1984, pages 42-43) montre que ce type de récurrence est équivalent 

à exiger que (1.14) soit satisfaite pour tout A E E:, où cp est n'importe quelle mesure 

d'irréductibilité, m&ma.le ou non. La récurrence est donc un concept indépendant de 

la mesure d'irréductibiüté utilisée pour vérifier (1.14); si cp et $ sont deux mesures 

d'irréductibilité arbitraires pour P ,  alors nous avons 

si et seulement si 

P,[Ta < oo] = 1 pour tout A E &y: et pour qf-presque tout x E E. 

Nummeh (1984, page 42) montre aussi que la récurrence peut être vérifiée à l'aide de 

la condition suivante: 

Théorème 1.3. Un noyau pirreductibble P définz sur un espace mesurable (E, E )  est 

récurrent sz et seulement si, pour tout A E E,f, 

lPz[X, E A ia]= 1 pour 9-presque tout x E E, (1.15) 

où "i. S. " signijie c'infiniment souvent ". 

Encore une fois, la condition (1.15) peut être satisfaite à l'aide de n'importe quelle 

mesure d'irréductibilité ip pour que le noyau P soit récurrent. Remarquons que le fait 

que les conditions de la définition 1.5 et du thbrème 1.3 soient équivalentes ne signifie 

pas que si nous fixons un A E E$, les ensembles {x E E : IPz[Ta < oo] = 1) et 

{x E E : Pz[X, E A i.s.1 = 1) sont identiques. Cela signifie, pas contre, que la mesure 

ip accorde une probabilité égale à 1 aux deux ensembles, quelle que soit la mesure 

d'irréductibilité p. 

Nous définissons maintenant un type de récurrence plus fort: lorsque la condition 

(1.14) est respectée pour tout x E E plutôt que pour ppresque tout x E E, le noyau 

P est alors dit récurrent au sens de Harris. 



Définition 1.6. Un noyau pirréductible P est dit réamnt  au sens de Hanis si, pour 

tout A E E:, 

P z [ ~ < m ] = l  p o u r t o u t z ~ E ,  (1.16) 

ou, de fqon équivalente, si 

Comme dans Le cas de b récurrence, le concept de récurrence au sens de Harris est 

indépendant de la mesure d'irréductibilité choisie pour identifier les éléments de E qui 

doivent satisfaire (1.16) ; si (1.16) est satisfaite pour tout A E E,f, elLe l'est aussi si 

on remplace <p par n'importe quelle autre mesure d'irréductibilité (voir par exemple 

Nummelin, 1984, page 43). Pour conclure cette section, notons que si P est un noyau 

markovien défini sur un espace dénombrable (E, E )  et que P est pirréductible, où rp 

est la mesure de dénombrement sur (E, E) (i-e. irréductible au sens de (1.12)), dors la 

récurrence de P et la récurrence au sens de Harris de P sont deux concepts équivalents, 

puisque le seuI ensemble de mesure p n d e  est dors l'ensemble vide. 

1.4 Convergence 

1.4.1 Mesures stationnaires 

Nous généralisons ici le concept de loi stationnaire. Par la suite, les noyaux mar- 

koviens récurrents seront divisés en deux groupes: les noyaux markoviens récurrents 

qui possèdent une loi stationnaire, et tes noyaux markoviens qui n'en possèàent pas. 

Nous verrons qu'une chaîne de Markov avec noyau markovien P possédant une loi 

stationnaire a un comportement aléatoire plus 'cstable" qu'une chaîne de Markov avec 

noyau markovien n'en possédant pas. Voici donc les définitions d'une loi stationnaire 

pour un noyau markovien P et du concept plus général de mesun? stationnaim: 

Définition 1.7. Soit P un noyau markovien défini sur un espace mesurable (E, E). 

Une mesure o-finie s su.  (E,  E )  est appelée une mesure stationnaire pour P si, pour 



tout A E E, 

Si de plus r ( E )  = 1, alors x est appelée une mesure de probabilité stationnaiz (ou loi 

stationnaire) pour P.  

Avant de poursuivre, voici quelques commentaires sur la terminologie loi statzon- 

naire. Rappelons qu'une suite de variables aléatoires (X,; n 2 O) à valeurs dans un 

espace mesurable (E, E )  est dite stationnai= si, pour tout choix d'entiers k 2 1 et 

O < ni < ... < nk, la loi du vecteur (Xnlfmi Xn2-? Xnkçm) est indépendante de 

la valeur de l'entier m 2 O. En particulier, cela implique que les variables aléatoires 

Xo, XI, ... sont identiquerrient distribuées. En général, une suite de variables aléatoires 

identiquement distribuées ne forme pas nécessairement une suite stationnaire- Par con- 

tre, une chaîne de Markov (Xn; n 2 O) pour laquelle les variables aléatoires Xo, XI, ... 

sont identiquement distribuées est aussi une suite stationnaire de variables aléatoires. 

En effet, supposons que P et X soient respectivement le noyau markovien et la mesure 

de probabilité initiale d'une chaîne de LMarkov (Xn; n 2 O ) .  Choisissons des entiers 

k > 1 e t  O 5 nl < ... < nk. Alors, pour tous AlT ..., Ak dans E et pour tout rn 2 0, 

nous avons 

Cette probabilité sera indépendante de m pour tous Al, ..., Aç E ET peu importe le 

choix de k, n,, ..., nt2 si et seulement si les mesures A, AP, PZ, ... sont identiques, 

c'est-à-dire si et  seulement si X est une mesure de probabilité stationnaire pour P. Si 

X est stationnaire pour Pl les variables aléatoires Xo, XI, ... sont donc identiquement 

distribuées; mais parce que la suite (X,; n 2 0) possède la propriété de Markov, elle est 

aussi stationnaire. Remarquons que si K est une mesure stationnaire finie pour P avec 

*(E) # 1, cette mesure peut toujours être normalisée pour devenir une loi stationnaire. 

Évidemment, si T(E) = oc, alors ?r n'a pas d'interprétation probabiliste similaire à celle 

d'une loi stationnaire. 

Le théorème suivant nous foumit une condition suffisante pour assurer l'existence 

d'une mesure stationnaire ?r pour un noyau markovien pirréductible P. Sous cette 

condition, la mesure K est l'unique mesure stationnaire de P; de plus elle est une 



mesure d'irréductibilité maximale pour P. Une démonstration est présentée dans Meyn 

et Tweedie (1993, page 242). 

Théorème 1.4. Soit P un noyau markovien défin2' sur un espace mesurable (ET E). 

Supposons que P soit (o-iw6duct2ble pour une certaine mesure p. Si P est réczlmntf 

il possède alors une mesure stationnaire, disons T, et cette mesure stationnaire est 

unique à une constante mZtiplzcative près. De p l w ,  T est une mesure d'irréductzbilité 

maximale pour P. 

11 est clair que si ?r est une mesure de probabilité stationnaire pour P, alors toute 

mesure .rr' de la forme 

T'(A) = a*(A), A E E  

pour un certain réel positif a est aussi stationnaire pour P. C'est pourquoi l'unicité 

d'une mesure stationnaire r ne peut être établie qu'à une constante multiplicative près. 

Si 7r est une mesure finie pour P et que P est récurrent, alors la mesure d obtenue en 

normalisant n de fwon à obtenir +(E) = 1 est la seule loi stationnaire de P. Si P est 

récurrent et que n est une mesure stationnaire infinie pour P, alors toutes les mesures 

stationnaires pour P sont aussi infinies, et donc P ne possède pas de loi stationnaire. 

En général, l'existence d'une mesure stationnaire 7~ pour un noyau markovien P 

n'implique pas que celui-ci est récurrent. Néanmoins, elle l'implique si .rr est une mesure 

finie, et si P est p-irréductible pour une certaine mesure 9, comme le montrent Meyn 

et Tweedie (1993, page 231). 

Théorème 1.5. Soit P u n  noyau markovien définz sur un espace mesuruble (Et  E ) .  

Supposons que P soit 9-irréductible pour une certaine mesure <p, et que n soit m e  

mesure stationnaire finie pour P. Alors P est récurrent. 

Nous découvrirons bientôt que si (X,; n 2 0) est une chaîne de Markov avec noyau 

markovien P et que la loi de X, converge (en un sens à être défini plus loin) vers une 

certaine mesure de probabilité R, alors r est nécessairement une loi stationnaire pour P. 

De plus, lorsqu'une loi stationnaire ?r pour un noyau markovien P existe et est connue, 

nous disposons dors automatiquement d'une maure d'irréductibilité potentielle pour 

P. En effet, les théorèmes 1.4 et 1.5 impliquent que si P est pirréductible pour une 



certaine mesure p, il est nécessairement T-irréductible piiisquYa1ors, .rr est une mesure 

d'irréductibilité maximale pour P. L'intérêt de l'existence d'une mesure de probabilité 

stationnaire R pour un noyau markovien P est donc beaucoup plus que le simple fait 

de pouvoir construire une chaîne de Markov statio~maire à partir de s et P. 

Bien que nous sachions maintenant qu'un noyau récurrent possède une mesure sta- 

tionnaire unique (à une constante multiplicative près), nous n'avons pas encore d'outils 

permettant d'identifier cette mesure et de déterminer si celle-ci est finie. L'identification 

d'une loi stationnaire pour un noyau markovien récurrent donné est une tâche ardue 

(voir par exemple Meyn et Tweedie 1993, chapitre 10). Cependant, dans le contexte 

de la simulation markovienne, iI n'est pas nécessaire de considérer cet aspect. En ef- 

fet, ce m e  de simulation fait intervenir des noyaux rnarkoviens qui sont construits 

de façon à ce qu'ils possèdent comme loi stationnaire la mesure de probabilité désirée. 

Tout rkultat ayant pour but d'établir l'existence d'une loi stationnaire et d'identifier 

celle-ci n'est donc d'aucune utilité pour le présent mémoire. 

Certains auteurs a joutent un qualificatif au terme récurrence pour faire la difF'rence 

entre un noyau récurrent possédant une mesure de probabilité stationnaire et un noyau 

récurrent n'en possédant pas. 

Définition 1.8. Soit P un noyau markovien récurrent: défini sur un espace mesurable 

(E, E). Soit s son unique mesure stationnaire (à une constante multiplicative près). Si 

a(E)  < oo, alors P est dit récur~ent positzf. Sinon, il est dit récurrent nul. 

1.4.2 Convergence en variation totale 

Pour définir un concept de convergence d'une suite de mesures de probabilité 

(fi; n $: 1) vers une autre mesure de probabilité p, il nous faut bien sûr une notion 

de distance entre deux mesures de probabilité. Celle qui est habituellement utilisée 

pour énoncer des résultats de convergence dans le contexte des chahes de Markov est 

appelée la variation totale. 

Définition 1.9. Soit X une mesure signée et finie, définie sur un espace mesurable 



(E, E). La variation totale de A, que l'on note par IlAl[, est déhie  par 

l[x[[ = sup I / / d A [  = supA(A) - idA(A). 
f:lf Ill E AEE Ac& 

Si p et v sont deux mesures finies sur un espace mesurable (E, E), alors leur 

dïEérence (p - u ) ,  définie par 

est une mesure signée hie- En particulier, si p et v sont deux mesures de probabilité 

sur (E, E), alors ( p  - u )  ( E )  = O et donc 

sup@ - 4 (4 = - A$$~ - 4 (4 - 
AEE 

La variation totale de p - v devient alors 

La variation totale de la Mérence entre deux mesures de probabilité définies sur 

un espace mesurable (E, E) peut servir de notion de distance sur l'espace M(E,El de 

toutes les mesures de probabilité sur (E, E). En effet, si p, v et X sont trois mesures 

de probabilité sur (E, E ) ,  la variation totale satisfait les quatre propriétés habituelles 

d'une notion de distance (voir par exemple Lindvall, 1992, page 232): 

1) IIP - 41 L O; 

2) llp-vII = O  si et seulement si p = v; 

La variation totale nous permet donc de définir une notion de convergence d'une suite 

de mesures de probabilité ( h ; n  2 1) sur (E,  E )  vers une autre mesure de probabilité 

P* 



Définition 1.10. Soit (E, E)  un espace mesurable. Soit p et (A; n 2 1) des mesures 

de probabilité définies sur (E, E). Alors nous disons que la suite (A; n 2 1) converge 

en variation totale vers p si 

Il& - -II = O- n- 

Si p, pi, p*, -.. sont des mesures de probabilité sur un espace mesurable (E, E), 

telles que lim,, [ l h  - pl ( = O, alors en vertu de la définition 1.9, cela mgnifie donc 

et que, pour tout réel positif c, 

= p(A) uniformément sur E 

uniformément sur { f mesurable : 1 f 1 5 c}. (1.18) 

Si E est un espace métrique et que E est la famille des boréliens de E, (1.18) implique 

notamment que 

pour toute fonction f continue et bornée, (1.19) 
n-OQ 

c'est-à-dire que (A; n 2 1) converge faiblement vers p (voir par exemple Billingsley, 

1968, page 7). La convergence en variation totale est donc un mode de convergence 

plus fort que la convergence faible. 

Pour étudier le comportement limite d'une chaîne de Markov à valeurs dans un 

espace mesurable (E, E) , avec noyau markovien P et mesure de probabilité initiale A, 

nous considérerons la variation totale entre les mesures de probabilité (XPn;n 2 0) 

et une mesure de probabilité Iunite potentielle. Supposons qu'il existe une mesure de 

probabilité VA sur (E, E ) ,  telle que 1 lXpn - uxl 1 -t O lorsque n + W. Pour tout A E E, 

nous avons dors 



puisque P(-, A) est une fonction mesurable et bornée. Il s'ensuit que à la suite 

( P ; n  2 O) converge en variation totale vers VA, cette dernière est nécessairerneat 

une loi stationnaire pour P. De plus, si P possède une loi stationnaire unique, pou. 

toute mesure de probabilité X telle que la suite ( P ; n  2 O) converge en variation 

totale, cette convergence aura nécessairement lieu vers la loi stationnaire unique. A 

l'opposé, si P ne possède aucune loi stationnaire, la convergence en variation totale de 

la suite (P; n 1. O) vers une mesure de probabilité UA est impossible, quelle que soit 

la mesure de probabilité initiale A. 

1.4.3 Le théorème d'Orey 

Supposons que P soit un noyau pirréductible défini sur un espace mesurable (E t  E) 

et que ir est une mesure de probabilité stationnaire pour P. Alors, par les théorèmes 

1.4 et 1.5, P est aussi récurrent et r-irréductible, et r est l'unique mesure stationnaire 

de P, à une constante multiplicative près. Si P est également apériodique et récurrent 

au sens de Harris, alors pour toute mesure de probabilité X définie sur (E, E) , la suite 

de mesures ( X P ;  n 2 O) converge en variation totale, lorsque n + W. Puisque cette 

convergence ne peut avoir lieu que vers une loi stationnaire de P, et que P ne possède 

en fait qu'une loi stationnaire, il s'ensuit alors que cette convergence doit avoir lieu 

vers K .  Le théorème suivant, dû à Orey (1959), résume ces faits. 

Théorème 1.6. Soit P un noyau markouien défini sur un espace mesurable (E ,  E )  . 
Supposons que P soit apériodique, récurrent au sens de Harrist et que ?r sozt une mesure 

de pro babzlité stationnaim pour P .  Alors, pour toute mesue de probabilité X défnze sur 

(E ,  E l ,  
iUn sup IXPn(A) - s(A)I = 0. 

ndw A€& 

Si, pour un certain x E E, nous remplaçons X par &, la mesure de Dirac en X, 

(1.20) devient 

Nous pouvons donc conclure que si P et .rr satisfont les conditions du théorème 1.6, 

alors pour tout x E E, nous avons 1 IP"(x. - ) - a(-) 11 + O lorsque n -t m. 



Supposons maintenant que P ne soit pas récurrent au sens de H d s  mais sedement 

récurrent. Dénotons par N Pensemble des x E E qui empêchent P d'être récurrent au 

sens de Harris, c'est-à-dire l'ensemble des x E E pour lesquels iI existe un A E E avec 

r (A)  > O tel que Pz[Ta < oo] < 1. Par la définition de la récurrence, cet ensemble 

satisfait T ( N )  = O. Selon Nummelin (1984, théorème 3.7), l'ensemble H = Ne est 

absorbant, c'est-à-dire qu'il satisfait 

P (x ,H)=1  p o u r t o u t x ~ H .  

De plus, le noyau markovien Plm, défini sur ( H ,  E n H )  par 

Ppq(xYA)=P(x,A), Z E K ' A E E ~ H ,  

est récurrent au sens de Harris. Notons que le noyau P[q s'appelle la res 

à 1 'espace mesurable (H,  E n H ) .  Toujours selon Nummelin (1984, page 8) ,  le noyau 

P[q satisf,t, pour tous n 2 0, x E H et A E E n H ,  

Par le théorème 1.6, il s'ensuit que pour toute mesure de probabilité X définie sur 

( K  '5 n H ) ,  

IIv'k(-) -r(-)Il = 01 
71-00 

et  donc que 

iim IJXPn(x, - )  -a(-)Il  = O  
n-00 

pour toute mesure de probabilité X sur (E, E )  telle que X(H) = 1. Nous avons donc: 

Théorème 1.7. Soit P un noyau markovien d é m  sur un espace mesurable (E,  E ) .  

Supposons que P soit apériodique, récur~ent, e t  que s soit une mesure de probabilité 

stationnaire pour P. Posons H = (z E E : ?E?=[TA < oo] = 1 V A  E E'). Alors, pour 

toute mesure de probabil2té X définie sur (E, E)  telle que X(H) = 1, 

En particulier, ce résultat implique aussi que pour T-presque tout x E E (Le. pour 

tout x E H), 
lim sup IPn(x, A) - &4)I = 0. 

n-oo A€& 



Dans le cas où E est dénombrable et que E = P(E) , les théorèmes 1.6 et 1.7 

renforcent le thbrème classique de convergence de la section 1.1 de deux façons. Pre- 

mièrement, ils établissent la convergence de P ( z ,  {y)) vers n({y)) sous des conditions 

d'irréductibilité et de récurrence plus faibles: en effet, si P est un noyau +irréductible 

et apériodique sur (E, E) où @ est une mesure d'irréductibilité maximale pour P, nous 

avons dans le cas récurrent, 

et dans le cas récurrent au sens de Harris, 

pn(x, {y)) = ~ ( { y ) )  pour tous z, y E E. 
n-a 

(1 -22) 

Le théorème de la section 1.1 &geait que la mesure @ accorde un poids positif à tous 

les sous-ensembles non vides dans E,  dors qu'ici, la mesure qh peut accorder un poids 

nul à certains de ces sous-ensembles. Deiucièment, iIs établissent que la convergence 

dans (1.2 1) et (1.22) est d o r m e  sur E: 

pour tout x E E dans le cas récurrent au sens de Harris, et pour tout x E E tel que 

@((x}) > O dans le cas récurrent. 



Chapitre 2 

Algorithmes de simulation 

rnar kovienne 

Trois algorithmes de simulation markovienne seront présentés ici: lYéchantiZlon- 

nezlr de Gibbs, l'algorithme de Met~opolis-Hastings et l'algodhme hit-and-run. À partir 

d'une mesure de probabilité ?r définie sur Etd, ces trois méthodes permettent de simuler 

une chaîne de Markov (X,;n 2 O) dont le noyau rnarkovien P possède, comme loi 

stationnaire, la mesure de probabilité n. Pour chacune de ces méthodes, 17aJgorithme à 

suivre pour générer la chaîne de Markov en question sera d'abord décrit. Ensuite, nous 

énoncerons des conditions sous lesquelles le noyau P est apériodique, r-irréductible et 

récurrent au sens de H-S. Le théorème d70rey nous permettra dors de conclure que 

si la chaîne est simulée sufEsamment longtemps, sa dernière valeur sera approximative- 

ment distribuée selon la loi T. 

Tout au long de ce chapitre, r désignera une mesure de probabilité définie sur 

(IRd, Bd), d 2 2, où Bd représente la a-algèbre des boréliens de Rd. NOUS supposerons 

que n est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Rd, Bd) et que 

f est une densité pour T. Bien que certains des algorithmes que nous verrons peuvent 

parfois se généraliser aux cas où r est une mesure de probabilité absolument continue 

par rapport à une autre mesure, comme par exemple la mesure de dénombrement, nous 



nous concentrerons sur le cas où ?r est absolument continue par rapport à la mesure 

de Lebesgue- La mesure de probabilité rr sera parfois appelée la loi cible, puisque notre 

but sera de simuler une variable aléatoire dont la loi est R. 

Pour tout borélien A de Rd, l'ensemble des boréliens de Rd inclus dans A sera dénoté 

& et l'ensemble {B E BA : r (B)  > O) sera alors identifié à l'aide de Bf; .  Si v est une 

mesure de probabilité sur (IRd, Bd),  nous représenterons son support par Supp(v); en 

d'autres termes, 

Supp(v) = {x E IEd : u(B(x, E ) )  > O VE > O), 

où B(z, E )  = {y E Etd : Ily - X I [  < E }  est la boule ouverte de rayon E centrée à x. 

Finalement, lorsqu'aucune mesure ne sera spécifiée, les expressions pour presque tout 

et presque partout feront référence à la mesure de Lebesgue sur (IRd, Bd), laquelle sera 

notée p. 

2.1 L'échantillonneur de Gibbs 

2.1.1 Origines de l'algorithme 

L'échantillonneur de Gibbs a été initialement conçu par Geman et Geman (1984) 

dans un contexte de restauration bayesienne d'images dégradées. Dans cet article, 

I'ensemble Z = {(i, j )  E N~ : 1 5 i, j 5 m) représente les m2 pixels d'une image 

en noir et blanc. À chaque pixel (i, j) E Z est associée une valeur f('~j) E {l, ..., k) 

représentant sa couleur, c'est-à-dire son intensité de gris. Étant donnée une mesure de 

probabilité ?r sur (1, ... , klm2 (l'ensemble de toutes les images possibles), l'objectif de 

Geman et Geman (1984) est de parvenir à simuler une variable aléatoire (une ''image'' 

aléatoire) de loi T. Cependant, l'entier m étant habituellement très grand, la simulation 

directe d'une telle variable aléatoire est extrêmement difficile- 

La stratégie que Geman et Geman (1984) proposent pour remédier à cette difEcdté 

consiste à simuler une chaîne de Markov (F,; n 2 0) = ((FL" ' )  , . . . , F : ~ *  ; n 2 O) (où 



F:"', (i, j )  E 2, représente ~'in'tensité de gris du pixel (i, j )  au temps n) dont le noyau 

rnarkovien possède ?r comme loi stationnaire- Pour ce faire, leur algorithme ne requiert 

que la connaissance, pour chaque (i, j )  E 2, d'une version de la loi conditionnelle de 

~ ( ' r j )  é t a t  donné (F(~*') ;  (k , 1) E N(i, j ) )  , &SOIE TG, j ) i ~ ( ~ .  ,, . Ici, F = (F( 'T~)  ; (2,  j )  E Z) 

est une variable aléatoire hypothétique de loi .rr et pour tout (i, j) E 2, N(-, j )  est U I ~  

sous-ensemble de Z tel que (i, j) 4 N(-, j ) -  

À l'aide du théorème sur la convergence des chaînes de Markov à espace d'états 

fini, ils montrent que sous certaines hypothèses portant sur ?r et sur la famille de sous- 

ensembles N = (Nci, j); (i, j) E Z ) ,  la loi de la nEmU image (F:'"), ..., F P * ~ ) )  converge 

vers T lorsque n -, w, en ce sens que 

L ~ P [ ( F ~ ' ~ ' ) ,  - . . , ~ ~ ~ * ~ ) ) = f ] = ~ ( { f } ) ~  f ~ { l , . - - , k } ~ * .  
IL- 

Lorsque les hypothèses en question sont satisfaites, leur algorithme permet donc de 

simuler une variable aléatoire F de loi K .  

Les hypothèses faites par les auteurs ont notamment pour but d'assurer que les 

versions des lois conditionne1Ies mentionnées plus haut déterminent de façon unique la 

loi K ,  en ce sens que la fonction ~ ( i ,  j ) l ~ { <  j )  est une version de la loi conditionnelle de 

F ( ' V ~ )  étant donné (F(+'); (k, 1)  E N(iT j ) )  pour tout (i, j) E Z si et seulement si la loi 

de F est T. Ces hypothèses peuvent être résumées ainsi: la première suppose que la 

famille de sous-ensembles N est une stmcture de voisinage pour 2, c'est-à-dire qu'eue 

satisfait !es trois propriétés suivantes: 

a) N(-, j )  c Z pour tout (i, j )  E 2; 

b) (i, j )  $ j )  pour tout (i, j) E 2; 

C) (i, j )  E N'+l) si et seulement si (k, 1 )  E N(iT j ) ,  pour tous (i, j), (k, 1 )  E N(iT j ) -  

La deuxième hypothèse suppose que la mesure de probabilité IT est de la forme 

où Z et T sont des constantes positives et où U est de la forme 



Ici, C représente la famille des cliques associée à NT c'est-à-dire la famille des sous- 

ensembles C de Z qui sont tels que si (i, j) E C et (k, I )  € C, alors (i, j )  € N&,l) 

et (k, 1 )  E N(i, Pour tout C E C, Vc est une fonction non négative d é h i e  sur Z 
telle que Vc( f )  ne dépend que des valeurs de f aux sites appartenant à la clique C. 

La terminologie échantillonneur de Gibbs provient du fait qu'une telle loi a s'appelle 

une mesure de Gibbs, en l'honneur du mathématicien J. W. Gibbs (1839-1903). Geman 

et Geman (1984) montrent que r est une mesure de Gibbs par rapport au système de 

voisinage N si et seulement si r satisfait la propriété suivante: si F = ( ~ ( ' r j ) ;  (i, j )  E 2) 

est distrÏbnée selon r, alors pour tout (i, j) E Z, la loi conditionnelle de F ( ' S ~ )  étant 

donnée ( ~ ( ~ 7 ' ) ;  (k, 1) E N(i1 est égale à la loi conditiome~e de ~( '* j )  étant donnée 

(F("J); (k, 2 )  E Z - {(i, j))). 

L'algorithme fut adapté plus tard par Gelfand et Smith (1990) pour devenir un 

algorithme de simulation pouvant simuler une grande variété de lois de probabilité et 

pouvant ainsi s'appliquer à plusieurs problèmes conventionnels en statistique ou en 

mathématique. Ces auteurs supposent que r est une loi sur (IIPd, Bd) absolument con- 

tinue par rapport à la mesure de Lebesgue (ou une loi discrète sur yd, où Y est un 

sous-ensemble fini ou dénombrable de R). Leur algorithme permet donc de générer une 

chaîne de Markov à valeurs dans (Rd, Bd), avec loi stationnaire R. Quoique l'idée de 

base de l'algorithme remonte à Metropolis et cou. (1953) et à Hastings (1970): l'article 

de Gelfand et Smith est vraiment celui qui a suscité de l'intérêt pour le sujet dans 

le domaine de la statistique. Depuis, lTéchantillonneur de Gibbs a connu une énorme 

popularité, et les articles à son sujet se sont multipliés dans la Littérature. Par exemple, 

plusieurs auteurs ont foumi des conditions sous lesquelles la loi de X, converge en vari- 

ation totale vers la loi ?r; citons, entre autres, Chan (1993), Smith et Roberts (1993), 

Roberts et Polson (1994), Roberts et Smith (1994) et Tierney (1994). D'autres ont 

étudié la vitesse de cette convergence, comme par exemple Schervish et Carlin (l992), 

Athreya, Doss et Sethuraman (1996)' Roberts et Rosenthal (1998b) et Bélisle (1998a). 

Enfin, beaucoup d'autres ont suggéré de nouvelles applications à l'échantillonneur 

de Gibbs, plusieurs d'entre elles étant r e b  à l'estimation de paramètres dans des 

modèles statistiques bayesiens, comme Gelfand et Smith (1990), Tanner (1991), Casella 

et George (1992), Smith et Roberts (1993), Tiemey (1994) et Gilks, Richardson et 

Spiegelhalter (1996). 



Notons halement que L'algorithme de Gelfaod et Smith (1990) continue d'être 

appelé l'échantillonneur de Gibbs, malgré le fait qu'une loi cible T à laquelle il peut 

être appliqué n'est pas nécessairement une loi de Gibbs. Pour cette raison, certains 

reprochent au nom échantillonneur de Gibbs de ne pas être tout à fait approprié. 

2.1.2 Description de l'algorithme 

Considérons maintenant la densité f de la loi cible a qui nous a été donnée à la 

page 36. Pour tout i E (1, 2, ..., d )  et pour tout t = (t', ...- ti-', tif', ..., td) E Rd-', 

dénotons par fi( - It) la densité unidirnensiomel.le déhie par 

Ainsi, si X = (X', ..., Xd) est une variable aléatoire distribuée selon la loi ?r, alors 

pour tout i E C l ,  ..., d}, la fonction 

est une version de la densité conditionnelle de X étant donné que 

Par abus de langage, les fonctions fi(- 1 -), i E {l, ..., d},  seront souvent appelées des 

densités conditionnelles ou même des densités conditionnelles de n. Ceci évitera de 

toujours avoir à supposer qu'il y a une variable aléatoire X de loi T avant d'utiliser le 

terme densité conditionnelle. 

Pour simuler une chaîne de Markov avec loi stationnaire T,  l'échantillonneur de 

Gibbs procède de la façon suivante. Tout d'abord, l'état initial xo = (4, ..., x:) de 

la chaîne est choisi arbitrairement dans Rd. Ensuite, pour tout n 2 1, un point x, = 

(xk, ..., XE) de Rd est généré composante par composante, en utilisant les densités 

conditionnelles fi ( - 1 - ), i E (1, ..., d} ,  et le point précédent ~ - 1  = (a$-,, ..., a$!-,), 

selon l'algorithme suivant: 



d Étape 1: générer 4 21, partir de la densité fl( - l&, -.-, z - -~);  

d Étape2: générerx: àpartirdeladensité fi(-l&x~.n-i, - - - :x~-~) ;  

d Étape 3: générer x: à partir de la densité f3( - [& 4, x$-,, ---, xnei); 

Étape d: générer xn à partir de la densité fd( - 14, g, ..., Zn-'). 

Chaque étape de l'algorithme effectue en quelque sorte une mise à jour du vecteur 

obtenu à L'étape précédente- Par exemple, si l'état initial choisi est xo = (4' .-., $) 

la première étape de l'algorithme remplace la première composante de xo par un point 

distribué selon la densité fi( - IG, ..., zt) pour ainsi produire le vecteur (*, 4, -.., xg) . 
La deuxième composante de ce dernier est ensuite remplacée dans la deuxième étape 

par un point distribué selon la densité f2( - 14, x:, .-., xf) pour produire alors le vecteur 

(xi, x:, x& ..., IO), et ainsi de suite. La hme étape de l'algorithme complète la transition 

de xo à XI. L'algorithme est ensuite répété pour produire x2, ~ 3 ,  -- -- Quel que soit n 2 1, 

la transition de xn-l à x, sera appelée une itération de l'algorithme, alors que chaque 

transition intermédiaire (par exemple, la transition de (4, ..., x:) à (4, xi, .--? x;)) 

sera appelée une mise à jour. 

La suite de points (x,;n 2 O) produite par l'algorithme est manifestement la 

réalisation d'une chaîne de Markov (homogène dans le temps) (X,;n 3 O) à valeurs 

dans (IRd, Bd). Dans les sections suivantes, nous verrons que: 

1) la mesure de probabilité n est une loi stationnaire pour le noyau markovien de 

(Xn;n 1 O); 

2) sous certaines conditions de régularité, la K-irréductibilité du noyau markovien 

de (X,;n 2 0) est sufüsante pour conclure que pour tout point de départ xo, 

la loi de X, converge en variation totale vers Ia mesure T,  lorsque n -+ oo, et 

donc que l'échantillonneur de Gibbs permet dans ce cas de simuler une variable 

aléatoire de loi K. 

Remarque 2.1. Le point de départ xo peut évidemment être choisi aléatoirement à 

l'aide d'une loi X définie sur (Rd, Bd). 



Remarque 2.2. Pour tout éIément z = ((zl, ..., zd) de Rd, nous désignerons parfois 

par x ( - ~ ) ,  i E {l, ..., d), le vecteur de égal à x sans sa Pme composante; en 

d'autres termes, pour tout z E Rd et pour tout i E (1, -.., d} ,  

Cette notation inhabituelle pemettra d'alléger le texte. 

2.1.3 Le choix de la densité f 

À la section 2-12, nous avons supposé implicitement que pour tout x E IRd et pour 

tout i E Cl, ..., d), la condition 

était satisfaite. En effet, cette condition est nécessaire pour que L'équation (2.1) ait 

un sens, c'est-à-dire pour que les fonctions fi ( - i E (1, ..., d}, que l'algorithme 

utilise soient des densités bien définies sur W pour tout x E Rd. En générd, cette con- 

dition n'est évidemment pas satisfaite. Cependant, cette situation n'a rien d'alarmant. 

En effet, en vertu du théorème suivant, pour ?r-presque tout point de départ xo E IRd, 

l'algorithme génère, avec probabilité 1, une suite de points pour chacun desquels la 

condition (2 -2) est satisfaite pour tout i E {l, ..., d}. 

Théorème 2.1. Sozt ?r une mesure de probabilité sur ( I t d ,  Bd),  absolument continue 

par rappor t  à la mesure de Lebesgue. Sozt f une densité pour T. Posons, pour tout 

i € {l, - . -y  d } ,  

et 

Alors 



Démonstration. Pour montrer que s ( A f )  = 1, il suffit de montrer que s(A>) = 1 

pour tout i E {l, .-., d}. Fixons donc i E (1, -.., d}.  Dénotons par di) la projection 

de la mesure de probabilité n sur l'ensemble {(S, .-., zd) E IRd : xi = O), c'est-à-dire 

la mesure de probabilité définie sur (IRd-', Bd-') par 

où Al, ..., Ai-i, LI, ..., Ad E B. Notons que si ~r est la loi d'un vecteur aléatoire 

( X I ,  ..., xd) à valeurs dans I t d ,  alors di) est simplement la loi marginale du vecteur 

(XI, -..y Xi-L, Xifl, a-., Xd)-  Posons 

et remarquons que à pour un certain x E Rd, 

alors 

pour tout y E IRd tel que = xi. Par conséquent, pour montrer que ?F(A>) = 1, il suffit  

de montrer que a(-') (Aa) = di)(&,) = 0- 

Par le théorème de Fubini (voir par exemple Bartle, 1995, page 119)' la fonction 

est mesurable en t = ( t l ,  ..., ti-', t*', ..., td) et donc A. et & E Bd-'. Puisque pour 

tout t E Ao, 

ti-', u, ti+', ---, td) du = O? 

nous avons 



Maintenant, pour l'ensemble &, nous avons aussi 

Puisque 1, f (tl, ..., PL, u, tg+', ..., td) du = m pour tout t E & et que l'ensemble 

h, doit satisfaire ?r(-')(&) 5 1, il faut nécessairement que = 0, où pd-L 

représente la mesure de Lebesgue sur (Ikd-l, Bd-l)- Puisque de) est absolument con- 

tinue par rapport à il s'ensuit que &')(A=) = 0. i 

Pour chaque i E (1, ...- d) ,  l'ensemble A> est l'ensemble des x E lEd pour lesquels Ia 

fonction fi( - est une densité sur R. Considérons aussi, pour tout i E {l, -.., d), 

l'ensemble 

B: = {x E A> : f(zl, , xi-L, U, zK1, - ,  zd)du = O}, 

où 

r; = {U E R : (S, ..., u, 2+l, ..., xd) 4 SU~P(X)). 

L'ensemble Bj est l'ensemble des x E A'f pour lesquels Le point 

où V est une variable aléatoire à valeurs dans (HP, B )  avec densité fi( - 1 x ( ~ ) ) ,  est inclus, 

avec probabilité 1, dans le support de K. Puisque n(A>) = 1 et que f (x) = O pour 

presque tout x à l'extérieur de Supp(~) ,  nous avons ?r(Fj) = 1 pour tout i E (1, ..., d) 

et donc a(Bf) = 1, où BI = r&Bif. 

Posons maintenant Cf = Af n Bf n Supp(?r). En vertu du théorème précédent et 

du fait que n(Bf) = 1, nous avons ?r(Cf) = 1- Nous pouvons ainsi conclure que si 

le point de départ xo de l'tkhantillonneur de Gibbs est choisi dans Cf, alors chaque 

mise à jour de l'algorithme nous amène, avec probabilité 1, à un autre point de Cf. En 

d'autres termes, avec probabilité 1, nous évitons tout problème avec les points x E Rd 

pour lesquels l'une ou l'autre des fonctions fi( - i E { 1, ..., d), ne sont pas des 

densités bien définies, et ceci, sans que la chaîne ne sorte du support de R. 

En pratique, le fait de choisir le point de départ dans l'ensemble Cf ne règle toutefois 

pas tous les problèmes. En voici un exemple: 



Exemple 2.1. Consid6rons A, le carré unité fermé de Et2, c'est-&-dire A = {z E R2 : 

O 5 2', 9 5 l), et T, la loi uniforme su .  A. Comme densité pour n, choisissons la 

densité f définie par 

( O sinon. 

Ainsi, la densité f est positive partout sur l'ensemble A, sauf aux points dont l'une 

ou l'autre des coordonnées est rationnek- Pour éviter tout problème avec les points 

(d, 9) E A où l'une où l'autre des fonctions fI( - 19) et f2 ( - Id) ne sont pas des 

densités bien définies sur R, il sufEt donc de choisir un point de départ xo à coordonnées 

irrationnelles à l'intérieur du carré A. Ainsi, avec probabilité égale à 1, la trajectoire de 

la chaîne de Markov simulée par 17échantïIlonneur de Gibbs ne sortira pas de A, et elle 

ne passera jamais par un point (d, 2) E R2 où I'une ou l'autre des fonctions fi ( - 19) 
et f2(+ Izl) n'est pas une densité bien définie sur R. En théorie, une densité inusuelle 

comme celle du présent exemple ne causera aucun problème. En pratique, par contre, 

la situation est très diEérente. En effet, si nous utilisons un ordinateur pour simuler la 

chaîne de Markov, il est alors impossible de choisir un point de départ à coordonnées 

irrationnelles, puisqu7un ordinateur ne connaît que les nombres réels avec un nombre 

fini de décimales! Dans cet exemple, il est donc préférable de choisir une version plus 

appropriée de la densité de r, comme par exemple celle qui est positive partout sur 

l'ensemble A- C7 

Pour éviter des complications inutiles, nous supposerons dorénavant que la mesure 

de probabilité T satisfait la condition suivante: 

Condition G: Il existe une version f de la densité de T qui satisfait: 

1) l'ensemble X = {x E Rd : f (x) > O }  est ouvert; 

2) pour tout i E (1, ..., d )  et pour tout x E A!, 



La plupart des mesures de probabilité sur (Rd, Bd) absolument continues par rapport 

à la mesure de Lebesgue que l'on retrouve en pratique satisfont la condition G. Celle-ci 

n'est donc pas trop restrictive, 

À partir de maintenant, nous supposerons toujours que la loi cible a satisfait la 

condition G (et nous omettrons parfois de le mentionner); ceci sous-entend aussi que 

l'algorithme sera toujours défhi à l'aide d'une version de la densité de ?r satisfaisant les 

points 1 et 2 de la condition G, et que le point de départ z o  sera toujours choisi dans 

X. La chaîne de Markov (X,;n 2 O) sera vue comme une chaîne de Markov à valeurs 

dans L'espace mesurable (K,  &). 

Remarque 2.3. Même avec la condition G satisfaite, il peut y avoir d'autres types de 

problèmes causés par le fait que les ordinateurs ne peuvent générer que des nombres 

rationnels (que ce soit dans le contexte de l'échantillonneur de Gibbs ou de tout autre 

algorithme de simulation markovienne) ; pour une discussion à ce sujet, voir Roberts 

et Rosenthal (1998a), et Roberts, Rosenthal et Schwartz (1998). 

Remarque 2.4. Si la condition G n'est pas satisfaite par la loi cible n et que le point de 

départ xo n'est pas choisi dans l'ensemble CI, une solution possible pour contourner le 

fait qu'une ou plusieurs des fonctions fi( - lzki'), i E (1, ..., d ) ,  ne sont pas des densités 

sur IRd est de redéhïr ces fonctions par des densités arbitraires sur HP, en s'assurant 

qu'elles font en sorte qu'après une itération de l'algorithme, la chaîne revienne dans 

l'ensemble Cf avec probabilité 1. Toutefois, nous ne considérerons pas cette alternative 

ici, 

2.1.4 Noyau markovien de lYéchantillonneur de Gibbs 

Considérons la suite des points obtenus après chaque mise à jour, c'est-àdïre la 

suite des vecteurs 

Cette suite définit aussi une chaine de Markov sur (X, &). Cependant, contrairement 



à (X,; n 2 O), cette chaine n'est pas homogène dans le temps puisque la loi d'un vecteur 

particulier dépend aussi de L'indice de la composante qui y est mise à jour. 

Supposons qu'après un certain nombre de mises à jour, cette chaîne soit à l'état x = 

(xl, ..., xd), et que ce soit maintenant au tour de la 2'"' composante d'être remplacée. 

Nous sommes donc au point 

pour un certain n 2 1- Il faut maintenant choisir un point u f R selon la densité 

fi ( 1 x(-')) et passer au point 

Pour tout borélien A de Bx, nous avons ainsi 

Notons que pour tout A E Bx, la fonction lA(x) est mesurable en chacune des com- 

posantes de x. Pour tout x E X, elle est aussi une mesure de probabilité sur (X: Bx): la 
mesure de Dirac en x. Puisque pour tout i E (1, ..., d), les fonctions fi ( . Id-')), x E X, 

et fi(vl -), v E W, sont mesurables, et que fi(- lx(-')) est une densité sur W pour tout 

x E X, la fonction dans le membre de droite de (2.5) est un noyau markovien bien 

défini sur (X, Bx). 

Pour tout i E (1, ..., d), posons maintenant 

Alors, l'algorithme de l'échantillonneur de Gibbs peut aussi être exprimé de la façon 

suivante: à l'aide d'un point de départ y0 choisi arbitrairement dans X, générer un 

point y1 à l'aide de la mesure de probabilité Pcrr,lz(yo, - ) ?  générer ensuite un point 

y2 à l'aide de P<r,s,(yl, - ), et ainsi de suite, jusqu'à yd. Ensuite, réutfier le cycle 

(P&, 1,, .-., &, d>)  pour générer, à partir du point yd, les points ydil y ..-, y2dy etc. 



Revenons maintenant ê la chaîne originale (X,; n 2 0). Son noyau markovien Pz 
est facile à identifie~r il est simpIernent le produit des noyaux P < ,  i>, -.-: PCrrd>- En 

d'autres termes, pour tout x E X et pour tout A E &, 

À L'aide des équations (2.6) et (2.7), nous pouvons aussi écrire le noyau markovien P, 

sous la forme suivante: 

Notons que pour tout x E X, la fonction p,(x, - ) est une densité sur X. Ceci implique 

que les mesures de probabilité (P,(z, - ); x E X) sont toutes absolument continues par 

rapport à la mesure de Lebesgue. En fait, il est facile de montrer que ce résultat im- 

plique que les mesures de probabilité (P,"(x, - ) ; x E X, n > 1) sont toutes absolument 

continues par rapport à la mesure de Lebesgue- 

La stationnarité de .ir pour P, est la première condition que doit satisfaire le noyau 

P, pour que la loi de X, puisse converger en variation totale vers r. En effet, nous 

avons vu à la section 1-4.2 que si la loi de X, converge en variation totale, ce ne peut 

être que vers une mesure de probabilité stationnaire pour P,. Le prochain théorème 

nous montre que la mesure de probabilité .rr est stationnaire pour chacun des noyaux 

P.,, i,, ..., P,, Nous pourrons ensuite conclure que T est aussi stationnaire pour 

pi, - 

Théorème 2.2. Pour tout i E (1, ..., d } ,  la mesure de probabilité rr est stationnaire 

pour le noyau markovien P<T,i>. 

Démonstration. Fixons i E (1, ..., d }  et supposons que f soit une densité pour la 

mesure de probabilité d-'1 (que nous avons déhie dans la démonstration du théorème 

2.1). Pour tout A E &, nous avons alors 



lA(zl, ..-, &', u, xc+', --., x ~ ) ~ & I x ( ~ ~ )  f (x) dxz 1 
(par le théorème de Ebbini) 
r r i r  

L la(x) f (x) dx (une fois de plus, par le théorème de Fubini) 

La mesure de probabilité ?r est bien stationnaire pour le noyau markovien P<x,i>- i 

En général, si Pl et P2 sont deux noyaux markoviens déhis sur un espace mesurable 

(E,  E) ,  et que ?r est une mesure de probabilité stationnaire pour chacun des noyaux 

PL et P2, dors T est aussi stationnaire pour le noyau produit P g 2 .  En effet, si A E E, 

alors 

Dans le contexte de l'échantillonneur de Gibbs, ce résultat nous permet de conclure 

que la mesure de probabilité n est stationnaire pour le noyau markovien Pr. 



2.1.5 Convergence 

Le simple fait que la mesure de probabilité T soit stationnaire pour le noyau Pr 
n'implique pas que la suite de mesures ( c ( x ,  - ) ; n 2 1) convergera en variation totale 

vers ?r pour tout x E X, ou même pour un seul x E X. Par exemple, la loi 7r est 

stationnaire pour chacun des noyaux P < ,  i>, .-., P<x,d,- Pourtant, quels que soient 

n 2 1 et x E X, la mesure P&i,(x, -), i E 11, ..., d) ,  accorde à L'ensemble {y E 

x : y j  = d, j # i) une probabilité égale à 1. EUe est donc singulière par rapport 

à la mesure de Lebesgue, et pour tout x E X, la suite de mesures de probabilité 

(Pzr,i,(x, -); n 2 1) ne convergera certainement pas en variation totale vers 7r. 

Dans cette section, nous présentons des conditions nécessaires et suffisantes qui 

assurent à la fois la T-irréductibilité, l'apériodicité et la récurrence au sens de Harris 

du noyau Pr. À l'aide du théorème dYOrey, nous pourrons ensuite conclure que sous 

ces conditions, l'échantillonneur de Gibbs génère une chaîne de  Markov (X,; n 3 O) 

dont la loi de X, converge en variation totale vers ?r, peu importe l'état initial xo E X 

choisi. Rappelons qu'il n'y a aucune perte de généralité à choisir ?r comme mesure 

d'irréductibilité potentielle pour Pr, puisque si P, est cpirréductible pour une cer- 

taine mesure cp, alors P, est automatiquement ?r-irréductible (voir théorème 1.4). Ceci 

n'élimine pas d u  tout la possibilité d'utiliser, en pratique, une autre mesure a-finie 

pour vérifier l'irréductibilité de PT: n'importe quelle mesure absolument continue par 

rapport à la mesure de Lebesgue sur (X, Bx) peut faire l'affaire- Tout au long de cette 

section, nous supposerons que la mesure de  probabilité T satisfait la condition G. Nous 

débutons par deux résultats simples qui nous seront très utiles par la suite. 

Proposition 2.1. Soit R un mctangle ouvert inclus dans X, c'est-à-dire un sous- 

ensemble de X de la f o m e  R = II x - - - x 6, où li, ..., Id sont tous des intervalles 

ouverts de R. Alors, quel que soit x E R, la demzté p,(x, -), dont la définition est 

donnée par l'équation (2.9), satisfait ppn(x7 y )  > O pour tovt y E R. 

Démonstration. Fixons x E R. Pour tout i E (1, ..., d), 1s densité fi:( Id-')) satisfait 

alors 

f i ( ? J l ~ ( ~ ~ ) ) > O ,  V E l i ,  



puisque nous avons s u p p d  que la condition G était respectée- Ceci implique, en vertu 

de l'équation (2.9), que p=(x, y) > O quel que soit y E R. i 

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses de la pmposttion 2.1, nous avons P,(x, A) > O 

pour tout x E R et pour tout A E - 

Une conséquence importante du corollaire 2.1 est que le noyau PT est ?r-irréductible 

lorsque l'ensemble X est un rectangle ouvert de IRd. NOUS po~rsuivons maintenant avec 

une déhition tirée de Rudin (1987, page 196). 

Définition 2.1. Soit A un sous-ensemble de Ikd, et posons 

& = {B C A : il existe un sous-ensemble ouvert C de Rd tel que C n A = B). 

Le sous-ensemble A est dit connexe s'il n'existe pas deux sous-ensembles disjoints de 

A, disons Ai et Az, tous deux dans J'À? tels que Al U AÏ = A. 

La famille de sous-ensembles gA est simplement la topologie induite sur A par la topolo- 

gie euclidienne de Etd. Intuitivement, un sous-ensemble connexe est un sous-ensemble 

"en un seul morceau". Par exemple, un rectangle et une boule de lRd (ouverts ou non) 

sont des sous-ensembles connexes de Rd. D 'm autre côté, l'union de deux rectangles 

disjoints de Etd n'est pas connexe. Selon Rudin (1987, page 197), un sous-ensemble 

ouvert A de lRd peut toujours être exprimé comme une union finie ou dénombrable 

d'ensembles ouverts de IRd, connexes et  disjoints, que nous appelons les composantes 

connexes de A. En particulier, c'est le cas de l'ensemble X. 

Proposition 2.2. Soit G,  une union f i e  de rectangles ouverts Ri, ..., &, tous inclus 

dans X. Supposons que G sozt connexe. Alors, pour tovt x E G, il existe une version de 

la densité de la mesu= de probabzlàté e ( z ,  - ) , disons pp (x, - ) , telle que pr (x ,  y) > O 

quel que sozt y E G . 

Démonstration. Nous ne considérerons que le cas rn = 2, le résultat se démontrant 

facilement pour m > 2 à l'aide d'un raisonnement par récurrence. Posons, pour tous 

x, Y E G, 



La fonction &(x, - ) ainsi définie est bel et bien une version de la densité de la mesure 

de probabilité Pz(x, -), et ceci, pour tout x E G. Puisque G = RI U R2 est connexe, 

l'ensemble Rl n R2 est non vide. De plus, RI et R2 étant ouverts, la mesure de Lebesgue 

de l'ensemble Rlîi R2 est positive. En vertu de la proposition 2.1, si x et t appartiennent 

au même rectangle, alors pT(x, z) > 0. II en est de même pour p&, y) si z et y 

appartiennent au même rectangle. Nous avons donc, pour tous x, y E G, 

puisque p(Ri n R2) > 0- 

Corollaire 2.2. Sous les hypothèses de la propositzon 2.2, le noyau markovien P, 

satisfait c ( x ,  A) > O pour tous z E G et A E q. 

Les deux réniltats précédents peuvent en fait être généralisés au cas où G est 

un ensemble connexe queIconque, comme Le montrent le prochain théorème et son 

corollaire. 

Théorème 2.3. Soit U une composante connexe de X. Alors pour tous x, z E U, il 

existe un rectangle ouvert R c II contenant z, un entier positif m et une version de 

la densité de la mesure de probabilité e ( x ,  -), disons pp(x,  - ), tels que pF(x, y) > O 

pour tout y E R. 

Démonstration. Fixons x et z dans U. Puisque U est connexe, il existe une fonction 

continue g : [O, 11 + U telle que g(0) = x et g(1) = z (voir par exemple Royden, 1988, 

page 183). Pour tout t E [O, 11, nous pouvons, puisque U est ouvert, choisir un rectangle 

ouvert Rt tel que g(t) E Rt c U. La famille de rectangles ouverts ïZ = (R,; t E [O, 11) 

ainsi choisie est alors un recouvrement de (g(t); t E [O, l]), c'est-à-dire qu'elle satisfait 

{g ( t ) ;  t E [O, 11) c UossiRt. Mais puisque g est continue et que l'intervde [O, l] 

est un sous-ensemble compact de W, l'ensemble {g(t);t E [O, 11) est aussi compact 

(voir Rudin, 1987, page 38). Puisque 7Z est un recouvrement pour {g(t) ; t E [O, l]), la 

compacité de {g( t ) ;  t E [O, 11) implique, par définition, qu'il est possible d'extraire de 

7Z un sous-recouvrement fini pour {g(t); t CE [O, l]), c'est-à-dire qu'il existe un entier 

positif m et des réels O < tl 5 - - - 5 t, 5 1 tels que {g(t);  t E [O, 11) C UE,RG (voir 



Ru&, 1987, page 35). Puisque x, r E G = w=,Rti et que G est une union finie de m 

rectangles ouverts, la proposition 2.2 implique qu'il existe une version de la densité de 

la mesure de probabilité e ( x ,  - ), disons pp(xr -1, telle que z ( x ,  y) > O pour tout 

Y E R b -  

Corollaire 2.3. Soit U, une composante conneze de X. Soit x € U et A E %. Alors 

il existe un entzer positZfm tel que e ( x ,  A) > 0. 

Démonstration. Choisissons un point z contenu dans le support de la restriction de 

r à l'ensemble A. Nous avons dors, par la définition même de support, a(A n V) > O 

pour tout ensemble ouvert V contenant z, et en particulier, pour tout rectangle ouvert 

V satisfaisant r E V c U. En vertu du théorème 2.3, il existe un rectangle ouvert R 

satisfaisant z E R c U, un entier positif rn et une version de la densité de la mesure 

de probabilité e(x, -), disons pP(x: -), tels que pT(x, y) > O pour tout y E R. Ceci 

La connexité de l'ensemble X est par conséquent une condition s f i a n t e  pour 

que le noyau P, soit T-irréductible. Pour que P, soit T-irréductible lorsque X n'est pas 

connexe, il est essentiel qu'il soit possible pour (X,; n 2 O) de passer d'une composante 

connexe de X à une autre a h  de pouvoir visiter, avec probabilité positive, n'importe 

quel sous-ensemble de X de mesure K positive. Ceci nous amène à la définition suivante. 

Définition 2.2. Soit U et V, deux composantes connexes de X. Nous dirons que V 

est accessible à partir de U, et nous é c ~ o n s  dors U -+ V, s'il existe un entier m 2 1 

et une suite de composantes connexes de X, disons U = Wo, W1, -.., Wm-l, W, = V, 

tels que pour tout j E {l, ..., m), il existe un x E Wj-i et un i E {l, ..., d) tels que 

Lorsque U + V sera satisfaite par toute paire de composantes connexes (?Y, V) de X, 

nous dirons que les composantes connexes de X communiquent. 



Supposons que Wl et W2 soient deux composantes connexes de X satisfaisant (2.10) 

pour un certain i E {l, ..., d )  et un certain x E Wl. Géométriquement, ceci revient 

à dire qu'il &te une droite padè1e à l'axe des xir passant par x, et traversant la 

composante connexe W2. Puisque cette dernière est un sous-ensemble ouvert de Ikd et 

que la densité f est positive partout sur W2, il stensuit que P < , i > ( ~ ,  Wz) > 0. 

Le point x ne peut cependant pas être le seul point de Wl à partir duquel il est possi- 

ble de passer directement à la composante connexe W2. En effet, puisque Wl est aussi un 

sous-ensemble ouvert, il existe nécessairement nn rectangle ouvert R C Wl contenant 

x tel que pour tout z E R, P<r,fi(z, W2) > O. Considérant que P<r,i> (r, R) > O pour 

tous r E R et i E (1, ..., d )  (voir la démonstration de la proposition 2 4 ,  ii est facile 

de conclure que nous avons aussi P,(z, W2) > O pour tout z E R; en partant de z E R, 

la chaîne (X,; n 2 0) peut se retrouver après une itération, avec probabilité positive, 

dans W2. 

La communication des composantes connexes de X est une condition nécessaire et 

suffisante pour que le noyau P, soit T-irréductible. Pour arriver à le montrer, nous 

aurons besoin du résultat suivant, 

Lemme 2.1. Soit v une mesure de probabilité sur ( X ,  Bx). Soit A et B, deux sous- 

ensembles mesurables de X. Supposons que v(A) > O et que pour tout x E A, il existe 

un entier m 2 1 tel que c ( z ,  B) > O. Alors il existe un entier n 2 1 tel que 

Démonstration. Posons, pour tout n 2 1, A, = {x E A : c ( x ,  B) > O). Comme 

( - , B) est une fonction mesurable et comme A E Bx, les ensembles Ai, Az, ... sont 

tous mesurables. Maintenant, puisque u ~ , A ,  = A et que v(A) > O, il existe au moins 

un entier k 2 1 tel que v(Ai) > O. Nous avons alors 

et donc k est un choix possible pour l'entier désiré. i 

Théorème 2.4. Le noyau P, est T-irréductzbie si et seulement si les composantes 

connexes de X communiquent. 



Démonstration. Par la définition de la T-irréductibilité, la communication des com- 

posantes connexes de X est clairement une condition nécessaire pour que PT soit T- 

irréductible. Sinon, il serait impossible pour la chaîne de Markov (X,; n 2 O) de passer 

d'une composante connexe à une autre. Maintenant, supposons que X possède seule 

ment deux composantes connexes, disons U et V, telles que (r et V comrnunîquent. 

Fixons x E CT et A E f3$ Nous allons montrer qu'il existe un entier n 2 1 pour lequel 

PF(x, A) > O. Si *(An II) > O, le résultat est immédiat grâce au théorème 2.3. Si 

*(A  n II) = Oz posons B = A n V. Soit R C U un rectangle ouvert tel que P,(y, V) > O 

pour tout y E R. Puisque U + V, un tel rectangle &ste (voir les deux paragraphes 

suivant la définition 2.2). Puisque U est connexe, Le théorème 2.3 assure qu'il existe un 

entier positif nl tel que (2, R) > O. Par le lemme 2.1, nous avons dors 

Puisque V est aussi connexe, pour tout y € V, il existe un entier m 2 1 tel que 

PF(y, B) > O. Grâce encore une fois au lemme 2.1, nous pouvons en déduire qu'il 

existe un entier 722 1 1 tel que ~ l ç l ( x ,  dy)c2(y, B) > O. Nous obtenons ainsi 

En posant n = nl+ 722 + 1, nous avons alors c ( x ,  B) > O, et donc c ( x ,  A) > 0. 

Puisque la commUI1ication entre deux composantes connexes est une relation s p é -  

trique, la démonstration est aussi valable lorsque x E V. Le résultat se généralise 

facilement au cas où X possède plus de deux composantes connexes. i 

La communication des composantes connexes de X est également une condition 

nécessaire et sufEisante pour assurer que .rr soit l'unique loi stationnaire pour le noyau 

msrkovien PT. En effet, puisqu'elle implique la ?r-irréductibilité de Pr, elle implique 

aussi que n est l'unique loi stationnaire (voir les théorèmes 1.4 et 1.5). Pour prouver 

sa nécessité, supposons que U et V soient deux composantes connexes de X telles que 

V n'est pas accessible partir de U (ce qui implique aussi que U n'est pas accessible à 



partir de V). L'ensemble X peut alors s'écrire comme l'union de deux sous-ensembles 

ouverts et disjoints, disons XI et X2, tek que P,(xt Xi) = 1 pour tout z E XI, et 

PT(x, XZ) = 1 pour tout x E X& Pour tout sous-ensemble mesurable A de X, nous 

avons alors 

T ( A  n XI) = /x ~ ( d z )  P=(z, A n XI) (puisque s est stationnaire) 

= /, ~ ( d x )  P,(x, A n XI) (puisque P,(x, A n Xi) = O si x E X2), 

et donc la mesure de probabilité rxL définie s u r  (X, &) par 

est aussi stationnaire pour le noyau markovien Pr. Il en est de même pour la mesure 

7rx2, définie de façon similaire, et pour toute autre mesure de probabilité de la forme 

S'il existe une autre loi stationnaire pour le noyau P,, disons v, cela signifie aussi 

que pour tout i E {l, . .. , d), la fonction fi( - 1 - ) est également une version de la den- 

sité conditionnelle de Xi étant donné x(-~),  lorsque X est une variable aléatoire de 

loi v. Un des attraits importants de l'échantïlionneuz de Gibbs est qu'il ne requiert 

que la connaissance des densités conditionneUes fi( - 1 - ), ..., fd( - 1 - ), pour en arriver à 

simuler une variable aléatoire dont la loi est T. De plus, il ramène la simulation d'une 

variable aléatoire multidimensionnelle à la simulation de plusieurs variables aléatoires 

unidimensionnelles, une tâche souvent plus facile. Toutefois, l'un des prix à payer est 

qu'il n'est pas certain que connaître les densités conditionnelles fi( - 1 - ) y  i E (1, ..., d}, 

est équivalent à connaître ?r. Dans ce cas, il est possible de montrer que la loi de X, 

convergera tout de même en variation totale lorsque n + w; néanmoins, la loi limite 

dépendra alors du point de départ choisi et ne sera assurément pas la loi r. 

Puisque la mesure de probabilité r est stationnaire pour le noyau Pr, la communi- 

cation des composantes connexes de X est aussi une condition nécessaire et suffisante 

pour assurer la récurrence de PT (par le théorème 1.5). Nous sommes maintenant en 



mesure d'affirmer que si cette condition est satisfaite et que le noyau P, est de plus 

apériodique, nous aurons alors 1 l c ( x ,  - ) - r( - ) II -+ O pour tout x E X, sauf possible- 

ment pour quelques x E X formant un ensemble N de mesure n nulle (voir le théorème 

1.7). Il s'avère que dans le cas où la condition G est satisfaite, cet ensemble est vide; 

en d'autres termes, le noyau P, est récurrent au sens de Harris. Pour le montrer, nous 

aurons besoin du théorème suivant, dont la démonstration est présentée dans Bélisle 

(l998a). 

Théorème 2.5. Soit (E, E )  un espace mesurable. Soit P un noyau markovien e t  ?r une 

mesure de probabilité, tons deux dé* sur (E,  E). Supposons que P soit récurrent et 

que T so2t stationnaire pour P .  Pour tout n >,O et pour tout x E E, considérons 

En,(x, - ), la partie singulière de la déoomposition de Lebesgue de la mesure de proba- 

biZ2té P ( x ,  - ) par rapport à ?r. Si pour tout x E E, 

alors P est récurrent au sens de Kamis. 

Le fait que le noyau markovien P, soit récurrent au sens de Harris lorsqu'il est 

?r-irréductible est une conséquence immédiate du théorème 2.5. En effet, puisque x et 

la mesure de Lebesgue p sur (X, Bx) sont équivalentes, et que la mesure de probabilité 

P,(x, - )  est absolument continue par rapport à p pour tout x E X, elle est aussi 

absolument continue par rapport à x pour tout x E X- Il en est alors de même pour 

les mesures de probabilité ( c ( x ,  - ); I E X, n 2 2). NOUS avons donc: 

Théorème 2.6. Supposons que le noyau markovien P, soit T-irréductible. Alors P, 

est r é a m n t  au sens de Harris. 

Avant d'utiliser le théorème d'Orey pour conclure que lorsque le noyau P, est T- 

irréductible, la suite des mesures de probabilité ( c ( x ,  - ); n L l) converge en variation 

totale vers ?r quel que soit x E X, il reste à établir l'apériodicité du noyau Pr. Pour 
le faire, nous n'avons pas besoin de condition autre que la T-irréductibilité (rappelons 

que par définition, un noyau markovien apériodique doit être cpirréductible pour une 

certaine mesure <p) . 



Théorème 2.7. Si le noyau Px est r-nï-éductible, alors il est apériodique. 

Démonstration. Fixons x E ;Y, n 2 1 et y E Supp(c(x, - )). Choisissons un E > O 

sufnsamment petit pour que la boule ouverte B(y, E)  soit entièrement incluse dans 

X- Un tel E existe puisque X est ouvert. Puisque pour tout e E &y, E)  , il existe un 

rectangle R tel que z E R et R c B(y, E)  , la proposition 2.1 implique que P,(z, R) > O 

et donc que P,(r, B(y, E ) )  > O pour tout a E B(y, E). Il s'ensuit que 

Ce résultat étant toujours valide si l'on remplace E par n'importe quel réel 6 < E, 

il s'ensuit maintenant que y E Supp(~+ ' (x ,  -)). Ceci étant vrai pour tout y E 

S u p p ( e  (x, - ) ) , nous pouvons finalement conclure que pour tout x E X ,  

Le noyau markovien Px ne peut donc pas posséder un cycle de longueur p > 1. Par 
conséquent, le noyau PT est apériodique. rn 

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour énoncer sous quelles condi- 

tions l'échantillonneur de Gibbs produit une chaîne de Markov telle que la loi de X, 

converge en variation totale vers la mesure de probabilité ?r, quel que soit le point de 

départ xo E EX. 

Théorème 2.8. Soit r une mesure de probabillté sur (IRd, Ba) , absolument continue 

par rapport à la mesure de Lebesgue, satisfaisant la conditzon G. Dénotons par P, le 

noyau markovien de l'échantillonneur de Gibbs comspondant à la mesure de probabzlité 

r. Supposons finalement que les composantes connezes de l'ensemble X (de la condition 

G) communiquent. Alors, pour tout x E X, 

lim sup IPF(z, A) -*(A)[ = O. 
AEBx 
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2.1.6 L9échantillonneur de Gibbs avec mises à jour aléatoires 

L'algorithme décrit à la section 2.1.2 est parfois appelé 13échantillonneur de Gibbs 

avec mises à jour séquentieZZes, puisque les composantes du vecteur initial xo sont mises 

à jour dans l'ordre, selon leurs indices, 

Une autre version de I'échantillonneur de Gibbs consiste à choisir aléatoirement 

selon la loi uniforme sur {l, ..., d), avant chaque mise à jour, 13indice de la com- 

posante du vecteur le plus récent qui sera modifiée- Par exemple, supposons que le 

point de départ choisi soit xo. Nous choisissons alors un point Il selon la loi uniforme 

sur (1, ..., d), et nous générons ensuite un point v E R selon la densité fr, (~1xk-'l)) 

pour ensuite poser Xl = XI = 11 -1 ( x ,  . ,  , w, ---, x:). Ensuite, nous répétons 

cette procédure pour produire 22, à partir de zl et de la densité f12( - ~zi-'~)) où I2 est 

choisi aléatoirement selon la loi uniforme sur (1 ..., d), et ainsi de suite. 

Cet autre algorithme est appelé 1' échantdlonneur de Gibbs avec mises à jour aléatoz- 

Tes. Contrairement à la version séquentielle de l'algorithme, la suite de points (X,; n 2 
O) obtenue après chacune des mises à jour constitue une chaîne de Markov homogène 

dans le temps. Le noyau markovien P,' régissant la transition de x,, n 2 0, au point 

suivant est simplement la moyenne des noyaux P,,, I,, PCr, , ---, PCrr, d,, c'est-à-dire 

que 

Puisque la mesure de probabilité n est stationnaire pour chacun des noyaux (P,, i,; z E 

{l, . .., d)) , elle l'est aussi pour le noyau P,'. En modifiant légèrement les démonstrations 

de la présente section, nous pourrions montrer que tous les résultats portant sur la 

convergence de l'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour séquentielles sont aussi 

valides (sous les mêmes conditions) pour cette version de l'algorithme. 

Il est aussi possible de construire d'autres versions de l'algorithme, en utilisant par 

exemple une autre loi que la loi uniforme sur {l, .-., d )  pour choisir l'indice des com- 

posantes à mettre à jour. Pour que ces algorithmes fonctionnent bien, il est important 
i 

de s'assurer que chaque élément de (1, ..., d )  ait une probabilité non nulle d'être choisi 



à chaque mise à jour, afin que la chaîne simulée puisse se "promenef dans X dans 

toutes les directions. Cette condiSm est nécessaire pour que le noyau markovien de 

la chaine en question soit K-irréductible. LL'échantiHonneur de Gibbs avec mises à jour 

aléatoires est u n  cas particulier de l'algon*thme kt-and-nrn dont nous parlerons à la 

section 2-3- 

Notons que dans leur algorithme original, Geman et Geman (1984) suggèrent aussi 

la possibilité d'utiliser des mises à jour séquentielles des d composantes du vecteur 

de départ dans un ordre différent que l'ordre naturel (Le. 1,2, ..-, d) .  Le fait que 7r 

soit s t a t i o~a i r e  pour chacun des noyaux markoviens P<r,l,, ..., PCr,d> permet en 

effet de construire beaucoup d'autres noyaux markoviens pour lesquels T sera station- 

naire. Par exemple, la transition de xo à XI pourrait se faire en utilisant les noyaux 

P,,, 1,' ..., d> dans l'ordre inverse, pour ensuite les utiliser dans un ordre totale- 

ment différent pour effectuer la transition de Xi = zi à X2, et ainsi de suite. Si 

l'utilisation des noyaux P,,l l,, ... , PcT1 d, dans l'ordre naturel permet de simuler une 

chaîne de Markov telle que la loi de X, converge en variation totale vers T, alors il en 

sera de même si ces noyaux sont utilisés suivant n'importe quel schéma de mises à jour, 

à condition que chacun des noyaux P,, 1,' ..-, Pçr, d> soit utilisé un nombre infini de 

fois dans la situation hypothétique où la chaine de Markov serait simulée sans arrêt. 

2.1.7 Regroupement des composantes 

Au lieu de mettre à jour une seule composante à chaque étape de l'algorithme, 

Smith et Roberts (1993) suggèrent de former des "blocsn avec les d composantes du 

vecteur xo, et de mettre à jour en même temps les composantes faisant partie d'un 

même bloc. Pour illustrer leur idée, supposons que d = 

conditionnelle f3 ( - 1 - ) , la fonction f iz ( - Iw ) définie pour 

3, et qu'en plus de la densité 

tout w f kZ par 

soit aussi disponible. Notons que si X = (X1, X2, X3) est une variable aléatoire de loi 

T ,  alors fi *( - 1 - ) est une version de la densité conditionnelle de (XI, XZ) étant donnée 



X3.  Dans l'algorithme original avec mises à jour séquentielles, il est maintenant possible 

de combiner les étapes 1 et 2 en une seule pour ainsi donner ce nouvel algorithme 

décrivant les étapes à suivre pour passer de Xn = En à X& = X-1: 

Étape 1: générer (4+1, 4+J à partir de la densité fi2( - l*); 
Étape 2: générer cl à partir de la densité f3( - Id+r, .',+J. 

Le regroupement des composantes est recommandé par Smith et Roberts (1993) lorsque 

la loi cible T est telle que à X = (XI,  ..-, Xd) est une variabIe aléatoire de loi T, dors 

certaines des composantes de X sont fortement corrélées entres elles. Dans ce cas, i l  

est possible que la chahe se déplace peu lors d'une itération, pouvant ainsi faire en 

sorte que la convergence vers a soit très lente. Ce genre de blocage peut contribuer 

à l'élimination de ce problème, mais le prix à payer est qu'il faut alors simuler des 

variables aléatoires multidimensionnelles - 

Un autre algorithme qui utilise le regroupement des composant es est l' algorithme 

d'augmentation de données d e  Tanner et Wong (1987), rebaptisé plus tard algorithme 

de su6stztution par Gelfand et Smith (1990). Ceux-ci étudient ses similarités et ses 

différences avec l'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour séquentielles. blentionnons 

aussi que certains auteurs, comme par exemple Athreya, DOSS et Sethuraman (1996), 

utilisent aussi le nom algon'thme de substztutzon pour désigner l'échantillonneur de 

Gibbs; puisque celui-ci permet de simuler une famille de lois beaucoup plus vaste que 

Ia famille des lois de Gibbs, le terme Gibbs n'a plus vraiment sa place, selon eux, dans 

le nom de l'algorithme. 

2.2 L'algorithme de Metropolis-Hastings 

2.2.1 Origines de l'algorithme 

Metropolis et cou. (1953) furent vraisemblablement les premiers à proposer l'utili- 



sation des chaînes de Markov pour simuler une variable aléatoire distribuée seIon une 

loi muItidimensionneIlee Leur algorithme (l'algorithme de Metmpolis, parfois appelé 

l'échantillonneur de Metmpolis) fut développé dans le but de calculer certaines carac- 

téristiques de systèmes physiques constitués de particules en interaction. 

Étant donné un tel système (par exemple, l'ensemble des molécutes d'une certaine 

quantité d'un gaz ou d'un liquide), ils supposent que celui-ci peut être représenté comme 

N particules en interaction dans un cube C E HP3. Ils supposent ensuite que si le système 

est observé à un temps aléatoire, alors S: la configuration des particules du système à ce 

moment, c'est-à-dire l'ensemble des N vecteurs de C qui identifient l7emp1acement des 

N particules, est une variable aléatoire dont la loi ?r possède une densité proportionne11e 

à où E(s) représente l'énergie potentielle du système lorsque la configuration 

de ses particules est s, et où 0 est une constante positive. 

Pour calculer la valeur moyenne d'une fonction réelle g : CN + W, où g(s), s E 

cN, représente la valeur d'une caractéristique du système lorsque la configuration des 

particules est s, il faut donc évduer 

Puisque N est généralement très grand, il n'est pas toujours possible de calculer 

analytiquement ou numériquement ce rapport d'intégrales. Une première méthode de 

Monte-Carlo possible pour estimer a(g) consiste à simuler n configurations aléatoires 

indépendantes SI, --., Sn distribuées d o r m é m e n t  dans CN et à utiliser les moyennes 

pour estimer le numérateur et le dénominateur de (2.11); cependant, cette méthode 

s'avère inefficace (voir Hammersley et Handscomb, 1964, page 118). Une deuxième 

méthode possible consiste à simuler un échantillon de variables aléatoires indépendantes 

SI, ..., Sn de loi .~r et d'utiliser la moyenne ij, = xy=, n-lg(Si) comme estimateur de 

~ ( g ) .  Cependant, cette approche n'est pas envisageable si la valeur du dénominateur 

de (2.11) est inconnue, c'est-à-dire si la mesure ~r est connue seulement à une constante 

multiplicative près. L'algorithme de Metropolis permet de contourner ces difücultés. 



À partir d'une configuration de départ so arbitrairement choisie dans CN et un 

a > 0, l'algorithme de Metropolis génère itérativement une suite de configurations 

sl, sz, .... Pour ce faire? une configuration t E cN est tout d'abord "proposée" comme 

valeur pour SI. Cette configuration t est obtenue à partir de so en faisant subir un 

dépfacement linéaire aléatoire à chacune des N particules de la façon suivante: si 

(XI, x2, x3) est la position d'une particule selon la configuration so, dors la position 

de cette même particule dans la configuration t est donnée par 

où U17 U2 U3 sont trois variables aléatoires indépendantes distribuées unifornément sur 

1 7 i n t e d e  (-1, 1). Si l'un des déplacements Ui, U2, U3 fait en sorte que la particule 

sort du cube, alors celle-ci retourne dans le cube par le côté opposé et continue son 

déplacement dans la même direction; par exemple, si le cube C est le cube unité de IR3 et 

que xi = 112, 0; = 3/4 et a = 1, alors la nouvelle valeur de la composante d devient 

114. Cette nouvelle configuration t est ensuite acceptée comme valeur pour sl avec 

une certaine probabilité; cette probabilité dépend de la variation d'énergie potentielle 

occasionné par ce changement de configuration, c'est-à-dire AE = E(t) - E(sa). Si 

A E  < O, alors la configuration t est automatiquement acceptée; si AE 2 O, la nouvelle 

configuration t est acceptée avec probabilité e-BPE. Si la configuration t n'est pas 

acceptée, alors la configuration si demeure la même que so. Cette procédure est ensuite 

répétée pour générer s2 à l'aide de SI, s3 à l'aide de s2, et ainsi de suite. La suite de 

configurations aléatoires (S . ;n  2 0) ainsi définie est une chaîne de Markov à valeurs 

dans cN. Metropolis et cou. (1953) montrent que Sn est asymptotiquement distribuée 

selon a, et suggèrent d'utiliser la moyenne ergodique 

pour estimer ~ ( g ) .  Remarquons la principale caractéristique de L'algorithme de Me- 
tropolis: il n'est aucunement nécessaire de connaître la valeur du dénominateur de 

(2.11)- 

Plus tard, Hastings (1970) adapta et généralisa cet algorithme afin de simuler une 

variable aléatoire distribuée selon une loi essentiellement arbitraire. Malgré l'article de 

Hastings et malgré le fait que l'algorithme était bien connu et utilisé par les physiciens, 



cette approche pour simuler des variables aléatoires distribuées selon une loi compiiquée 

est restée méconnue des statisticiens pendant longtemps. Il fdut attendre l'apparition 

de l'échantillonneur de Gibbs de Gelfand et Smith (1990) pour que la situation change; 

toute l'attention portée à L'échantilIonneur de Gibbs a permis de faire connaître aussi 

I'algorithme de Metropolis-Hastings, et plusieurs auteurs s'y sont intéressés par la suite. 

Citons en autres, Smith et Roberts (1993), Roberts et Smith (l994), Tierney(1994), 

Chib et Greenberg (1995) et Mengersen et Tweedie (1996). 

Puisque nous décrirons ici la généralisation de Iraigorithme développé par Hastings 

(1 970) , nous utiliserons la terminologie algorithme de Hastings. L'appellation algo- 

rithme de Metropolis sera utilisée seulement lorsque nous discuterons du cas particulier 

de Metropolis et coll. (1953). 

2.2.2 Description de l'algorithme 

Soit Q un noyau markovien sur (Rd, Ud), pouvant s'écrire sous la forme 

pour une certaine fonction non négative q, définie sur Ktd x IRd. En d'autres termes, Q 

est un noyau markovien tel que, pour tout x E Rd, la mesure de probabilité Q(x, - ) est 

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Rd, Bd), avec densité 

q(x, ). Supposons maintenant que a(z, y) soit une fonction réelle mesurable, arbitraire 

(pour le moment), définie sur Etd x IEd et telle que O 5 a ( x ,  y) 5 1 pour tout (x, y) E 

Rd X Etd_ 

L'algorithme de Hastings permet de simuler une chaîne de Markov (X,;n 2 0) 

en procédant de la façon suivante. Il requiert tout d'abord un état initial Xo = xo, 

pouvant être arbitrairement choisi dans Rd. Ensuite, la procédure suivante est répétée 

pour chaque n 2 1: étant donné que X, = x, un point candidat y pour X,+i, distribué 

selon la loi Q(x ,  - ), est simulé. Ce point candidat y est ensuite "accepté" comme valeur 

p o u  X,+l avec probabilité a(x, y). Si le point y n'est pas accepté, alors x devient a u s i  

la valeur prise pas X,+l. 



Les transitions de X, = x à Xn+l de la chaîne de Markov ainsi définie se font donc, 

pour tous n 2 O et x E Rd, selon la loi PCQ, ,) (x' - ) de densité 

avec probabilité d'avoir X,+l = z donnée par1 

Notons que tout dépendant de la façon dont a été définie la fonction a, nous avons 

possiblement J,, q(x, y)a(x,  y) dy < 1 pour certains x E Rd et donc le noyau défini 

par SA p(q,rr)(z,  y) dy, x E IRd, A E Bd, est dans ce cas sous-markovien. Il ne décrit que 

les transitions "acceptées" de la chaîne. 

En posant r(x) = P(Q,,)(x, {x)), le noyau markovien de la chaîne d é f i e  par 

l'algorithme de Hastings peut maintenant s'écrire 

où 6, représente la mesure de Dirac en x. Remarquons que pour tout z E Rd tel que 

r(x)- > O, la mesure de probabilité P(Q,d (z, - ) n'est pas absolument continue par rap- 

port à la mesure de Lebesgue, et que (2.12) est sa décomposition de Lebesgue par rap- 

port à la mesure de Lebesgue. Cela dit, les mesures définies par SA P(Q,,) (x, y) dy' A E 

B ~ ,  et 1, r(z)b,(dy), A E B ~ ,  sont respectivement la partie absolument continue et la 

partie singulière (par rapport à la mesure de Lebesgue) de la mesure de probabilité 

Afin de rendre la mesure de probabilité T stationnaire pour le noyau P(Q,T), il est 

essentiel de définir convenablement les probabilités d'acceptation a ( x ,  y). C'est ce que 

nous ferons à la prochaine section. 

Remarque 2.5. Pour l'algorithme de Hastings, nous permettons à la mesure de proba- 

bilité 7r d'être une loi défmie sur (IR, B ) .  Les autres algorithmes étudiés dans ce mémoire 

' ~ a  fonction a étant pour le moment arbitraire, nous utilisons ici le symbole .~r comme indice dans 

p(g,*) et P(Q,x) Uniquement pour mettre l'emphase sui- le fait que notre objectif est de définir un 

noyau markovien possédant la loi ?r comme loi stationnaire. Un peu plus loin, a sera définie en fonction 

de T,  et la présence de cet indice prendra alors tout son sens. 



sont triviaux et sans intérêt lorsque d = 1. C'est pourquoi nous avions supposé, à la 

page 36, que rr était définie sur (Rdd, Bd) , avec d 2 2. 

2.2.3 Réversibilité 

Un concept important que nous avons omis jusqu'à présent est la réversibilité d'un 

noyau markovien par rapport à une mesure de probabilité. Ce concept simplifiera 

grandement notre recherche de la fqon dont la fonction a doit être d é f i e  pour que 

r soit stationnaire pour le noyau markovien PcQ,,). Bien que nous nous intéressons 

surtout aux noyaux markoviens (et maintenant, sous-markoviens) et aux mesures de 

probabilité, la définition de la réversibilité est présentée ici dans un cadre plus général. 

Définition 2.3. Soit v et K, une mesure et un noyau, tous deux définis sur un espace 

mesurable (E, E).  Le noyau K est alors dit réversible par rapport à u si, pour tous 

La réversibilité d'un noyau K par rapport à une mesure v signifie donc que les 

mesures définies sur (E2, E2) par v(dx)K(z, dy) et v(dy)K(y, dx) sont identiques. En 

termes d'une chaine de Markov avec noyau markovien P, Ia réversibilité de ce dernier 

par rapport à T implique ceci: lorsque la loi de X, est ?r pour un certain n > 1, les 

événements {X, E A, XMr E B) et {X, E B, Xn+= E A) ont la même probabilité, 

quels que soient les sous-ensembles A, B E &. 

La réversibilitg d'un noyau markovien P par rapport à une mesure de probabilité 

a s'avère être une condition suffisante pour que ?r soit stationnaire pour P. En effet, 

en appliquant (2.13) à P et ?r et en remplaçant le sous-ensemble A par Yensemble E, 

nous obtenons 

et, puisque P(y, E) = 1 pour tout y E E, 



Ce résultat implique que si nous parvenons à définir la fonction a de fqon à rendre 

P(Q~) réversible par rapport à ~r, nous aurons construit, par la même o c c a ,  un 

noyau markovien avec loi stationnaire K 

Proposition 2.3. Le noyazl markouien P(Q,,) est réversible par rappod  à 7r si et seule- 

ment si la fonction a! satisfait 

c'est-à-dim si et seulement s i  le noyau sous-markowien d6ftni par Q(x, dy)a(x, y) est 

lui-même réuerszble par rapport à K.  

Démonstration. Choisissons deux sous-ensembles dans Bd, disons A et B. Nous avons 

alors 

En substituant A à B et B à A dans la dernière égalité, nous obtenons 

Le résultat 

A, B E Bdl 

+w 
c'est-à-dire 

est ensuite immédiat: nous aurons égalité entre (2.15) et (2.16) pour tous 

si et seulement si 

si et seulement si le noyau sous-markovien défini par Q(x, dy)a(x, y) est 

réversible par rapport à IL 

Les mesures ?r et (Q(x, dy)a(x ,  y); x E IRd) étant toutes absolument continues par 

rapport à la mesure de Lebesguez la réversibilité du noyau Q(x, dy)cr(x, y) est donc 

équivalente à exiger que sa densité q(x, y) a (x ,  y) satisfasse 



pour presque tout (x, y) E Ikd x Rd (par rapport à la mesure X ( ~ ) Q ( X ,  dy)a(x,  y) s u r  

(ltd x Rd, Bd x Bd)). Rappelons que f est une version de la densité de la loi cible n. 

Nous allons maintenant déterminer un choix possible pour la fonction a. 

Fixons (2, y) E EUd x litd, et supposons qu'à ce point, 

Cela signifie, de façon intuitive, que lorsque la chaîne définie par l'algorithme de Has- 

tings est à I'état y à un certain temps n, la probabilité que le noyau Q propose x comme 

état suivant est trop petite, par rapport à la probabilité que Q propose la valeur y pour 

l'état suivant lorsque l'état présent est x. Une possibilité est dors de définir a(y, x) la 

pl= grande possible, c'est-à-dire égale à 1. Dans ce cas, pour que l'équation (2.17) soit 

satisfaite à ce point (x, y) particulier, il faut poser 

Pour les points (x, y) E Rd x Rd pour lesquels l'inégalité (2.18) est inversée, suivons la 

même démarche: posons a(x, y) = 1 et cdcdons a(y, x) à àl'aide de (2.19). Aux points 

(2, y) E IRd x IRd où possiblement f (x) q(x, y) = O, la Fonction a(x, y) peut être définie 

arbitrairement, puisque la mesure de L'ensemble {(x, y) E Rd x Rd : f (x)q(x, y) = O), 

par rapport à la mesure définie par ~r(dx)Q(x ,  dy), est nulle. À tous les points (x, y) 

inclus dans cet ensemble, nous définirons ici la fonction a ( x ,  y) comme étant égale à 1. 

La fonction cr que nous venons de définir, c'est-à-dire 

satisfait (2.17). Cette définition de la fonction a est précisément celle suggérée par 

Hastings (1970). Notons qu'eue n'est pas la seule à satisfaire (2.17); par exemple, si 

a. (x, y) = a(x, y)/2 pour tout x, y E Rd, alors a0 satisfait aussi (2.17). Par contre, 

Peskun (1973) montre que ce choix de fonction a est optimal, en ce sens qu'il rejette 

les points candidats 'cconvenables" moins souvent que tout autre choix. Remarquons 

finalement la principale caractéristique de l'algorithme de Hastings: la densité f inter- 

vient à la fois au dénominateur et au numérateur de la fonction a. Il est donc suffisant 



de connaître f à une constante multiplicative près pour simuler la chaîne définie par 

cet algorithme. 

Les prochaines sections s'attardent aux conditions qu'il faut imposer pour que la 

suite de mesures de probabilité (P&,) (x, - ) ; n 2 1) converge en variation totale, pour 

n-presque tout x E Etd, vers la loi cible ?r. 

Remarque 2.6. La réversibilité d'un noyau markovien P par rapport à une mesure 

de probabilité n est une condition suffisante pour que T soit stationnaire pour P. Elle 

n'est toutefois pas nécessaire. Par exemple, considérons le noyau markovien P défini 

sur E = (1, 2, 3) par P(x,  {x)) = 112 pour tout x E E et P(1, (2)) = P(2, (3)) = 

P(3, (1) )  = 112, et T, la loi uniforme sur E. Alors ?r est stationnaire pour P ,  mais 

P n'est pas réversible par rapport à a. Il s 5 t  de constater qu'entre autres, 116 .= 

r ( { l ) ) P ( L  (2)) # n({2))P(2,  (1)) = 0. 

Remarque 2.7. Si Pi et P2 sont deux noyaux markoviens réversibles par rapport à 

une mesure de probabilité, disons n, alors .rr est aussi stationnaire pour les noyaux 

markoviens produits Plfi et P2PL et le noyau markovien moyen aPl + (1 - a)P2, 

où O 5 a 5 1. Cependant, alors que le noyau aPL + (1 - a) Pz est automatiquement 

réversible par rapport à T, ce n'est pas toujours le cas des noyaux produits Pl Pz et P2 Pl. 

Par exemple, nous aurions pu montrer à la section 2-1.4 que les noyaux markoviens 

Pcrr, i,, .... P.=r, d> de l'échantillonneur de Gibbs appliqué à ?r étaient tous réversibles 

par rapport à T;  cela nous aurait aussi permis de conclure que n était stationnaire 

pour chacun des noyaux P.r, 1,' .-., P<T,d> et par conséquent, pour le noyau markovien 

produit P, et pour le noyau markovien moyen Pc. Il n'est pas diaicile de montrer que le 

noyau moyen P,' est alors réversible; en revanche, le noyau markovien produit P, n'est 

généralement pas réversible par rapport à a. En &et, considérons par exemple les trois 

canés ouverts de R2 définis par A = {(xL, 2) E IR2 : O < X I ,  2 2  < l), B = {(& 9) E 

W* : O < XI < 1, 1 < x2 < 22) et C = {(xl ,  x2) E R2 : 1 < X I  < 2, O < x2 < 11, et T,  la 

loi uniforme sur X = AU B U C (qui est un ensemble en forme de T). Alors le noyau 

P, = P,, 1, P x ,  satisfait Sc ~ ( d x )  P,(x, B) > O et SB n(dx) Pn(x, C) = O et il n'est 

donc pas réversible par rapport à T. 



2.2.4 Convergence 

Comme dans le cas de l'échantillonneur de Gibbs, une condition de régularité doit 

d'abord être imposée pour éliminer la possibilité de rencontrer certaines situations 

problématiques et sans intérêt- 

Condition H: Le point de départ z o  de l'algorithme de Hastings est toujours choisi 

dans l'ensemble X = {x E Rd : f (x) > 0). 

Puisque x E X et y 4 X implique que a ( x ,  y) = O, la condition H assure notamment 

que la chaîne de Markov déhie  par l'algorithme de Hastings ne sortira jamais, avec 

probabilité 1, du support de rrr. Nous supposerons toujours que la condition H est sa- 

tisfaite par Q. L'ensemble X étant absorbant pour le noyau P(Q,ir), nous étudierons la 

restriction de ce dernier à l'espace mesurable (X, &) (le noyau Q, quant à lui, demeure 

d é h i  sur (Rd, Bd)) . 

Le fait que la chaîne de Markov soit générée à partir du noyau Q suggère qu'il est 

nécessaire que pour tout x E X, n'importe quel sous-ensemble A E 23$ soit accessible 

(par rapport à Q) à partir de x2. En effet, supposons que pour un certain x E X 

et un certain A E s, nous ayons Qn(x, A) = O pour tout n 2 1. Cela signifie que 

le sous-ensemble A n'est pas accessible (par rapport à Q) à partir de x et que le 

noyau Q ne proposerait jamais, avec probabilité 1, un point candidat de A pour un  X, 

quelconque. Ainsi, la chaîne ne visiterait jamais le sous-ensemble A, et nous aurions 

donc P&,x)(x, A) = O pour tout n 2 1. 

Toutefois, le fait que tous les A E 6 soient accessibles (par rapport à Q) à partir 

de n'importe quel x E X n'est pas suffisant, comme l'illustre le prochain exemple. 
- - 

2 ~ n  sousensembIe A E Bx est dit accessible (par rapport à Q) à partir de x s'il existe un entier 

positif n tel que Qn(x7 A) > O. Puisque nous avons imposé la condition H, ii n'est pas nécessaire que 

cette propriété soit respectée pour tout A E @ lorsque x E Xc. La condition stipulant que tous les 

A E B$ sont accessibles (par rapport à Q) à partir de n'importe quel x E X est donc plus faible que 

la T-irréductibilité de Q, qui revient à dire que tous les A E B& sont accessibles à partir de n'importe 

quel x E Rtd, puisque Q est défini sur (Rd, B ~ ) .  



Exemple 2.2. Soit A = {(d, 2) E R2 : O < d, 9 ~2 11, B = {(d, 2) E R~ : 2 < 
z', 9 < 31, et r, la mesure de probabilité d o r m e  sur X = A LJ B avec densité 

Considérons maintenant le noyau markovien Q défini sur (R2, B2) tel que pour tout 

x = (z', 9) E R2, Q(x, - ) est la loi d o r m e  sur C, = {(y', y2) E R2 : z' - $ c < 
x' + $, x2 - 2 < y2 < 9 + $), c'est-à-dire sur le carré unité dont Le centre est (21, x2). 

Pour tout x E R*, choisissons comme densité pour la mesure de probabilité Q(x,  - ) la 

fonction 

s(x7 Y) = { 1 " (YI, y2) E Cf, 

O sinon. 

Le noyau markovien Q ainsi défini est x-irréductible sur (IR2, B2). Supposons que 

le point de départ xo pour l'algorithme de Hastings soit choisi dans le carré A. Nous 

avons alors, quel que soit ce choix de xo E A, Q(xo, B) = O, et la valeur proposée pour 

XI ne sera donc pas contenue dans B. Si la chaîne parvient un jour à visiter le carré 

B, ce sera donc en au moins deux transitions, ceci étant vrai pour tout xo E A. Pour 

se rendre dans B, la chaîne de Markov devra donc passer par au moins un point de 

(A u B)=. Mais, la densité f étant nulle partout sur (A U B)=, chaque fois qu'une valeur 

de cet ensemble sera proposée par le noyau Q, celle-ci sera nécessairement rejetée, et la 

chaîne demeurera alors à son état précédent et ne quittera jamais le carré A. Il s'ensuit 

que le noyau markovien P(Q,,) ne peut être T-irréductible. 

L'irréductibilité est un aspect beaucoup plus difficile à étudier dans le cas de l'al- 

gorithme de Hastings que dans le cas de l'échantillomeur de Gibbs. Non seulement il 

fait intervenir le support de la mesure de probabilité r, mais il dépend aussi du choix 

du noyau Q. Il faut, bien sûr, que tous les A E l3: soient accessibles (par rapport à 

Q) à partir de n'importe quel 3: E X, mais il doit être possible pour un tel z et un 

tel A que la trajectoire entre x et A puisse se faire (relativement au noyau Q) sans 

passer absolument par XC. Si les seules trajectoires possibles entre x et A passent par 



XC, h chaîne de Markov ne pourra alors jamais atteindre le sousensemble A, malgré 

le fait que Qn(x, A) > O pour un certain entier n > 1, puisque toute valeur proposée 

à l'extérieur de X sera toujours rejetée. Mais ce n'est toujours pas suffisant; il y a un 

autre aspect à considérer. 

Exemple 2.3. Soit A, B et C, trois sous-ensembles disjoints de IEd- Supposons que 

T soit une mesure de probabilité quelconque sur (Etd? Bd), avec densité / teile que 

f (x) > O si et seulement si x E X = A U B U C. Soit Q un noyau markovien sur 

(Rd, Bd) défini par une famille de densités {q(z, - ), x E Etd} sur Rd, telle que pour 

tous x, y E X, q(x, y) > O si et seulement si 

Avec un tel noyau Q, tous les D E B$ sont accessibles à partir de n'importe quel 

x E X. De plus, la transition entre x E X et D E 6 d'une chaîne de Markov avec noyau 

markovien Q et état initial x E X peut se faire (avec probabilité positive) sans qu'une 

partie de sa trajectoire passe par l'extérieur de X. Malgré cela, le noyau markovien 

P(Q, ,,) n'est pas ?r-irréductible. 

En effet, choisissons un x E A. Pour tout y E B, nous avons alors q(y, x) = O et 

donc (~(x, y) = O. Ensuite, pour tout y E C, nous avons q(x, y) = 0. Il s'ensuit que 

puisque pour tout y E B U C, l'un des deux termes de a ( x ,  y)q(x, y) est nul. Cette 

observation, combinée avec le fait que Q(x, A ü B u  C) = 1 pour tout x E A, implique 

que lorsque le point de départ est choisi dans A, la chaîne de Markov définie par 

l'algorithme de Hastings appliqué à r et Q ne sort jamais de A avec probabilité 1. Le  

noyau P(Q, ,) n'est donc pas ir-irréductible. 

11 faut donc imposer des conditions beaucoup plus fortes que la simple accessi- 

bilité de tous les A E à partir de n'importe quel x E X pour assurer la ?r- 

irréductibilité de P(Q, ,) . Puisque cekc i  fait intervenir plusieurs aspects outre cette 

propriété d'accessibilité, il est ditticile d'énoncer des conditions nécessaires et sufnsantes 



simples qui l'assurent. Néanmoins, l'un des avantages de l'algorithme est que le choix 

de Q est relativement arbitraire, et il est par conséquent possible de choisir un Q qui 

satisfait les conditions simples qui sont disponibles. Le prochain théorème fournit un 

exemple de condition toute simple qui assure la ?r-irréductibilité de P(QT,). 

Théorème 2.9. Supposons que q(x, y) > O pour t w  x: y E X .  Alors le noyau 

rnarkovien P(Q ,) est T-zméductible. 

Démonstration. Fixons x E X et A E S. Nous avons alors 

> O puisque a(z, y) > O pour tout (x, y )  E x2. 

Nous avons donc P(Q, ,) (x, A) > O quels que soient x E X et A E 6. i 

Des conditions plus faibles, mais aussi plus compliquées à vérifier, sont disponibles 

par exemple dans Roberts et Smith (1994). 

Contrairement à la T-irréductibilit6, l'apériodicité de P(Q, x )  est un aspect beaucoup 

plus facile à étudier. Le théorème suivant énonce une condition nécessaire et suflisante 

pour que le noyau P(Q,,) soit apériodique. 

Théorème 2.10. Supposons que le noyau markovien P(Q,,) soit r-iwéductzble. Il est 

alors apériodique, si et seulement si au moins une des deux conditions suivantes est 

respectée: 

i )   XE X : r(x) >O}) > 0; 

zz) le noyau Q est apériodique. 

Démonstration. Supposons, dans le but d'obtenir une contradiction, que la condi- 

tion (i) soit satisfaite, mais que le noyau P(Q,,) soit périodique de période p 2 2. 

Soit {Cl, C2, .--, Cp) un cycle de longueur p pour P(Q, ,). Puisque r(u;,,Ci) = 1, au 

moins un de ces sous-ensembles, disons Ck, satisfait T ({x E Ck : r ( x )  > 0)) > O, et 



donc r ({x E C k  : qQV,) (z, Ck) > 0) )  > O, ce qui contredit Ia périodicité de P(QV 3. La 

condition (i) implique donc que le noyau P(Q,,) est apériodique, peu importe que Q 

soit apériodique ou non. 

Maintenant, si la condition (ü) est satisfaite, mais que (i) ne l'est pas, nous avons 

alors r(x) = O pour presque tout x E X, ce qui implique que pour presque tout x E X, 

les mesures P ( Q ~ ( X ,  - ) et Q(x, - ) sont identiques. Le noyau Q étant apériodique, le 

noyau P(Q,3 Pest dors aussi. Ceci nous permet de conclure que s i  les deux conditions 

sont violées, alors P(Qv,) est périodique. 

Si le noyau P(Q,,l est 7r-irréductible, les résultats du chapitre 1 permettent de con- 

clure que le noyau P(Q,,) est aussi récurrent, et que la mesure de probabilité ?r est 

l'unique loi stationnaire de P(QI,). Comme dans le cas de lYéchantiUonneur de Gibbs, 

nous pouvons conclure encore plus. 

Théoréme 2.11. Si le noyau markovien P(Qr,) est 7r-irréductible, alors il est récurrent 

au sens de Harris. 

Démonstration. Fixons x E X. Nous savons, grâce à (2-12), que la partie singulière 

de la mesure de probabilité P(Q~,)(X, - )  par rapport à la mesure de Lebesgue p sur 

(X, Bx) accorde toute sa masse au singleton (x). Considérons maintenant le noyau 

markovien produit P$&, et choisissons un borélien A E Ux tel que p(A)  = O- Puisque 

&, (y, A) = O lorsque y $ A, le noyau P&, satisfait Ph,  (x, A) = O lorsque z $ A. 

II s'ensuit que la partie singulière de la mesure de probabilité Ph, ,) (x, - ) accorde aussi 

toute sa masse au singleton {x). Le même raisonnement permet de conclure que ce 

résultat est aussi vrai pour la mesure de probabilité P&,Jx, - ), quel que soit n > 2. 

Or, la probabilité ~Q,,)(x, {x)) est celle de l'événement 

elle peut s'écrire 



Puisque pour tout y E X, nous avons P(-. (y, A) = O " p(A) = O et y A, elle peut 

aussi s'écrire 

Puisque par hypothèse, le noyau P(Q,,) est T-irréductible, nous avons r(x) < 1 pour 

tout x E X. Nous avons donc lim,-., r(x)" = O; en d'autres termes, la masse totale de 

la partie singulière de la mesure de probabilité yQT3(x, - )  par rapport à p tend vers 

O lorsque n --+ W. Puisque p et n sont équivalentes, ce résultat est aussi vatide s i  nous 

considérons plutôt la partie singulière des mesures de probabilité (TQ,,) (x, - ); n 2 1) 

par rapport à n- Ceci étant vrai pour tout x E X, le théorème 2.5 implique que le 

noyau markovien P(Q,,) est récurrent au sens de Harris. m 

Lorsque le noyau P(Q,,) est R-irréductible et apériodique, le théorème d70rey et le 

théorème 2.11 permettent de conclure que pour tout x E X, 

lim sup IP&,,)(x, A) -s(A)I = 0. 
n+oo AE& 

2.2.5 Cas particuliers de l'algorithme 

Jusqu'à présent, le choix du noyau markovien Q est resté totalement arbitraire, si 

nous excluons le fait qu'il doit faire en sorte que le noyau P(Q,,) qui lui est associé 

soit ?r-irréductible et apériodique. Il existe naturellement une multitude de choix pos- 

sibles. Chacun des différents noyaux Q définit un nouvel algorithme et un nouveau 

noyau markovien P(Q,,). En restreignant le choix de Q à certaines familles de noyaux 

markoviens, il est possible d'obtenir des cas particuliers intéressants. Nous décrivons 

ici certaines classes d'algorithme, parmî celles que L'on retrouve le plus souvent dans la 

littérature* 



L'algorithme de Metropolis. Supposons que le noyau Q soit choisi de telle sorte que 

des versions (q(z, - ); x E Etd) des densités des mesures (Q(x, -); x E IRd) satisfassent 

Les probabilités d'acceptation a(x ,  y) se simplifient alors pour devenir 

La fonction q n'intervient donc plus dans le calcul des probabilités d'acceptation et 

le genre de situation décrit à l'exemple 2.3 ne peut plus su~cvenir avec un tel choix 

de noyau Q. Pour que P(Q,,) soit T-irréductible, iI est nécessaire et d s a n t  que Q 

soit T-irréductible et qu'il soit possible que la chaine de Markov puisse se rendre dans 

A E B$ à partir de x E X sans avoir à passer par XC. Avec un tel choix de Q, 

l'algorithme est appelé l'algorithme de Metropo&s7 puisqu'il est simplement une a d a p  

tation de I'algorithme original de Metropolis et coll. (1953) à un contexte autre que 

celui décrit à la section 2.2.1. 

L9algorithme de la chaîne d'indépendance. Un autre choix possible de noyau Q 

pour générer les points candidats, est un noyau satisfaisant, pour une certaine mesure 

de probabilité u sur (Rd, Bd), 

Cette possibilité fut suggérée par Hastings (IWO). Avec un tel noyau Q, la loi utilisée 

pour générer un point candidat pour Xn+17 n 2 0, est donc toujours la même quelle 

que soit la valeur prise précédemment par X,. C'est pourquoi Tierney (1994) appelle 

cette version l'algorithme de la chaîne d'indépendance. Toutefois, cette terminologie 

ne veut pas dire que les variables simuiées (X,;n 2 O) sont indépendantes, puisque 

la probabilité d'acceptation de la valeur proposée pour Xncl, n 2 0, dépend de l'état 

précédent X,,; Pour cette version de l'algorithme, le noyau P(-, est T-irréductible et 

apériodique si et seulement si u(A) > O pour tout A E (voir Tierney, 1994)- 

L'algorithme de la marche aléatoire. Cet algorithme est aussi un cas particulier 

de I'algorithme de Metropolis. 11 utilise un noyau Q dont les densités (q(x, - ); z E Rd) 

satisfont, pour une certaine densité h sur Rd7 



Avec cet algorithme, une valeur proposée Y pour X&, lorsque Xn = x, est simplement 

obtenue en simulant d'abord une variable aléatoire Z de densité h et en posant ensuite 

Y = x + 2. Notons que l'exemple 2.2 est une illustration de cet algorithme, avec la 

densité uniforme sur le carré unité centré à O comme densité h. 

La terminologie marche déatone vient du fait que le noyau markovien Q associé à q 

est celui d'une marche aléatoire su. Rd, dont les "pas" sont gouvernés par la loi associée 

à la densité h. Une condition d a n t e  pour que le noyau P(Q,,) soit T-irréductible est 

que h soit positive partout dans un voisinage de Porigine, et que X soit ouvert et 

connexe (voir Tierney, 1994). 

On discute aussi de d'autres cas particuliers intéressants de L'algorithme de Hastings 

dans notamment Tierney (1994), Chib et Greenberg (1995), Brooks (1998) et Roberts 

et Rosenthal (1998a). 

2.2.6 Mises à jour composante par composante 

L'algorithme de Hastings, tel que nous l'avons vu jusqu'à présent, requiert la simula- 

tion de variables aléatoires distribuées selon les lois multidimensionnelles (Q(x, - ), x E 

HPd) (lorsque d 2 2). Puisqu'en général, la simulation de lois multidimensionnelles 

est une tâche relativement ardue, le choix d'un noyau Q adéquat pour appliquer 

l'algorithme de Hastings à a peut être assez restreint. Pour pallier cette dificulté, 

Hastings (1970) propose une autre version de son algorithme, qui consiste à décompo- 

ser le passage de X, = x à Xn+l en d mises à jour du vecteur x et à effectuer ces mises 

à jour à l'aide de lois UIiidimeIiSionneIles. Nous verrons que cette version s'apparente 

très fortement à l%chantillonneur de Gibbs, et pour cette raison, nous réutiliserons à 

certains endroits Ia notation de la section 2.1.3. 

Supposons que pour tout i E {l, ..., d), Qi soit un noyau markovien sur (IEd, Bd), 
tel que pour tout x E Rd, la mesure de probabilité Qi(x, - )  accorde toute sa masse 

à l'ensemble Df = {y E Rd : y? = xj, j # i), c'est-à-dire l'ensemble des vecteurs de 

IRd dont toutes les composantes sont égales aux composantes de x, exceptée la PmC. 



Supposons finalement que pour tout x E IRd et pour tout i E {l, ..., d), la mesure de 

probabilité Qi(x, - ) possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue (unidi- 

mensionnelIe) sur DL, disons qi(q y). Notons que pour tout x E Rd, générer un point y 

à partir de la mesure de probabilité Qi(x, - ) revient en fait à remplacer la composante 

i du vecteur x, par un point de W. 

Pour tout i E (1, ..., d) et pour tous x, y E X, posons 

et dénotons par PQ, r), le noyau markovien de 17aIgonthme de Hastings correspondant 

à Qi et ai, c'est-à-dire P(q,,,~(z. dy) = Qi(x7 dy)ÿ(z, y) + ri(x):)b,(dy). Ayant suivi 1s 

même démarche qu'à la section 2.2.3 pour construire les noyaux P(Qï, i E (1, ..., d), 

nous pouvons conclure que la mesure de probabilité T est aussi stationnaire pour chacun 

d'eux, et aussi pour le noyau produit P(q,, ,) - - - P(Qd, Il est maintenant facile de 

construire un nouvel algorithme pour générer une chaîne de Markov avec loistationnaire 

r7 en utilisant successivement les noyaux P(Q,, ,) , ..., P(Qd, pou. effectuer la transition 

de X, = x à Xn+I- Comme dans le cas de l'échantilionneur de Gibbs, cette transition 

se fait en d mises à jour, en suivant le schéma suivant: 

La principale ciifErence entre les deux algorithmes est qu'une fois Ia transition terminée, 

il est possible que certaines des composantes du vecteur Xn+~ soient identiques à celles 

de x, puisque certains points candidats peuvent être rejetés. Remarquons pour tout 

i E (1, ..., d )  et pour tous x, y E X, le terme f (y)/ f (x) que l'on retrouve dans (2.20) 

peut s'écrire 

et donc tout comme l'échantiuonneur de Gibbs, cet algorithme utilise, mais indirecte- 

ment cette fois, les densités conditionnelles fi ( - 1 - ), . .., fd( - 1 - ) (telles que définies à la 

section 2.1.3). Puisque pour tous x E Etd et i E (1, . -. , d), il nous est permis de connaître 

la densité fi ( - 1 x ( ~ ) )  à une constante multiplicative près, cette version de l'algorithme 

de Hastings peut être utilisée comme solution alternative à l 'échantillo~eu de Gibbs 



lorsque les constantes de normalisation des densités conditionnelles sont difficiles à 

cdculer, 

Certains auteurs ont aussi sugg6r6 des algorithmes hybrides entre l'échantillonneur 

de Gibbs et l'algorithme de Hastings, lorsque les constantes de normalisation sont 

inconnues pour seulement une ou quelques densités conditiomeks (voir par exem- 

ple Chib et Greenberg, 1995). Par exemple, supposons que d = 3 et que les cons- 

tantes de normalisation des densités conditionneiles soient toute. connues, sauf pour 

f2 ( - x E lRd. II s f i t  d'utiliser les noyaux PCrT 1, et PCx. 3, lorsque vient le temps 

de mettre à jour les composantes 1 et 3, et de remplacer le noyau P<*, 2, par un noyau 

P(Q,, ,) pour ainsi permettre de mettre à jour la composante 2. Remarquons aussi que 

si les noyaux P(Q,,,)7 ..., P&,) utilisés dans l'algorithme de Hastings avec mises à jour 

composante par composante sont en fait les noyaux markoviens PCr, i>, .--, P',, d> de 

l'échantillonneur de Gibbs, nous avons ~ ( x ,  y) = 1 pour tous x, y E X et pour tout 

i E (1, .. ., d), et les deux algorithmes sont alors identiques. En ce sens, I'échantillonneur 

de Gibbs peut être vu comme un cas particulier de cette version de l'algorithme de Has- 

tings, dans lequel aucun point proposé n'est rejeté, puisqu'dors les mises à jour se font 

en générant des points "directement" des densités conditionneiles- 

Il est évidemment possible de construire beaucoup d'autres algorithmes à partir de 

l'algorithme de Hastings avec mises à jour composante par composante, comme par 

exemple en choisissant aléatoirement l'indice du noyau à être utilisé avant chaque mise 

à jour, ou en utilisant des noyaux qui mettent à jour plus d'une composante à la fois. 

2.3 L'algorithme hit-and-run 

2.3.1 Origines de l'algorithme 

L' algorithme hzt-and-mn (ou 1' échantdlonneur hit-and-mn) fut d'abord proposé par 

Boneh et Golan (1979) dans un contexte d'identification de contraintes linéairement 



indépendantes, et par Smith (1984) comme un outil de simulation de lois uniformes 

sur des sous-ensembles ouverts et bornés de Rd. 

Supposons que A soit un sous-ensemble ouvert et borné de IEd. La méthode la plus 

simple pour simuler une variable aléatoire X uniformément distribuée sur A est la 

méthode du *et. Elle consiste d'abord à déterminer un sous-ensemble C de IRd tel que 

A C. Autant que possible, le sous-ensemble C doit être un sous-ensemble simple, 

comme par exemple un cube, un rectangle, une boule, etc. Il sufEit ensuite de simuler 

une suite de variables aléatoires indépendantes YI, Y& ... uniformément distribuées sur 

C et de poser X = &, où t = min{i 2 1 : I;- E A). La variable aléatoire X ainsi définie 

est uniformément distribuée sur A. 

Cette méthode n'est pas toujours efficace; il se peut qu'il faille simuler un très 

grand nombre de variables aléatoires YI, YS' - - -  uniformément distribuées sur C avant 

d'avoir k;: E A pour un certain i 2 1. C'est le cas entres autres lorsque la forme de 

A nous oblige à choisir u n  sous-ensemble C beaucoup plus grand que A, ou lorsque 

d est très grand. Par exemple, supposons que A soit la boule ouverte de Etd de rayon 

1 et centrée à l'origine, et que C soit le plus petit cube de Etd contenant A, c'est-à- 

dire G = {(zl, ..., xd) E Rd : -1 XI, ..., xd 5 1). Si Y est une variable aléatoire 

uniformément distribuée sur C, alors la probabilité de l'événement {Y E A) est donnée 

par le rapport des volumes de A et C, c'est-à-dire 

À mesure que d augmente, P[Y E A] duninue, et de plus, hmd,, IPp E A] = 0. 

En particulier, ceci implique que plus d est grand, plus le nombre moyen de variables 

aléatoires uniformément distribuées sur C qu'il faut simuler pour obtenir une seule 

valeur dans A est grand- Par exemple, si d = 20, la simulation de plus de 40 millions 

de variables aléatobes (en moyenne) sera nécessaire pour simuler une seule variable X 

uniformément distribuée sur A! Dans ce cas, Ia méthode du rejet n'est pas du tout 

envisageable. 

Pour simuler une variable aléatoire dorm4iment distribuée sur un sous-ensemble 

ouvert et borné A de IRd, Vapproche proposée par Smith (1984) consiste à générer une 

suite de points (xn; n 2 O), en choisissant zo arbitrairement dans A et en appliquant 



ensuite la procédure suivante pour tout n 2 1: une dzmctzon est d'abord choisie 

aléatoirement selon la loi unifonne sur la sphère de rayon 1 centrée à l'origine; le 

point xn+l est ensuite choisi aléatoirement, selon la loi uniforme sur {z E A : z = 

x, + AOnc1 pour un certain X E IR), c'est-à-dire su. la partie de la droite passant par 

xn et xn +On+, qui est située dans A. Smith (1984) montre que si (X,; n 2 0) représente 

la suite depoints aléatoires que l'algorithme génère, alors la loi asymptotique du point 

X, est la loi uniforme sur A. 

Cette prenii'ere version de l'algorithme fut plus tard généralisé par Béisle, Romeijn 

et Smith (1993) pour permettre la simulation d'une Ioi absolument continue par rapport 

à la mesure de Lebesgue sur un sous-ensemble ouvert et borné de E t d .  Ces auteurs 

donnent aussi la possibilité d'utiliser une mesure de probabilité arbitraire v sur la 

sphère unité pour choisir les directions. La convergence de l'algorithme est alors établie 

sous certaines restrictions sur v et sous la condition que la densité f de la loi cible 

soit bornée, positive partout sur A, et continue presque partout sur A. Plusieurs de 

ces contraintes hirent plus tard relachées dans Bélisle (1998a) et Diaconis et Freedman 

(1998), pour ainsi permettre l'application de l'algorithme à un plus vaste éventail de 

lois. 

2.3.2 Description de l'algorithme 

Soit Sd la sphère unité centrée à 170rigine, c'est-à-dire Sd = {O E E t d  : llOll = 1)) où 

I I  - I I  représente la distance euclidienne, et soit u une mesure de probabilité arbitraire sur 

(Sd, BSd), que nous appellerons la loi des directions. Denotons a m i  par el, e2' ed 

les vecteurs de la base canonique de IRd' c'est-à-dire les vecteurs 

respect ivement. 

Étant donnés un point de départ Q ;co Rd arbitrairement choisi, l'algorithme hit- 

and-nui génère itérativement une suite de points XI, xzy ... dans IRd, en suivant les 

étapes suivantes pour passer de xn à xn+l, n 'I: 0: 



Étape 1 : choisir une direction Bnti sur Sd selon la mesure de probabilité v; 

Étape 2 : choisir aléatoirement un L+l E B distribué selon la densité 

Étape 3 : poser z,+i = xn + L.+l&+i- 

Remarquons que si X est une variable aléatoire de loi T, dors la fonction f(z,e) ( - ) 
n'est qu'une reparamétrisation de la densité conditionneIle de X étant donné que X 

est située sur la droite passant par x et x+B, c'est-à-dire étant donné que X E L,,,+e = 

{X + AB; X E W). 

Tout comme les autres algorithmes que nous avons présentés jusqu'à maintenant, 

l'algorithme hit-and-run définit une chaine de Markov (Xn; n 2 O) dont le noyau 

rnarkovien possède comme loi stationnaire la mesure de probabilité K. Lorsque v est la 

loi uniforme sur {el, ---, ed), lYaigorÏthme hit-and-run n'est autre que I'échantillonneur 

de Gibbs avec mises à jour aléatoires appliqué à r. Lorsque v est la loi uniforme sur 

(Sd7 &) et que a est la loi uniforme sur un sous-ensemble borné et ouvert A de !Rd7 

nous retrouvons l'algorithme proposé par Boneh et Golan (1979) et Smith (1984). Ce 

cas particulier est maintenant parfois appelé hypersphem dimctions hit-and-7un algo- 

rithm ou plus simplement, HD algorithm. Lorsque ?r est la loi uniforme sur A et que v 

est la loi d o r m e  sur {el, ..., ed), l'algorithme est parfois appelé coordinate directzons 

hzt-and-run algorithm, ou plus simplement, CD algorithm; pour plus de détails sur ces 

deux derniers cas particuliers, voir Berbee et COU. (1987) et Bélisle et coll. (1998). 

Pour certains x E Rd et 0 E Sd7 il se peut que la fonction f(z,e) ne soit pas une 

densité bien définie sur W, c'est-à-dire que SR f ( x f r 6 )  dr E { O ,  oo) . On peut par contre 

montrer, en suivant un développement similaire à la démonstration du théorème 2.1, 

que pour tout 0 E Sd, 

Pour éviter toute complication avec ces densités mal définies, nous imposerons une 

condition à la mesure de probabilité a; cette condition est une simple généralisation 



de la condition G de la section 2.1.3, et elle a pour but d'éliminer le même genre de 

situations problématiques que nous y avons décrit. 

Condition HR: Il existe une version f de la densité de x telle qae: 

1) l'ensemble X = {x E Etd : f (x) > 0) est ouvert; 

2) p a r  tovt 9 E Sd et  pour tout z E X, O < SR f (3: + T B )  dr < oo. 

Encore une fois, Ia phpart des mesures de probabilité absolument continues par 

rapport à la mesure de Lebesgue que l'on retrouve en pratique satisfont la condition 

HR. Nous supposerons donc à partir de maintenant que la condition HR est toujours 

satisfaite par T,  que l'algorithme est défini à l'aide d'une densité f satisfaisant les points 

1 et 2 de la condition HR, et que le point de depart de l'algorithme hit-and-run est 

toujours choisi dans X. 

2.3.3 Stationnarité de .~r 

Pour tout 6 f Sd7 posons 

P(8. n) (xt A) = X 1~ (X + Xe) f(z, el (A) dA, z E X, A E &. 

Grâce à la condition HR, la fonction P(e,rrl(x, - )  est une mesure de probabilité sur 

(X, &) pour tout (2, 0) E X x Sd, et la fonction P(. ,,) ( - , A) est mesurable par rapport 

à la a-algèbre produit Lis, x Bx pour tout A E Bx. Pour tout 0 E Sd, P [ O , ~ )  ( - , - ) est 
donc un noyau markovien bien défini s u .  (X, Bx). 

Chaque itération de l'algorithme bit-and-run consiste donc à choisir d'abord aléa- 

toirement un noyau markovien P(*, ,) à l'aide de la mesure de probabilité v sur (Sd, &) 

et à l'utiliser ensuite pour effectuer la transition de X, = xn à Xn+l, n 2 O. Le noyau 

markovien P(w,rr) régissant ces transitions est donc la moyenne des noyaux markoviens 

(&J, e E Sd) pondérée selon la mesure de probabilité v: 



Le f i t  que la fonction P<. ,,)( - , A) soit mesurable pour tout A E & par rapport à la 

o-algèbre produit Bs, x Bd permet la définition d'un tel noyau. 

Le prochain théorème montre que pour tout 0 E Sd, le noyau P(e,,) est réversible 

par rapport à la mesure de probabilité r, ce qui implique aussi que T est stationnaire 

pour PCe3 ,) quel que soit 0 E Sd (voir section 2.2.3). 

Théorème 2.12. Povt tout 9 E S,, le noyau markouien P(e,,) est réuers2bble par rap- 

port à K. 

Démonstration. Fixons 6 E Sd. Pour tous x, y E X, posons Lz,zte = {x+X0; X E HP) 

Remarquons que si z et y sont tels que y E Lz,zie, alors (y - x)/[[y - X I  1 = 0- Pour tout 

x E X, dénotons maintenant par pe(z ,  - ) la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur 

L ,  ,+O vue comme mesure sur (IRd, Bd).  La fonction po( - , - ) est ainsi un noyau sur 

(EZd,  Bd) .  Définjssons maintenant la mesure 9 sur (IRd x R', Bd x Bd) par 

Pour tous A, B E Bx, le noyau P(e,r) satisfait alors 

La dernière égalité se justifie à l'aide d'une version généralisée du théorème de F'ubini, 

que l'on retrouve notamment dans Billingsley (1995, page 241). Puisque y E L,, ,+e si 

et seulement si x E Ly, y+8, la fonction Mzy, satisfait 

La fonction f (x) f (y)/Mz,, est ainsi symétrique en x et y. Pour prouver la réversibilité 

de P&) par rapport à n, c'est-à-dire pour montrer qu'on peut remplacer l'ensemble 



A x B par B x A sans changer la valeur de l'intégrale (2.24), i1 sutnt maintenant de 

montrer que q5(A x B) = $(B x A) pour tous A, B E Bd, c'est-à-dire que le noyau po 

est réversible par rapport à la mesure de Lebesgue p. 

Posons maintenant A = { (x7  y) E IEd x IRd : y E Lz,z+e}, et pour tous A, B E Bd7 

AAPB = {(x, y) E A x B : y E (on peut facilement montrer que ces ensembles 

sont tous dans Bd x Bd). Puisque la mesure q5 accorde une mesure nulle à l'ensemble 

A = ((5, y) E IRd x Rd : y $ Lx,x+B) et que AAVB = A n (A x B), nous avons 

$(A x B) = $(AAss). Maintenant, puisque y E Lz,,e implique que x E LYry+ les 

ensembles ilarB et ABrA = {(x, y) E B x A : y E L,x+o) sont exactement identiques, 

et donc @(AA, B) = +(AeTa). Finalement, puisque ABVA contient les mêmes éléments 

que B x A sauf pour un ensemble de points de Rd x Ikd de mesure $ nulle, nous avons 

q5(As, a) = @(B x A), et donc @(A x B) = q5(B x A). m 

Le noyau markovien P(v,,) étant une moyenne pondérée de noyaux markoviens 

réversibles par rapport à r, il est lui-même réversible par rapport à T. En effet, pour 

tous A, B E BdT il satisfait 

où le changement de l'ordre d'intégration de (2.25) et (2.26) est justifié par le théorème 

de Fubini- 

Puisque la réversibilité de PCV,* par rapport à r implique que ?r est stationnaire 

pour P(v, ,), il su&a maintenant que P(u,,) soit T-irréductible et apériodique pou. qu'il 

satisfasse kt,,,, 1 ,) (x, - ) - a( ) 1 1 pour ~r-presque tout z E X .  Nous verrons à la 

prochaine section que sous ces conditions, nous avons en fait limIL+OO [G,,,(x, O )  - 
r(-)II  pour tout x EX. 



D- cette sont présentées des conditions nécessaires et s~£Esantes pour 

assurer que le nopu  markovien P(vl,l soit apériodique et récurrent au sens de Harris, 

lorsque la loi la condition HR. Tous les résultats présentés ici sont dhontrés 

dans Bélisle, Romeijn et Smith (1993) et Békle (1998a). Mentionnons que les résultats 

de la section 2-1 s~ la convergence de l'échantillonneur de Gibbs en étaient en fait des 

cas particfiem. ~ o u s  débutons par une généraJisation du concept de communication 

entre 1 s  compos~tes connexes de l'ensemble ouvert X. 

Définition 2.4. Çoit U et V ,  deux composantes c o ~ l ~ l e x e ~  de X. NOUS dirons que V 

est accessible à de CT (par rapport  à la mesure de probabilité u), et nous écrirons 

simplement u + f, s'il existe un entier m 2 1 et une suite de composantes connexes 

de X, disons CI = Wo, Wi, ..-, Wm-i, W, = V, tels que pour tout j E (1, ..., m), il 

e ~ ç t e  un E wj-{ et un 0 E Supp(v) satisfaisant 

Lomque (I + I/ sera satisfaite par toute paire de composantes connexes (II, V) de X, 

nous dirons que les. composantes connexes de X communiquent par  rapport à la mesure 

de probabilité v . 

Gbm&nquement, le fait que (2.27) soit satisfaite par deux composantes connexes 

Wl et W2 de x polir un certain x E Wl et un certain 0 E Supp(v) signifie que la droite 

passant par a: et 5 + 6 traverse la composante connexe W2. Si tel est le cas, le fait 

que w2 soit ouvw et que 0 soit contenu dans le support de v implique qu'il existe un 

voisinage C de 8, @vec v(C) > O, tel que P(d1,)(x, Wz) > O pour tout 8 E C, et donc 

que p(Y13(z7 w2) 7 0. Finalement, le fait que Wl soit aussi ouvert implique qu'il existe 

nécessairement un B E a avec B C tel que P(,r) (Y, W2) > 0 POUT tout Y E B. 

La communication (par rapport à v) des composantes connexes de X est clairement 

nécessaire pour que la chaîne de Markov (X,;n 2 0) puisse passer d'une composante 

connexe à une aufie, et ainsi visiter avec probabilité positive n'importe quel sous- 

A E @. Pans le cas où u est la loi uniforme sur {el, ... , ed), c'est-à-dire dans 



le cas de I'échantillonneur de Gibbs, la communication des composantes connexes était 

aussi suttisante pour que le noyau Pz soit T-irréductible. Lorsque u est arbitraire, il 
y a un deuxième aspect important à considérer en vue d'obtenir la R-irréductibilité. 

Le prochain exemple montre qu'à l'intérieur d'une composante connexe U de X, la 

chaîne de Markov (X,; n > O) de l'algorithme hit-and-nui ne peut pas nécessairement 

se déplacer librement; plus précisément, il montre que si z E U et A E B&, alors il 

n'existe pas nécessairement un entier n 2 0 tel que P& (z, A) > 0. 

Exemple 2.4. Supposons que * soit la loi uniforme sur X, le carré unité ouvert de IR2. 

Supposons aussi que v soit la mesure de probabilité sur (Sd, Bs,) définie par ~((0, 1)) 

= ~((0, - 1)) = 1/2. La mesure de probabilité u ne permettant que des déplacements 

parallèles & la droite passant par (0, 1) et (O, -1), la chahe (X,;n 2 0) définie par 

l'algorithme hit-and-nui ne quittera jamais, avec probabilité 1, la droite L,,? 1) , où 
xo est le point de départ choisi. Pour tout ensemble A E B$ tel que A ~ { x ~ + X ( O ,  1); X E 

W) = 0, le noyau P(,,) satisfera alors ,) (xO, A) = O pour tout n 2 1. Il s'ensuit 

que le noyau P ( ,  ,) n'est pas r-irréductible. 

La communication entre les composantes connexes de X n'est donc pas suEsante 

pour assurer la T-irréductibilité de P(v,,). Il est aussi nécessaire qu'à l'intérieur d'une 

composante connexe donnée U, tous les sous-ensembles mesurables contenus dans U 

soient accessibles à partir de n'importe quel x E U. Dans le cas de I'échantillomeur de 

Gibbs, cette condition était automatiquement respectée (voir le théorème 2.3), puisque 

les déplacements de la chaîne de Markov qu'il définit peuvent se faire dans les d di- 

rections. Si nous imposons une restriction à la mesure de probabilité u de telle sorte 

que les déplacements de {X,, n 2 O) puissent se faire dans les d directions, alors cette 

condition sera satisfaite. Ceci nous mène à la définition suivante. 

Définition 2.5. La mesure de probabilité v est dite à pleine dimension si son support 

n'est pas contenu dans un sous-espace linéaire de IRd de dimension inférieure à d. 

En d'autres termes, le f8it que la mesure de probabilité v soit à pleine dimension 

signifie qu'il existe un ensemble de d vecteurs (O1, ..., Bd), tous contenus dans Supp(v) , 
tel que {O1, ..., Od) est une base vectorielle pour R t d  (i.e. pour tout x E Etd, il existe des 

nombres réels non tous nuls al, ..., a d  tels que alel + - - - + adOd = x). Dans le cas de 



l'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour aléatoires, la condition de la définition 2.5 

était toujours satisfaite, puisque le support de v était la base canonique de Rdpd. 

Lorsque X est un ensemble connexe, le fait que la mesure de probabilité v soit à 

pleine dimension est une condition nécessaire et s f i a n t e  pour que le noyau markovien 

P(,,) soit r-irréductible. Dans le cas où X possède plus d'une composante connexe et 

que v est à pleine dimension, le noyau P(u,3 est ?r-irréductible si et seulement si nous 

ajoutons l'hypothèse que les composantes connexes de X communiquent par rapport 

à la loi Y. Ces conditions sont aussi nécessaires et mfbantes pour que ?r soit l'unique 

loi stationnaire de P&, ,) et pour que ce dernier soit apériodique. Le théorème suivant, 

démontré dans Bélisle, Romeijn et Smith (1993) et Bélisle (1998a) résume ces résultats. 

Théorème 2.13. Le noyau markovien P(,,) est r-irréductible et apé+iodique et n est 

l'unique loi stationnazre de P(u,,) si et seulement si les deux conditions su2uantes sont 

satisfaites: 

1) la mesure de probabilité u est à pleine dimension; 

2) les wmposantes connexes de X communiquent par rapport à v. 

Lorsque le noyau P(w,,) est ?r-irréductible, il est aussi récurrent puisque T est une 

loi stationnaire pour P(uI ,) (voir les théorèmes 1.4 et 1.5). En vertu du théorème 1.7, 

nous pouvons conclure que pour T-presque tout x E X, 

Dans le cas de I'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour séquentielles, le fait que 

la mesure de probabilité P,(x, - )  soit absolument continue par rapport à ?r pour tout 

x E X permettait d'affirmer que le noyau P, était également récurrent au sens de 

Harris et donc qu'en fait, la convergence dans (2.28) avait lieu pour tout x E X. Dans 

le cas de l'algorithme hit-and-=, lorsque la mesure de probabilité v est absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Sdy &Ji la mesure P(,,) (x, - ) 
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (X, Bx) pour tout 

x E X (voir Bélisle, Romeijn et Smith, 1993, section 3). Lorsque v n'est pas absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Sd, la mesure de probabilité 



P(,,)(x, - )  possède une partie singulière par rapport à la mesure de Lebesgue sur 

(A!, f i);  en particulier, dans le cas de l'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour 

aléatoires, la mesure de probabilité P:(x, - ) est singulière par rapport à la mesure de 

Lebesgue, pour tout x E X. En &et, pour tout x E X, la mesure PG(x, - ) accorde 

toute sa masse à l'ensemble {y E X : yj  = xj, j # 1) U - - - U {y E X : yj = x i ,  j # d), 

c'est-à-dire l'ensemble constitué des d droites pardè1es aux axes et passant par x. 

Cependant, Bélisle, Romeijn et Smith (1993, proposition 1) montrent que si v est 

n'importe quelle mesure de probabilité à pleine dimension sur (Sd , BSd) y alors pour tout 

z E X, les décompositions de Lebesgue des mesures de probabilité (yvr3(x, - ); n 3 O) 

par rapport à la mesure de Lebesgue, c'est-à-dire 

sont telles que: 

i) G ( x ,  X) > O pour tout n 2 d; 

iï) limndoo P&(x, X) = 1. 

Puisque n est une mesure équivalente à la mesure de Lebesgue sur (X, Bx) , ce résultat 

est aussi valide si l'on considère plutôt les décompositions de Lebesgue des mesures 

(P;, ,) (x, - ) , x E X, n 2 1) par rapport à K. En vertu du théorème 2.5, lorsque le 

noyau P(,,) est r-irréductible, il est aussi récurrent au sens de Harris. Ceci nous permet 

de conclure: 

Théorème 2.14. Soit r une mesure de probabilité sur (Etd, Bd) : absolument continue 

par rapport à la mesure de Lebesgue, satisfaisant la condition HR. Soit v une mesure 

de probabzlité sur (Sd, BsJ. Dénotons par P(v,Ii) le noyau markouien de l'algorithme 

hzt-and-run appliqué à n et utilisant v comme loi des dinxtions. Supposons finalement 

que v soit ù pleine dimension, et que les composantes connexes de 1 'ensemble X (de la 

condition HR) cornmuniquent par rapport à v. Alors pour tout x E X, 



Chapitre 3 

Vitesse de convergence et 

ergodicité géométrique 

Au chapitre 2, nous nous sommes attaxdés aux conditions que doivent satisfaire 

la loi cible n et son support (et le noyau Q dans le cas de l'algorithme de Hastings) 

pour que les algorithmes de simulation markovienne qui y sont décrits définissent une 

chaîne de Markov (X,; n 2 O) dont la loi de X, converge en variation totale vers R. 

Cependant, nous n'avons encore vu aucun résultat permettant d'évaluer la vitesse à 

laquelle elle a lieu. 

Supposons que P soit le noyau markovien d'une chaîne de Markov (X,;n 2 0) 

définie par un dgorithme de shdation markovienne, utilisé dans le but de simuler 

une variable aléatoire de loi T. Évidemment, ce qui sera effectivement simulé n'est pas 

la chaine (X,; n 2 O) mais plutôt une portion de celle-ci, disons les k + 1 premières 

variables, c'est-à-dire (X,; O 5 n 5 k). Puisque l'objectif est de pouvoir considérer Xk 

comme une variable aléatoire de loi r, il est naturel de choisir l'entier k en Fonction de 

la distance (en variation totale) entre la vraie loi de Xk et la loi cible r. Par exemple, 

si une distance en variation totale d'au plus E > O entre la loi de Xk et ?r est jugée 

acceptable (en ce sens que cette distance est si petite que l'on peut, à toutes fins 

pratiques, considérer que Xk est effectivement distribuée selon ir), il suffit alors de 



choisir k comme étant un entier satisfaisant 

où xo est L'état initial choisi pour l'algorithme, et de simuler ensuite la chaîne (X,; n 2 

0) juçqu'à Xk. Évidemment, cette stratégie requiert l'évaluation de 1 [P(zo, - ) -n( - ) 11, 
ce qui est généralement impossible en pratique si P ne satisfait pas certaines conditions. 

La vitesse de convergence de P ( x ,  - ), x E Ey vers a est un aspect pratique im- 

portant de la simulation markovienne- Comme nous le verrons pIus loin, il est possible 

de construire des exemples de lois n pour Iesqueb certains algorithmes appliqués à R 

définissent un noyau markovien P dont la convergence en variation totale de P ( x ,  - ) 
vers T est extrêmement lente quel que soit 3: E E. Dans ces cas, la loi de la demière 

variable de (X,; O 5 n 5 k) peut être très différente de T, même lorsque k est un très 

grand entier. 

Dans le présent chapitre: nous nous intéressons entre autres à cet aspect. Nous 

présenterons d'abord quelques résultats importants portant sur la vitesse de conver- 

gence et les méthodes permettant d'évaluer celleci dans un contexte général, c'est- 

à-dire lorsque P est un noyau qui n'est pas nécessairement défini par un algorithme 

de simulation. Nous discuterons ensuite de cet aspect dans le contexte précis de la 

simulation markovienne. Nous aborderons aussi un autre sujet très lie à la vitesse de 

convergence: le comportement asymptotique de la moyenne a, = (n + 1)-' x:Lo g(Xi) 

où (X,; n 2 0) est une chaîne de Markov et où g est une fonction réelle mesurable. Les 

deux premières sections peuvent être vues comme un complément au chapitre 1. 

3.1 Ergodicité géométrique 

Étant donné un noyau markovien P défini sur un espace mesurable (E, E) avec loi 

stationnaire 7~ tel que [IP"(x, - )  +-)Il -t O pour tout x E E, il est généralement très 

difficile, voire impossible, d'évaluer 



Dans cette section, nous étudions une certaine classe de noyaux markoviens que l'on 

appelle les noyaux markoviens géométriquement qodipues; pour ces derniers, il est 

possible de calculer des bornes supérieures pour (3.1) quels que soient x E E et n 1 1. 

Nous verrons aussi que ces noyaux possèdent p1usiet.m autres propriétés intéressantes. 

Nous débutons par quelques définitions. 

Définition 3.1. Un noyau markovien P défini sur un espace mesurable (E, E) est dit 

ergodkpe s'il existe une mesure de probabilité T telle que 

En vertu du théorème 1.6, un noyau markovien P apériodique et récurrent au sens 

de Hamis avec loi stationnaire ?r est ergodique. Selon la proposition 6.3 de Nummelïn 

(1984), l'inverse est aussi vrai: un noyau markovien P est apériodique, récurrent au sens 

de Harris et possède a comme loi stationnaire si et seulement si lim,, 1 l P ( x ,  - ) - 
T( - ) I I  = O pour tout x E E. Tous les noyaux markoviens ergodiques, et seulement 

ceux-ci, sont donc des noyaux markoviens apériodiques, récurrents au sens de Harris 

et possédant une loi stationnaire. Notons que remplacer (3 -2) par 

lim 1 1 Mn ( - ) - T( - ) 1 1 = O pour toute mesure de probabilité X sur (E, E )  
n-00 

fournit une définition équivalente de 17ergodicité. Nous poursuivons avec la définition 

d'un type d'ergodicité particulier. 

Définition 3.2. Un noyau markovien ergodique P avec loi stationnaire n est dit 

géométriquement ergodique s'il existe un réel O < p < 1 et une fonction réelle étendue 

M définie sur E satisfaisant 1 1 MI d~ < m tels que 

pour tous x E E et n 2 1. 

Lorsque P est un noyau géométriquement ergodique avec loi stationnaire T,  la conver- 

gence en variation totale de P ( x ,  - ) vers T se fait donc, pour R-presque tout x E E, à 

une vitesse géométrique. Remarquons aussi que pour un tel noyau, la convergence de 



1 IP ( - ) - ?r ( - ) 1 1 est aussi géométrique pour toute mesure de probabilité X sur (E, E)  
satisfaisant X(IM1) = 1 MI dA < m. En effet, (3.3) implique que 

pour tous n 2 1, x E E et A E E. En intégrant ensuite les trois termes par rapport à 

la mesure A, nous obtenons 

pour tous n 2 1 et A E &, et en prenant finalement Ie supremum sur A E &, nous 

obtenons 

I lwn( - )  -a(-)Il 5 XWP" 
pour tout n 2 1- Le prochain théorème présente une condition nécessaire et sunisante 

pour qu'un noyau markovien ergodique soit en fait géométriquement ergodique. Sa 

démonstration est présentée entre autres dans Meyn et Tweedie (1993, chapitre 15). 

Nous avons cependant besoin d'une définition supplémentaire avant de l'énoncer. 

Définition 3.3. Soit P un noyau markovien défini sur un espace mesurable (E, E) - 
Supposons que P soit pirréductible pour une certaine mesure a-finie p. Un ensemble 

C E E tel que p(C) > O est appelé un ensemble petit pour P s'il existe un entier m 2 1, 

un réel p > O et une mesure de probabilité v sur (E, E) tels que 

Tout ensemble mesurable A E E tel que rp(A) > O possède au moins un sous- 

ensemble petit pour un noyau markovien cp-irréductible P (voir Nummelin, 1984, page 

19). Notons que la mesure v de (3.4) est nécessairement une mesure d'irréductibilité 

pou. P. En effet, puisque P est cp-irréductible par hypothèse, il possède une mesure 

d'irréductibilité maximale, disons 11.. Puisque u(A) > O implique que P ( x ,  A) > O 

pour tout x E C et que p(C) > O implique que @(C) > O, le sous-ensemble A satisfait 

nécessairement @(A) > O (revoir les propriétés #une mesure d'irréductibilité maximale, 

page 21). Finalement, $(A) > O implique que pour tout x E E, il existe un entier no 

tel que P O ( x ,  A) > 0. 

Pour que P soit géométriquement ergodique, il faut et il suffit  que l'un des ensembles 

petits pour P satisfasse la condition suivante: 



Théorème 3.1. Soit P un noyau rnarkovien défini sur un espace mesumble (E,  &). 

Supposons que P soit cp-zwéductibte pour une certaine mesure p. Alors P est géomé- 

triquement ergodique si et seulement s'il existe un ensemble petZt C E E ,  une fonction 

réelle V : E + [l, oo) et deux wnstantes a < 1 et b < w t ek  que 

Une fois qu'un noyau markovien P a été reconnu comme étant géométriquement 

ergodique, iI est possible d'identifier une fonction M et un réel p tek que (3.3) est 

satisfaite (voir par exemple Meyn et Tweedie, 1994); en fait, ceux-ci peuvent être 

calculés à partir des réels a et b et de la fonction V de (3.5)' ainsi que de l'entier m et 

du réel ,@ qui font que (3.4) est satisfaite par l'ensemble petit C de (3.5). Toutefois, ces 

bornes géométriques sont assez complexes à déterminer; pour cette raison, nous n'en 

discuterons pas davantage dans ce mémoire. Une autre condition suffisante assurant 

l'ergodicité géométrique d'un noyau markovien P est énoncée dans Tierney (1994, 

proposition 1) et Chan (1993, théorème 2.1). Nous passons immédiatement au cas 

particulier où la fonction M de (3.3) peut être choisie bornée; le noyau markovien P 

est alors dit uniformément ergodique et le calcul de bornes supérieures pour 1 I P ( x ,  - ) - 
T ( - ) I l ,  n 2 1, x E E se simplifie beaucoup. 

Définition 3.4. Un noyau markovien ergodique P avec loi stationnaire .rr est di t  uni- 

formément ergodipe s'il existe un O < M < oo et un O < p < 1 tels que 

pour tous x E E et n > 1. 

Certains auteurs définissent un noyau markovien uniform6ment ergodique comme 

étant un noyau ergodique satisfaisant 

c'est-à-dire lorsque la convergence en variation totale de P" (z, - ) vers R est uniforme 

en x (voir par exemple Meyn et Tweedie, 1993, page 383 et Nllmmelin, 1984, page 

122). Par contre, Meyn et Tweedie (1993, page 384) montrent que dam ce cas, la con- 

vergence se fait nécessairement à une vitesse géométrique. Les défmitions d'ergodicité 



uniforme au sens de (3.6) et (3.7) sont ainsi équivalentes. Le prochain théorème présente 

une condition nécessaire et sufibante pour qu'un noyau markovien soit uniformément 

ergodique. Il fournit aussi des valeurs possibles pour M et p dans (3.6). 

Théorème 3.2. Soit P un noyau rnarkovien d é m  sur un espace mesvrable (E, E ) .  
Alors P est uniformément ergodique si et seulement s'il existe une mesure de probabilité 

v sur (E,  E ) ,  un réel p >  O et un entzer m 2 1 tek que 

Pm(xy A) 2 Pu(A) pour tous x E E e t  A E E. (3-8) 

Dans ce cas, 

où n est la lo2 stataonnaire de P .  

Une démonstration de ce théorème est disponible notamment dans Meyn et Tweedie 

(1993, page 384). La condition (3.8) est souvent appel& la condition de Doeblzn (voir 

par exemple Doob, 1953, page 192 et Meyn et Tweedie, 1993, page 391). Elle est 

aussi équivalente à la condition suivante: L'espace E est petit pour P. Remarquons 

que contrairement à la condition (3.4), la mesure v est automatiquement une mesure 

d'irréductibilité pour P, sans avoir à faire l'hypothèse que P est a prion rpirréductible. 

De plus, si (3.8) est satisfaite avec m 2 1, elle l'est aussi pour tout n > n (avec le 

même ,û et la même mesure de probabilité u) puisqu'alon, pour tout k > 1 et pour 

tout A E E, 

Le théorème 3.2 fournit donc une façon de déterminer si un noyau markovien est 

uniformément ergodique, et si tel est le cas: de calculer des bornes supérieures pour 

Pour conclure cette section, nous présentons ici trois exemples afin d'illustrer la 

théorie qui vient d'être exposée. 

Exemple 3.1. Supposons que P soit un noyau markovien sur (X, Bx), où X est un 

borélien de IRd, et que u soit une mesure de probabilité sur (X, Bx). Supposons aussi 



que les mesures v et (P(x, - ); x E X, n > 1) soient toutes absolument continues par 

rapport à la mesure de Lebesgue p sur ( X ,  Bx), avec densités h et (pn(x, - ); x E X, n 2 
1) respectivement. Par exemple, P pourrait être le noyau markovien de l'échantillonneur 

de Gibbs avec à jour séquentielles appliqué à une certaine mesure de probabilité 

?r, ou le noyau de l'algorithme hit-and-run appliqué à 7rX lorsque la loi des directions 

est absoIument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Sd, &,)- S'il existe 

un entier m > 1, un réel p > O, et une densité h sur X tels que 

alors P est dormément ergodique, puisque P satisfait la condition de Doeblin (3.8). 

Cette condition est aussi nécessaire: si P est unifornément ergodique, il existe un 

entier m 3 1, un réel /3 > 0, une densité h sur X et des versions des densités des 

mesures de probabilité ( P ( x ,  - ) ; x E X) , disons (pm(x,  - ); x E X) , tels que (3.9) est 

satisfaite. 

Par exemple, considérons le noyau markovien P de l'algorithme hit-and-run ap- 

pliqué à la loi uniforme r sur un sous-ensemble ouvert et borné X de Rd, avec u, la loi 

uniforme sur (Sd, &), comme loi des directions. On peut alors montrer que pour tout 

x E X ,  la mesure de probabilité P(,,)(x, - ) possède comme densité 

où Cd = 27rd/' / ï (d/2) est l'aire de la surface de Sd et où MZ,, est la mesure de Lebesgue 

unidimensionnelle de X n L,,,. Dénotons maintenant par Dx le diamètre de X, c'est- 

à-dire s ~ p , ~ , , ~  [lu - V I [ -  Puisque X est borné, Dx es$ fini. Pour tous x, y E X ,  nous 

avons donc 

OU encore, 

Le noyau P(,,) est ainsi uniformément ergodique, et il satisfait 

pour tous n >: 1 et x E X. O 



Lorsque P est le noyau markovien d'un algorithme de simulation markovienne, les 

mesures de probabilité ( P ( x ,  -); x E X, n 2 1) ne sont généralement pas toutes abse 

lument continues par rapport à p. C'est le cas entre autres de l'algorithme hit-and-run 

(lorsque la loi des directions n'est pas absolument continue par rapport à la mesure 

de Lebesgue sur (Sdt BSd)) et de l'algorithme de Hastings. Dans ce cas, considérons 

plutôt, pour tous x E X et n 2 1, la densité pn(x, - )  correspondant à la partie abso- 

lument continue de P ( x ,  - )  par rapport à p. Si, pour un certain m 2 1, un certain 

,û > O et une certaine densité h sur X, celle-ci satisfait (3.9), alors P est uniformément 

géométrique, puisque pour tout A E & et pour tout x E X, nous avons alors 

Nous poursuivons avec un exemple de noyau rnarkovien qui n'est pas UIilformément 

ergodique, mais qui est tout de même géométriquement ergodique. 

Exemple 3.2. Soit E = (0, 1, 2 ...) et E, la famille de tous les sous-ensembles de E. 

Considérons le noyau markovien défini sur (ET E) par 

Le noyau P est alors celui d'une marche aléatoire (X,;n 2 0) sur E qui se déplace, à 

chaque transition, d'une unité vers la gauche avec probabilité 213 et d'une unité vers 

la droite avec probabilité 113; lorsque (X,; n > 0) est à l'état 0, eue y reste au temps 

suivant avec probabilité 213 et se déplace à l'état 1 avec probabilité 1/3. 

Pour tous 2, j E E distincts, la chaîne nécessite au minimum [i - jl transitions a h  

de passer à l'état j en partant de 2. Pour tout O 5 n < li - jl le noyau P satisfait 

alors Pn(i, {j)) = 0. Il s'ensuit que P ne satisfait pas la condition de Doebh; il n'est 

donc pas uniformément ergodique. En utilisant le résultat du théorème 3.1, nous dons 

cependant montrer que P est géométriquement ergodique. 

Dénotons par $ la mesure de dénombrement sur E; celle-ci est une mesure d'irré- 

ductibilité maximale pour P. Puisque tout A E Ef contient un ensemble petit pour P 



et que $(Ci)) > O pour tout i E E, chaque état individuel {i), i E E, est un ensemble 

petit pour P. Considérons dors l'ensemble petit {O) et tentons de trouver une fonction 

V : E + (1, m) et des constantes a < 1 et b < a, telles que (3.5) est satisfaite. 

Soit 1 < 6 < 2, et posons V Q  = 6 pour tout i E E. Nous avons dors, pour tout 

00 
2 1 Ji ~ ( y )  P(Z, dy) = C B P ( ~ ,  { j ) )  = -6' 3 +- -@+L. 3 

j=O 

En posant a = (2/3)PL f (1/3)6, nous avons 

OQ 

biP(i, {j)) = as' pour tout i > 0. 
j=O 

En posant b = (2/3) (1 - t F L ) ,  nous avons maintenant 

00 

bip(i, {j}) = a s  + bl{ol(z) pour tout i E E. 
j=O 

Puisque a < 1 et b < oo, le noyau P satisfait la condition du théorème 3.1 et est ainsi 

géométriquement ergodique. On peut aussi montrer que sa loi stationnaire est la loi a 

définie sur (E, E) par 
ii-1 

~ ( { i ) )  = (i) , i E E, 

c'est-à-dire la loi géométrique de paramètre p = 1/2. O 

Notre dernier exemple montre qu'un noyau markovien ergodique P défini sur un 

espace fini est toujours dormément  ergodique. 

Exemple 3.3. Soit E = {1, ..., K), K E W et E la famille de tous les sousensembles 

de E. Dénotons par v la loi uniforme sur (E, E). Supposons que P soit un noyau 

markovien v-irréductible et apériodique, défini sur (E, E) . Ces deux hypothèses et le 

fait que E soit fini implique qu'il existe un entier k 2 1 tel que Pk(x, A) > O pour tout 

x E E et pour tout sous-ensemble non vide A E E. Posons 

6 = min pk(x,  {g}) .  
z, y e  

Nous avons dors, pour tous x, y f E, 



et donc, pour tout A E E, 

pC(z, A) 2 K6v(A) - 

Le noyau P satisfait ainsi la condition de Doeblin, et en vertu du théorème 3.2, nous 

avons 

~[P"(x,  A) -*(A)II 5 (1 - ~6)"'" 

pour tous n 2 1, x E E et A E E. O 

3.2 Comportement asymptotique des moyennes 

3.2.1 La loi forte des grands nombres 

Lorsque I'ob jectif est d'estimer certaines caractéristiques de la loi cible r, comme 

par exemple a(g) = g d?r où g est une fonction réelle mesurable, il est possible dans 

certains cas de simuler une seule chaîne de Markov (Xn; n 2 O) pour y arriver. En 

effet, sous des conditions très faibles, une loi forte des grands nombres assure que la 

moyenne 3, = (n + 1)-' x:=o g(Xi) converge presque sûrement vers a(g). Ensuite, 

sous des conditions un peu plus fortes portant notamment sur la nature de la conver- 

gence en variation totale de P ( x ,  - ) vers la loi cible ?r: un théorème limite central 

soutient que la loi de g, (centrée et normalisée convenablement) est asymptotiquement 

normale. Lorsque ce résultat s'applique, il est alors possible de calculer des intervalles 

de confiance pour ?r(g). Nous débutons par la présentation de la loi forte des grands 

nombres. 

Théorème 3.3. Soit P un noyau markovien récumnt au sens de Harris défini SUT un 

espace mesurable ( E ,  E )  , avec loi stationnaire K. Supposons que (X,; n 2 O )  soit une 

chatne de Ma~kov  avec noyau markovien P et loi initiale A. Alors pour toute fonction 

g satisfaGant ~( lg l )  = j 191 d?r < oo, 

Dans le cas 06 P est seulement ricummt, le résultat est aussi valàde, pourvu que 

A((x E E :Pz[% < W] = 1 V A  EP)) = 1, O& TA =inf{n 2 1 : Xn E A). 



Une démonstration de la loi forte des grands nombres est présentée notamment 

dans Athreya, Doss et Sethmaman (1996). Notons qu'il n'est pas nécessaire d'exiger 

l'apériodicité du noyau P pour qu'elle soit valide. 

3.2.2 Le théorème limite central 

Considérons un noyau markovien P, déhü sur un espace mesurable (E, E )  avec loi 

stationnaire T, et une fonction mesurable g : E + R. Soit (X,;n 2 O), une chaîne 

de Markov avec noyau markovien P et loi initiale K. La suite (X,;n 2 0) est alors 

stationnaire, et en particulier, les variables Xo, XI, .. . sont identiquement distribuées 

et ont pour loi a. Évidemment, sauf dans certains cas triviaux, les variables Xo, Xi, ... 

ne sont pas indépendantes, et il est donc impossible d'utiliser le théorème limite central 

classique (Le, pour les suites i.i.d.) pour conclure que la moyenne g,, lorsque centrée 

et normalisée convenablement, est asymptotiquement normale. 

Lorsque P est ergodique, cependant, la dépendance entre Xo et Xk, k 2 1, est de 

moins en moins forte, à mesure que k augmente, puisque la loi asymptotique condi- 

tionnelle de Xk étant donné que Xo = xo est toujours s peu importe xo E E. 11 en est 

de même pour la dépendance entre Xk et XMk, quel que soit n 2 O, puisque la chaîne 

(X,; n 2 0) est stationnaire. En imposant des conditions à P de telle sorte que cette 

dépendance diminue suEsamment rapidement, les variables aléatoires 

seront approximativement identiquement distri buées et indépendantes, si k est grand. 

En ce sens, il est raisonnable de croire que si la dépendance diminue assez rapidement, 

la loi asymptotique de 0, sera normale. Si tel est le cas, il sera aussi raisonnable de 

croire que la normalité asymptotique de ij, sera aussi valable lorsque la loi initiale de 

(X,; n 2 0) est arbitraire, puisque P est récurrent au sens de Harris. 

Supposons tout d'abord que P soit un noyau géométriquement ergodique, défini sur 

un espace mesurable (ET E), avec loi stationnaire s. Considérons une chahe de Markov 



(X,; n 2 O) avec noyau markovien P et loi initiaIe q et une fonction mesurable g : 

E + R. L'ergodicité géométrique de P implique qu'il existe une fonction M intégrable 

par rapport à r et un réel O < p < 1 tels que pour tous A et B E E,  

Le réel a(n) s'appelle le weficient de mélange a de Xo et Xn; il est une mesure 

de dépendance entre ces deux van-ables aléatoires (voir Robert, 1995, page 234). En 

général, une suite stationnaire de variables aléatoires (Y,;n 2 0) à valeurs dam un 

espace mesurable (E, E )  satisfaisant l h n -  a(n) = O, où 

est dite a-mélangeante. Dans le cas de notre chaîne (Xn; n 2 O), la quantité P[X, E 

A, Xo E BI - P[X, E A]PIXo E BI peut aussi sécrire SB [pn(x, A) - a(A)] a(dx) et 

l'ergodicité géométrique de P implique donc que a(n) converge vers O à une vitesse 

géométrique. Le  résultat suivant nous permettra d'établir un théorème Limite central 

P O U  07%- 

Théorème 3.4. Soit (Y,;n 2 0 )  une suite stationnaire de variables aléatoiîes à va- 

leurs dans un espace mesurable (E,  &), chacune de ces variables ayant pour loi r. 

Supposons que (Y,; n 1 O )  soit a-mélangeante, c'est-à-dire que 

converge vers O lorsque n -, oo. Si g : E -, R est une fonction mesurable telle que 

et que, pour ce 

alors 

est absolument 

r(lgI2+€) c m pour un certain 

même E, 
00 

convergente et non dqatave. De plus, 

06 N ( 0 ,  09) représente la loi nonnale de moyenne O et  de variance O:. 



Signalons que dans le cas où 3 = O, le résultat est toujours valide POLUVU que N(0, O) 

soit interprétée comme étant la mesure de Dirac en O- C'est ce que nous ferons dans 

tout le restant de cette section- 

Le fait que le noyau P de notre chaîne stationnaire (X,; n 2 0) soit géométrique- 

ment ergodique assure que la condition (3.13) est toujours respectée, quel que soit le 

E > O choisi dans la condition (3.12). Remarquons que lorsque oz est bien définie et 

finie, c'est-à-dire lorsque la série Cov[g(Xo) , g(Xk) 1 converge absolument, dors 

la variance asymptotique de a, c'est-à-dire 

est aussi bien définie et f i e ,  et sa valeur coïncide avec celle de cri. Il est en effet possible 

de montrer, à l'aide de techniques d'analyse mathématique simples, que 
n 

implique que 
n 

Nous allons maintenant voir que dans le cas d'un noyau uniformément ergodique, 

le E de (3.12) peut être choisi nul, et il n'est pas nécessaire de vérifier une condition 

similaire à (3.13). Considérons donc le cas où (X,; n 2 0) est une chaîne de Markov 

avec noyau markovien P uniformément ergodique, avec loi initiale a, cette demière 

étant stationnaire pour P. Dans ce cas, il est aisé de constater que P et ?r satisfont 



pour certains réels M > O et O < p < 1. Notons que a(B)-l JB ? r ( d x ) P  (x, A) n'est 

que la probabilité conditionnelle P[X, E AIXo E BI lorsque r (B)  > O. Le réel <p(n) 

s'appelle le coeficient de me7ange p et est une mesure de dépendance entre Xo et X, 

plus forte que a(n), en ce sens que si p(n) -, O, alors a(n) + O aussi. En général, une 

suite stationnaire de variables aléatoires (Y,; n 2 0) à valeurs dans un espace mesurable 

(E, E) satisfaisant Lmn-, <p(n) = O, où 

et où Ef = {A E E : P& E A] > 0);  est dite p-meTangeante (voir Robert, 1995, page 

236). En vertu du prochain théorème, le fait que (X,; n 1 0) soit pmélangeante est 

sufiisant pour déduire la normalité asymptotique de fi[& - r ( g ) ] ,  lorsque g est une 

fonction réelle menirable telle que g2 < m. 

Théorème 3.5. Soit (Y,;n 3 O )  une suite stationnaire de variables aléatoires à. ua- 

leurs dans un espace mesurable (Et E) ,  chacune de ces variables ayant pour loi K. 

Supposons que (Y,; n 2 O )  soit p-mélangeante, c'est-à-dire que 

converge vers O lorsque n -, m. Si 

alors pour toute fonction mesurable g : E + W telle que T ( ~ * )  < m ,  O: est bien défnze, 

non négative et  finie. De plus, 

Ce théorème est démontré notamment dans Billùigsley (1968, page 184). Selon 

Tiemey (1995, page 67), une chaine de Markov stationnaire (X,; n > O) avec noyau 

markovien P et loi initiale 7r est cpmélangeante à une vitesse géométrique si et seule- 

ment si P est uniformément ergodique. 

Attardons-nous maintenant au cas où (&;n 2 0) est une chaine de Markov avec 

noyau markovien P, mais avec loi initiale dinérente de r. Selon la proposition 17.1.6 de 



Meyn et Tweedie (1993, page 415), si une chaine de Markov avec loi initiale X et noyau 

markovien P récurrent au sens de Barris et avec loi stationnaire T, satisfait, pour une 

certaine fonction g : E + W, 

alors toute chaîne (X,; n 2 0) avec noyau markovien P et loi initide arbitraire satis- 

fait aussi (3.16), avec la même fonction g et le même oz. Nous pouvons maintenant 

conclure: 

Théorème 3.6. Soit P un noyau ma~kouien géométn'quement ergodiqire, dé@ sur 

un espace mesurable (E, E) . Dénotons par r son unique loi statzonnai~e. Soit (X,; n 2 
O) une chaîne de Markou avec noyau markouien P et  loi znit2ale A. Posons O: = 

Var, [g(Xo)] + 2 Cg, Cov, [g(Xo), g(Xk)], OU 1 'indice ?r de Var, et de Cov, indique 

que la variance et les covariances sont calculées sous l'hypothèse que X = T. Alors, 

pour toute fonctzon réelle mesu~able g telle que 1 Ig12+€ d~ < w pour un certain E > 0, 

O: est bien dé f i i e  et O 5 a: < m. De plus, 

lorsque n + W. Si P est uniformément ergod2que, le résultat est aussi valide pour toute 

fonction g satisfaisant a(gZ) c oo. 

Mentionnons que le théorème b i t e  central peut être valide sous d'autres condi- 

tions que celles du théorème 3.6. Pax exemple, Roberts et Rosenthal (1998a) montrent 

que dans le cas où P est géométriquement ergodique, (3.17) est valide pour toute fonc- 

tion g telle que r(g2) < oo, pourvu qu'on ajoute l'hypothèse que P est réversible par 

rapport à ?r. Cette hypothèse est satisfaite par le noyau markovien de plusieurs al- 

gorithmes de simulation markovienne, comme par exemple l'échantillonneur de Gibbs 

avec mises à jour aléatoires, l'algorithme de Hastings et l'algorithme hit-and-run. Elle 

n'est cependant pas toujours satisfaite pour l'échantillonneur de Gibbs avec mises à 

jour séquentielles. Aussi, Kipnis et Varadhan (1986) montrent que sous la seule hy- 

pothèse que P est @réductible pour une certaine mesure 9, apériodique et réversible 

par rapport à une mesure de probabilité, disons r, dors (3.17) est valide pourvu que 

r ( g 2 )  < w et que ai soit bien définie et  finie. Par contre, cette dernière condition sur 



a: est généralement ciifficile à vérifier; lorsque P est géométriquement ergodique, elle 

est automatiquement satisfaite. Pour d'autres conditions sous lesquelles le théorème 

Limite centrai est valide, on peut consulter entre autres Nummelin (1984) et Tierney 

(1994, 1995). 

3.3 Vitesse de convergence de l'algorithme 

hit-and-run 

Nous discutons ici de la vitesse de convergence et de l'ergodicité géométrique de 

l'algorithme hit-and--- Nous reprenons donc la notation de la section 2.3: la loi 

cible T est une mesure de probabilité sur (Etd, Bd), absolument continue par rapport à 

la mesure de Lebesgue p. La mesure de probabilité sur (Sd, BSd) servant à choisir les 

directions avant chaque itération est notée v. Finalement, nous supposerons toujours 

(sans le mentionner) que la version de la densité de T utilisée pour définir le noyau 

rnarkovien P(v,,) de l'algorithme hit-and-run associé à T et v satisfait la condition HR. 

3.3.1 Convergence lente de l'algorithme hit-and-run 

Lorsqu'aucune condition n'est imposée à la loi cible T ou à son support, la vitesse 

de convergence de Pt, ,)  (x, - ) vers ?r peut être extrêmement lente. Nous verrons ici 

que pour toute mesure de probabilité v à pleine dimension, il est toujours possible de 

construire une mesure de probabilité a sur (Etd, Bd) telle que le noyau markovien P(,,) 

associé à ?r et v est ergodique, mais aussi telle que la convergence de 11%. ,) (x, - ) -?r( - ) II 
vers O est aussi lente que désirée, et ceci, quel que soit x E X. Le théorème suivant est 

démontré dans Bélisle (1998a, 1998b). 

Théorème 3.7. Soit v une mesure de probabilité à pleine dimension sur (Sd, LJSd). 
Soit (6,; n 2 1)  une suite de nombres réek positifs telle que b, -r O lorsque n + oo. 

Alors 2l existe une mesue de pmbabilitér sur (Rd, Bd) telle que le noyau de l'algorithme 



hit-and-run associé à u et a sur (X, Bx) satisfait 

mais pour lequel il existe un entier no > 1 tel que 

sup 1 P ~ , c l ( x ,  A) - *(A) 1 > b, pour tous x E X et n > no. 
AEBx 

Étant donnée une suite de nombres réels (b,;n 2 1) telle que 6, + 0, une loi 

*pathologiquen a satisfaisant (3.18) et (3.19) n'est pas nécessairement complexe; cela 

dépend de la nature de la mesure de probabilité u, Par exemple, considérons Ie cas où 

la mesure de probabilité v est à pleine dimension -et possède la propriété suivante: il 

existe un sous-ensemble ouvert I' de Sd satisfaiSant u(r u (4')) = O, où -r = {O E Sd : 

-0 E r). On dit d'une teile loi u que son support possède un trou symétripe. Bélisle 

(1998a) montre que si u est une loi à pleine dimension dont le support possède un trou 

symétrique, dors la mesure de probabilité T du théorème 3.7 peut toujours être choisie 

comme étant la loi uniforme sur un sous-ensemble ouvert, borné et connexe de Rd. La 

loi uniforme sur les vecteurs de la base canonique (el, ..., ed) étant un exemple de loi à 

pleine dimension sur (Sd, BSd) dont le support possède un trou symétrique, ce résultat 

s'applique notamment k 17échantillonneur de Gibbs avec mises à jour aléatoires- Selon 

Bélisle (1998a), il s'applique également à l'6chant~onneu.r de Gibbs avec mises à jour 

séquentielles. 

Lorsque u est une mesure de probabilité à pleine dimension arbitraire, la mesure 

de probabilité pathologique ?r ne peut pas toujours être choisie comme la loi uniforme 

sur un sous-ensemble ouvert et borné. Par exemple, considérons Ie cas où la partie 

absolument continue v,b de par rapport à la mesure de Lebesgue sur (Sdr BSd) est 

telle qu'il existe une version de la densité de u.b, disons hl satisfaisant, pour un certain 

& > O, 

h(6) 2 E pour tout 6 E Sd- 

Nous verrons à la section 3.3.2 qu'avec une telle loi u, pour tout ensemble ouvert et 

borné X c Rd, le noyau P(v, ,) de l'algorithme hit-and-nui associé à v et la loi uniforme 

sur X est uniformément ergodique. En d'autres termes, nous verrons que pour toute 

suite de nombres réels (b,;n 2 1) telle que 4 -r O à une vitesse non géométrique, 



comme par exemple b, = cr/n où a E W, il n'existe pas de loi d o r m e  ?r sur un sous- 

ensemble ouvert, borné et connexe telle que (3.18) et (3.19) sont satisfaites. Néanmoins, 

Bélisle (1998b) montre que la mesure de probabilité pathologique ?r peut du moins être 

construite de façon à ce qu'elle possède une densité f telle que Iyensemble X de la 

condition HR est ouvert, borné et convexe. 

Le théorème 3.7 permet donc de conclure que sans hypothèse supplémentaire sur la 

loi cible a ou sur son support, Ia convergence de l'algorithme hit-and-run vers n peut 

être arbitrairement lente- En particulier, il permet de conclure que lorsqu'elle a Iieu, la 

convergence ne se fait pas toujours à une vitesse géométrique- 

3.3.2 Ergodicité géométrique de l'algorithme Mt-and-run 

Nous sommes maintenant en mesure d'énumérer plusieurs raisons qui font que 

I'ergodicité géométrique est une propriété intéressante et souhaitable pour le noyau 

markovien P d'un algorithme de simulation markovienne. D'abord, elle assure que Ia 

vitesse de convergence de II Pn(x, - ) - r( - ) II vers O n'est pas arbitrairement lente, au 

sens de la section précédente. Ensuite, elle permet d'évaluer cette vitesse de convergence 

par I'entremise du calcul de bornes supérieures pour 1 IP"(x, - ) -n( - ) 1 1. Finalement, elle 

est accompagnée d'un théorème limite central, ce qui permet entre autres de calculer 

des intervalles de confiance pour certaines caract'eristiques d'intérêt de r. 

Les conditions générales assurant l'ergodicité géométrique d'un noyau rnarkovien, 

comme par exemple la condition de Doeblin et la condition du théorème 3.1, sont 

habituellement CLifIiciles à vérifier en pratique. C'est pourquoi plusieurs auteurs ont 

tenté d'énoncer des conditions suilisantes, souvent en termes de r et de son sup 

port, pour que les différents algorithmes de simulation markovienne soient géométri- 

quement ergodiques, ou plus particulièrement, uniformément ergodiques. Dans les cas 

de l'échantillonneur de Gibbs et de l'algorithme hit-and-=, on retrouve notamment 

Schenrish et Carün (1992), Chan (1993), Chen et Schmeiser (1993), Roberts et Pol- 

son (1994), Liu, Wong et Kong (1995), Roberts et Rosenthal (1998b) et Diaconis et 



Ekeedrnan (1998). Dans le cas de Palgorithme de Hastings, citons entre autres Tier- 

ney (l994), Roberts et Tweedie (1996) et Mergensen et Tweedie (l995). Bien que ces 

conditions soient pdo is  assez simples à vérifier, elles sont généralement très restric- 

tive., et plusieurs lois n que l'on retrouve dans les applications ne les satisfont pas. 

Nous présentons ici une condition sdiisante pour L'ergodicité unifonne de l'algorithme 

hit-and-run dans les deux cas suivants: 

1) v est la loi d o n n e  sur (Sd, BSd); 

2) v est la loi uniforme sur {el, ..., ed) (le noyau P(v, ,) est alors celui de l'échantil- 

l o n n e ~  de Gibbs avec mises à jour aléatoires). 

3.3.2.1 Le cas où v est la loi uniforme sur (Sd, &) 

Le théorème suivant fut d'abord démontré par Smith (1984) dans le cas particu- 

lier où rr est la loi d o r m e  sur un sous-ensemble ouvert et borné de Ktd. La version 

présentée ici requiert que le support de T soit bomé e t  que la densité f de ?r satisfasse 

SUPeesdrZEx SR f (3: + re) dr < w; cette dernière condition est satisfaite si, entre autres, 

f est bornée- 

Théorème 3.8. Soit a, une mesure de pro babdité sur (IEd, Bd) , absolument continue 

par rapport à la mesure de Lebesgue et mec densité f- Soit v, la loi uniforme sur 

(Sd, Supposons que l'ensemble X (de la condition HR) soit borné, et que 

Alors le noyau markovien P(v,rrl de l'algorithme hzt-and-run associé à T et  v satisfait 

la condition de Doeblin. Plus précisément, 

2 
p(v,,) (2, 4 L n(A) pour tout x E X, cd ~g~~ 

06 Cd = 2 r d / * / r ( d / 2 )  est lyazre de la surface de la sphère Sd et où Dx = s ~ p , , , , ~  1 lu - 
u 1 1 est le dzaamètre de X. 





et en reprenant les étapes de la démonstration du théorème 3.8 avec la partie de (3.21) 

faisant intervenir la densité h, nous obtenons 

et donc 

3.3.2.2 Le cas où v est laloi uniforme sur {el, .--, ed) 

Les conditions du théorème 3.8 ne sont pas suftisantes pour assurer l'ergodicité 

uniforme du noyau markovien de l'échantillonneur de Gibbs avec mises à jour aléatoires. 

En effet, nous avons vu à la section 3.3-1 que lorsque v est la loi uniforme sur (Sd, &,), 

il existe toujours un sous-ensemble ouvert, borné et connexe X te1 que l'algorithme 

hit-and-nui associé à v et la loi uniforme sur X n'est pas géométriquement ergodique. 

En plus des conditions du théorème 3.8, il faut ajouter une hypothèse sur la forme 

géométrique de X en vue d'obtenir l'ergodicité géométrique. 

Dans Roberts et Etosenthal (l998b),  plusieurs conditions suf&antes assurant i'er- 

godicité géométrique ou uniforme de l'échantillonneur de Gibbs (avec mises à jour 

aléatoires) sont prkentées, dans le cas où la loi cible a est la loi d o r m e  sur un 

sous-ensemble ouvert, connexe et borné X de Rd. L'une d'elles, qui assure en fait 

I'ergodicité uniforme, est ici adaptée au cas où la loi cible R n'est pas nécessairement 

une loi uniforme. 

Dans ce qui suit, pour tout sous-ensemble ouvert A de Etd, nous dénoterons par A 
la fermeture de A, c'est-à-dire le plus petit sous-ensemble fermé de Etd contenant A. 

Comme auparavant, B(X? r)  dénote la boule ouverte de IKd de rayon r centrée à x. 

Théorème 3.9. Soit ?r une mesue de probabilité sur (Rd, Bd)? absolument contznue 

par rapport à la mesurio de Lebesgue. Soit f, une densité pour T, et soit v ,  la loi uni- 

forme sur {el, ..., ed). Supposons que l'ensemble ouvert X (de la condition HR) soit 

connexe et borne et  que la densité f satisfasse, pour tout z E X ,  

f ( x )  c)  1~ pour un certain E > O (3.22) 



Posons maantenant, pour tout x E 2, 

q ( x )  = sup{r > 0 : x E B(y, r)  pour u n  certain y E X tel que B(y,  r) C X). 

Supposons finalement que l'ensemble X satisfasse la condition suivante: 

il existe un a > O tel que q(z) > a pour tout z E 2. (3 -24) 

Alors le noyaa markauia P(,,) de l'algorithme hit-and-mn associé ti n et v est unz- 

fornément ergodzque. 

Démonstration. Puisque y 2 A f (x + reJ dr pour tous x E X et i E (1, ..-, d) ,  et 

puisque f (x) > E > O pour tout x E X, le noyau markovien P(",,) satisfait 

pour tous z E X et A E BX- Remarquons que le terme de droite de la dernière inégalité 

est, à une constante multiplicative près, le noyau de l'échantillonneur de Gibbs (avec 

mises à jour aléatoires) appliqué à la loi uniforme sur (X, Bx).  Pour éviter tout risque 

d'ambiguïté, dénotons celui-ci par K. Selon Roberts et Rosenthal(1998b, théorème 7), 

la condition (3.24) implique que K est uniformément ergodique; il existe donc un réel 

,û > O, un entier rn > 1 et une mesure de probabilité ?,b sur (X, &) tek que 

r ( x ,  A) > P@(A) pour tous x E X et A E Bx. (3.25) 

Maintenant, (3.25) et le fait que P(uv,)(x, A) 2 a K ( x ,  A) pour un certain O < a < 1 

impliquent que 

et par conséquent, le noyau P(p?,) satisfait la condition de Doeblîn. En vertu du 

théorème 3.2, le noyau P(uv ,) est uniformément ergodique. 



Intuitivement, la condition (3.24) signifie qu'il existe un a > O tel que si nous 

faisions "rouler" une boule de rayon a partout dans X, alors celle-ci toucherait à tous 

les points de X. Cette condition, qui assure que la frontière de X est "lisse'', n'est 

pas du tout nécessaire pour que P(,,)  soit uniformément ergodique. Par exemple, un 

rectangle ouvert et borné de Rd ne satisfait pss la condition (3.24); pourtant, il n'est 

pas difficile de montrer que si r est une mesure de probabilité sur ce rectangle dont 

une version de la densité satisfait (3.22) et (3.23), dors le noyau P(",,) associé à T 

est uniformément ergodique. À l'aide du lemme 1 et de la proposition 2 de Roberts 

et Rosenthd (1998b)? nous pouvons aussi déduire que s i  X est une union h i e  de 

rectangles ouverts de Rd et que les composantes connexes de K communiquent, alors 

le noyau markovien P(u,,) est uniformément ergodique. Roberts et Rosenthal (1998b) 

présentent a m i  des exemples de sous-ensembles ouverts, bornés et connexes de Rd ne 

satisfaisant pas la condition (3.24) tek que les noyaux de l'échantillonneur de Gibbs 

avec mises à jour aléatoires appliqués à la loi uniforme sur ces sous-ensembles (3.24) 

sont géométriquement ergodiques sans être uniformément ergodiques. 

Remarque 3.1. Le théorème 3.9 s'applique aussi dans le cas de l'échantillonneur de 

Gibbs avec mises à jour séquentielles, à condition d'ajouter l'hypothèse que X est 

convexe. Voir Roberts et Rosenthal (1998b) pour plus de détails. 

Remarque 3.2. Dans ce mémoire, nous nous sommes surtout intéressés aux résultats 

théoriques associés à la convergence des algorithmes de simulation markovienne. Comp 

te tenu de l'algorithme et de la complexité de la loi cible, les conditions assurant la 

convergence et la convergence géométrique, par exemple, peuvent être très difEcile 

à vérifier en pratique. C'est pourquoi plusieurs auteurs ont développé des méthodes 

statistiques permettant, dans certains cas, de détecter la convergence d'un algorithme 

lors de son utilisation. Pour une discussion sur ce sujet, et pour un résumé des prin- 

cipales considérations pratiques de la simulation markovienne, on peut consulter entre 

autres Tierney (1994), Roberts et Rosenthal (1998a) et Brooks (1998). 



Conclusion 

Les algorithmes de simulation markovienne, tels l'échantillonneur de Gibbs, l7alg0- 

fithme de Metropolis-Hastings et l'algorithme hit-and-run sont devenus des outils de 

simulation de variables aléatoires multidimensionneUes très populaires depuis l'article 

de Gelfand et Smith (1990). Étant donnée une loi cible T (généralement définie sur Rd), 

ils permettent de simuler une chaîne de Markov (X,; n 2 O) dont le noyau markovien 

P possède, par construction, la mesure de probabilité T comme loi stationnaire. Sous 

certaines conditions, souvent exprimables en termes du support de T,  la loi de X,  

converge en variation totale vers T ,  rendant alors possible la simulation d'une variable 

aléatoire de loi ?r. Cette dernière peut être alors obtenue simplement en simulant la 

chaîne (X,; n 2 0) suffisamment longtemps. 

Une des raisons pour lesquelles ces algorithmes suscitent beaucoup d'intérêt est qu'il 

est souvent plus facile de les mettre en application que de construire un algorithme, ou 

d'appliquer un dgonthme déjà existant, permettant de simuler directement une vari- 

able aléatoire de loi r. C'est le cas entre autres lorsque d est grand, lorsque le support 

de 7r est un ensemble compliqué, ou lorsque ?r est connue seulement à une constante 

multiplicative près et que la constante de normalisation est *cile ou impossible à 

calculer. Par exemple, l'échantillonneur de Gibbs fait in te~eni r  la simulation d'une 

série de variables aléatoires unidimentionnelles plutôt que multidimensionnelles; les 

difficultés qu'apporte la simulation de variables aléatoires multidimensionnelles sont 

donc éliminées. De plus, il ne requiert que la connaissance de versions des lois condi- 

tionnelles de Xi étant donné (XI,  ... , Xi-', Xi+', .. ., Xd), où (Xi , .-., Xd) représente 

une variable aléatoire hypothétique de loi a. Dans le cas où r possède une densité par 



rapport à la mesure de Lebesque, disons f, il d t  donc de pouvoir calculer, pour tout 

x E Rd et pour tout i E (1: ..., d} ,  

a h  d'obtenir ces densités conditionnelIes. Un autre avantage de l'algorithme est que le 

calcul de (4.26) fournit aussi les densités conditionnelles de ?r si f est en fait une version 

de la densité de n à une constante multiplicative près; la constante de normalisation 

de f n'est donc nullement nécessaire. Quant à lui, l'algorithme de Hastings permet de 

simuler une chaine de iMarkov dont le noyau possède K comme loi stationnaire à partir 

d'un noyau markovien Q essentiellement arbitraire; i .  permet de connaître 7r à une 

constante multiplicative près, et il nous ofie aussi la possibilité de simuler des variables 

aléatoires unidimensionnelles plutôt que multidimensi~nneUes~ par l'entremise de sa 

version avec mises à jour composante par composante. La simulation markovienne est 

donc une alternative à la simulation de Monte-Carlo classique, lorsque celleci présente 

trop de difficultés. 

Pour chacun de ces algorithmes, nous avons énoncé dans ce mémoire des conditions 

sous lesquelles il permet effectivement de simuler une variable aléatoire de loi n. Ces 

conditions consistaient principalement à assurer que le noyau markovien P de la chaine 

de Markov (X,; n 3 0) qu'il définit soit apériodique et récurrent au sens de Harris (c'est- 

à-dire ergodique). En vertu du théorème dlOrey, ces deux propriétés sont nécessaires 

et suffisantes pour obtenir la convergence en variation totale de la loi de Xn vers n, 

quelle que soit la loi initiale de la chaîne. En vertu de la loi forte des grands nombres, 

l'ergodicité implique aussi la convergence presque sûre de la moyenne ergodique gn vers 

m(g)  = g d ~ ,  où g est une fonction mesurable et intégrable, rendant ainsi possible 

l'estimation de a(g) à l'aide de la simulation d'une seule longue chaîne. 

Un autre aspect important dont il a été question est la vitesse de la convergence de 

1 l P ( x ,  - ) - R( - ) 11, x E Rd, vers O, lorsque celleci a lieu. Il est en effet primordial de 

pouvoir l'évaluer, si l'on veut déterminer le nombre de variables de (X,; n 2 0) qu'il 

faut simuler pour se rapprocher sufEisamment de la loi s. En général, il n'existe pas de 

résultat permettant d'évaluer la vitesse de convergence. Par contre, lorsque le noyau 

P est géométriquement ergodique en plus d'être ergodique, il est possible de calculer, 

pour tout n 2 1, une borne supérieure pour 1 l P ( x ,  - ) - n( - ) 11, x E IKd. L'ergodicité 



géométrique est aussi une propriété intéressante pour plusieurs autres raisons; elle 

assure que Ia convergence se fait à une vitesse géométrique (donc qu'elle ne peut être 

arbitrairement lente), et elle implique l'existence d'un théorème limite central pour la 

moyenne ergodique ij,, rendant alors possible le calcul d'intervalles de confiance pour 

ab) - 
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